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Préface a la traduction frangaise

Il s’agit d’un livre écrit en 1999 par les physiciens théoriciens La-
rissa Borissova et Dmitri Rabounski.

Le livre propose une analyse physico-mathématique nouvelle en éla-
borant une théorie des observables dans le cadre de la relativité géné-
rale. Dans leur célebre livre Théorie des Champs, Lev Landau et Ev-
gueni Lifchitz ont décrit de maniere trés complete le mouvement des
particules dans les champs électromagnétique et gravitationnel. Les mé-
thodes d’analyse covariante alors en vigueur depuis le milieu des an-
nées 1930 ne prenaient pas encore en compte les concepts de quantités
physiquement observables (grandeurs chronométriquement invariantes)
de la relativité générale. Les auteurs ont donc voulu insister sur la né-
cessité d’étendre cette perspective mathématique a la théorie physique
existante en 1’appliquant au mouvement des particules se déplagcant dans
les champs électromagnétiques et gravitationnels. De plus, I’étude des
mouvements d’une particule douée de moment de rotation intrinseque,
n’a pas été entreprise dans ce contexte par Landau et Lifchitz. C’est
pourquoi un exposé séparé du livre a été entierement consacré a ce type
de mouvement particulier. Dans deux autres chapitres, les auteurs in-
troduisent la théorie du vide physique et la théorie de 1’Univers miroir.
Les auteurs ont également ajouté un chapitre redéfinissant les éléments
d’algebre tensorielle et d’analyse dans le cadre des invariants chronomé-
triques. L'ensemble de cet ouvrage se présente alors comme une contri-
bution supplémentaire a la Théorie des Champs.

Paris, le 17 juin 2010

Dans la 3eme édition, les auteurs ont ajouté un tableau des déri-
vées chronométriquement invariantes, ainsi que des références a leurs
publications récentes. Nous avons également corrigé les erreurs typo-
graphiques trouvées dans I’édition précédente.

Calais, le 10 janvier 2023 Patrick Marquet
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Chapitre 1 Introduction

1.1 Mouvement géodésique des particules

A ce jour, nombreuses ont été les expérimentations destinées 2 va-
lider les conclusions théoriques qui ont été en mesure de démonter que
I’espace-temps (I’espace quadridimensionnel pseudo-riemannien) con-
stitue la base de la réalité géométrique de notre Univers.

En dépit des récents progres accomplis en physique expérimentale
et en astronomie et qui ont pu permettre la mise en évidence de nouveaux
effets, I’espace-temps pseudo-riemannien demeure toujours la meilleure
description de notre environnement et qui peut toujours offrir de mul-
tiples perspectives généralisatrices. C’est pourquoi lorsque nous étu-
dions la théorie du mouvement des particules, nous la situons d’emblée
dans I’espace pseudo-riemannien quadridimensionnel. A partir de 1, il
importe de s’attarder, nous semble-t-il, sur une terminologie fondamen-
tale. Ainsi qu’il est bien connu, I’espace-temps de la relativité générale
est un espace riemannien” a quatre dimensions et de signature (+——-)
ou (—+++). Celui-ci implique une décomposition (3+1) des axes de co-
ordonnées en 3 coordonnées spatiales et un axe temporel. Pour la com-
modité des calculs ultérieurs, nous choisirons un espace riemannien de
signature (+——-) ou le temps est réel et les coordonnées spatiales ima-
ginaires. Signalons d’autres théories issues de la relativité générale, ou
I’emploi d’un temps imaginaire et des axes spatiaux réels requiert donc
une signature (—+++), ainsi que celles utilisant une signature dite ellip-
tique (++++).

Un espace dont la signature est alternée (signature hyperbolique)
est normalement appelé espace pseudo-riemannien, mais dans tous les
cas de figure, les propriétés géométriques sont celles de la géométrie

*. Un espace métrique dont la géométrie est définie par sa métrique de forme carrée
ds® = gup dx“dxP est appelé métrique de Riemann. Bernhard Riemann (1826-1866) est
un mathématicien allemand fondateur de la géométrie riemannienne (1854).
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de Riemann, et le préfixe “pseudo” ne s’impose plus du seul point de
vue mathématique. Nous conserverons néanmoins cette notation qui est
traditionnellement adoptée dans tous les ouvrages de référence.

Considérons le mouvement d’une particule dans 1’espace pseudo-
riemannien. Sa trajectoire soumise a la gravitation est une ligne géode-
sique de cet espace. La présence d’autres forces rend bien évidemment
ce mouvement non géodésique.

Du point de vue de la géométrie différentielle, le mouvement de cette
particule dans I’espace riemannien, peut €tre représenté par un transport
parallele du 4-vecteur Q¢ qui est tangent en chaque point de sa trajec-
toire. Par conséquent, les équations du mouvement de la particule sont
définies par ce transport parallele du vecteur Q¢ le long de sa trajectoire
quadridimensionnelle et constituent donc les équations de la dérivée ab-
solue de ce vecteur par rapport a un parametre p non nul de telle facon
que I’on ait

D" dQ* dx¥

= + T, 0" , 1, v=0,1,2,3. 1.1
dp dp §2%4 dp alﬂv ( )

Ici DO =d Q" +T;, Q¥dx" est la différentielle absolue (accroisse-
ment absolu dans 1’espace de Riemann) du vecteur Q¢. La différen-
tielle absolue differe de la différentielle ordinaire dQ® par la présence
des symboles de Christoffel de deuxieme espece I'y, (coefficients dits
de cohérence de I’espace riemannien), définis a partir des symboles de
Christoffel de premiere espece I'y,, ,, eux-mémes fonctions des dérivées
premiéres du tenseur métrique fondamental g,3"

a (07 —
=9 PTuvps Tuvp =

l OGup + 09vp B Oy
2\ ox¥ OxH  OxP

). (1.2)

Le transport paralleéle d’un vecteur le long d’une trajectoire géodé-
sique s’effectue au sens de Levi-Civita.” Dans ce cas, la dérivée absolue

*. Les coeflicients de cohérence d’un espace riemannien (symboles de Christoffel),
ont été définis par le mathématicien allemand Elwin Bruno Christoffel (1829-1900)
qui les a obtenu en 1869. Dans 1’espace-temps de la relativité restreinte (espace de
Minkowski), on peut toujours trouver un systeme de référence inertiel par lequel la
matrice du tenseur métrique fondamental est diagonalisé a 1’unité, de facon a annuler
les symboles de Christoffel.

T. Le mathématicien Tullio Levi-Civita (1873—1941) a été le premier a étudier cette
notion de transport vectoriel.
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de n’importe quel vecteur transporté est nulle, condition vérifiée en par-
ticulier pour le 4-vecteur de la particule

do® dx”
+ I, 0" =0,
dp w@ dp

, (1.3)
de telle facon a ce que la carré du vecteur transporté demeure inchangé
0, 0% = const le long de la trajectoire. Ces équations sont dites équa-
tions du mouvement libre.

Le mouvement d’une particule libre est caractérisé par le 4-vecteur
de son vitesse également appelé le vecteur cinématique

dx®
Q%= —. (1.4)
dp

Donc le transport parallele de Levi-Civita de ce vecteur fournit les
équations de la trajectoire quadridimensionnelle de la particule (équa-
tions des lignes géodésiques)

dz—xa+ aﬁﬁzﬁ (1.5)
dp? ¥ dp dp

La condition nécessaire p #0 le long de la trajectoire implique que
les parametres p sont différents suivant que les trajectoires appartiennent
a une catégorie distincte.

Dans I’espace pseudo-riemannien, 3 genres de trajectoires princi-
pales sont possibles correspondant a des particules d’un genre spéci-
fique, a savoir :

1) Les trajectoires réelles non isotropes, qui se situent a I’intérieur
de I’hypercone de lumiere. Le long de telles trajectoires, le carré
de ’intervalle d’espace-temps est ds” > 0, donc I’intervalle ds est
réel. Les lignes de ces propagations caractérisent des particules
massives ordinaires réelles a vitesse subluminique ;

2) Les trajectoires imaginaires non isotropes qui se situent au-dela
de I’hypercone de lumiere. Le long de ces trajectoires le carré
de I’intervalle d’espace-temps est ds> < 0, donc ds est imaginaire.
Ces lignes de propagation caractérisent des particules supra lumi-
niques dont les masses sont relativistes. Ces particules sont appe-
1ées tachyons™;

*. Tachyons — particules supraluminiques. L’existence de tachyons et de signaux
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3) Les trajectoires isotropes qui se situent sur la surface de I’hyper-
cone de lumicre et qui caractérisent celles de particules dépour-
vues de masse (particules du genre temps) qui se déplacent a la
vitesse de la lumiere. Le long de ces trajectoires l’intervalle
d’espace-temps est nul, ds*> = 0, mais ’intervalle tridimensionnel
n’est pas égal a zéro.

Lintervalle d’espace-temps ds est habituellement pris comme pa-
rametre de dérivation le long de trajectoires non isotropes. Néanmoins,
cet intervalle n’est pas applicable aux particules dépourvues de masse,
car dans ce cas ds = (. Pour résoudre cette problématique, Zelmanov [9]
proposa une variable différente qui ne s’annule pas le long de ces tra-
jectoires isotropes, et qui peut donc toujours €tre utilisée en tant que
parametre de dérivation. Dans I’espace spatial tridimensionnel, on dé-
finit donc I’intervalle physiquement observable

do? = (— git + M)dxidxk, (1.6)
900

différent de 1’élément de longueur tridimensionnel habituel. Notons que

Landau et Lifchitz parvinrent & une conclusion identique dans leur ou-

vrage célebre : Théorie des Champs [10].

Substituant les parametres de différentiation respectifs dans les
équations généralisées des géodésiques (1.5), on parvient aux équations
des géodésiques non isotropes (particules massives)

2 @
A o BT (1.7)
ds? W ds ds

et a celles des géodésique non isotropes (particules du genre lumicre)

d’>x® dxt dx”
_d0'2 +FZ‘V%%=O. (1.8)

supraluminiques fiit d’abord considérée dans le cadre de la relativité restreinte en 1958
par Tangherlini dans sa dissertation [2]. Comme souligné par Malykins [3], la plupart
des recherches menées sur les tachyons n’ont malheureusement jamais pris en compte
ces études. Le concept des tachyons avait été entretemps abondamment revu dans les
publications de Tangherlini [4,5]. Ce theme fiit en tout premier lieu révélé par des pu-
blications sur la relativité restreinte dans un premier essai de 1960 [6] signé par Terlets-
kii et dans une publication plus détaillée de 1962 [7] rédigée par Bilaniuk, Deshpande
et Sudarshan. Le terme “tachyons” a été trouvé pour la premiere fois par Feinberg en
1967 [8]. Voir I’étude de Malykins pour plus de détails.
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Afin d’obtenir une représentation globale claire du mouvement de
la particule, nous devons établir les équations dynamiques qui sont ca-
ractérisées par les propriétés de celles-ci (masse, énergie, etc.).

On définira d’abord la 4-impulsion d’une particule libre (géodésique
non isotrope)

o dx®
P =my—, (1.9)
ds
ou myg est la masse au repos de cette particule. GEéométriquement, le
transport parallele de P* au sens de Levi-Civita définit les équations
dynamiques du mouvement de la particule massive
dpP® dx”
+ I pH =0, P, P® = m> = const. 1.10
ds weds ¢ 0 (1.10)

De méme, le mouvement d’une particule du genre lumiere (géodé-

sique isotrope) est elle, caractérisée par son propre 4-vecteur d’onde

wdx®
K= ———, (1.11)

c do
ol w est une fréquence cyclique spécifique de cette particule dépourvue
de masse. Par ailleurs, le transport parallele au sens de Levi-Civita du

vecteur K¢ s’exprime par les équations dynamiques du mouvement

dK* dx¥
+I'? KH
do W do

=0, KoK =0 (1.12)

qui caractérise donc une particule libre dépourvue de masse.
Observons que le formalisme quadridimensionnel covariant intro-
duit ici présente des avantages et des inconvénients. D’une facon évi-
dente I’avantage est de préserver I’invariance par changement de réfé-
rentiel. L’inconvénient de ce formalisme réside dans le fait qu’il masque
les quantités tridimensionnelles qui vont servir a la mesure par un obser-
vateur donné, de résultats d’expérimentations données (quantités phy-
siques observables). On peut donc en déduire que sous forme cova-
riante générale, les équations du mouvement ne seraient qu’un résul-
tat théorique intermédiaire non exploitable dans les situations réelles.
Pour rendre compte de ces résultats théoriques suivant une méthodolo-
gie plus appropriée, il convient donc de formuler ces équations a I’aide
de grandeurs physiquement observables. En d’autres termes, pour cal-
culer les trajectoires observables d’une particule, nous devons définir
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les équations covariantes de son mouvement a partir d’observables liés
au référentiel de ’observateur.

Ce faisant, la définition de quantités physiquement observables est
loin de constituer un probleme trivial. A titre d’exemple, pour un 4-
vecteur Q¢ (4 composantes) nous pouvons supposer de maniere heuris-
tique que ses 3 composantes spatiales forment un 3-vecteur observable,
tandis que la composante temporelle est elle potentiellement observable
(ce qui ne prouve pas pour autant que celles-ci puissent étre observées
en général). Par contre, un tenseur contravariant de 2&¢me rang Q%
(16 composantes) rend la nature du probléme plus complexe. Pour les
tenseurs de rang supérieur le probleme de la définition heuristique des
composantes observables est éminemment plus compliqué. Par ailleurs,
un obstacle sérieux surgit lorsque I’on considere les composantes mixtes
d’un tenseur observable.

On peut néanmoins contourner cette difficulté en construisant une
nouvelle théorie mathématique qui permette de calculer les composan-
tes observables de n’importe quelle quantité tensorielle. Une telle théo-
rie a été élaborée par Zelmanov en 1944 [9]. Il est a noter que plu-
sieurs chercheurs se sont déja penché sur la théorie des quantités ob-
servables au cours des années 1930. Dans leur ouvrage réputé Théo-
rie des Champs [10], Landau et Lifchitz introduisaient déja la notion
de “synchronisation” de deux intervalles tridimensionnels observables,
préfigurant de fait la théorie clairement énoncée par Zelmanov. Les au-
teurs se limiterent malheureusement a ces deux cas particuliers et ne
poursuivirent pas dans la recherche d’une méthode mathématique gé-
nérale qui puisse définir systématiquement des quantités physiquement
observables dans I’espace pseudo-riemannien.

Par la suite, Zelmanov améliora son appareil mathématique des-
tiné a généraliser le principe du concept d’observables physiques en
publiant ses résultats [11-13] (Théorie des invariants chronologiques
ou plus précisément Théorie des invariants chronométriques). Indépen-
damment de Zelmanov, le mathématicien italien Cattaneo [14—17] déve-
loppa plus tard (1958) une premiere étude se rapportant a une théorie
similaire, mais cette derniere resta inachevée.

Au prochain paragraphe §1.2, nous exposerons un bref apercu de la
théorie des observables de Zelmanov qui nous sera indispensable pour
appréhender les développements mathématiques ultérieurs.

En §1.3, nous présenterons les principaux résultats déduits de cette
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méthode se rapportant au mouvement géodésique d’une particule. En
§1.4, nous nous attacherons a établir les équations de cette particule le
long de trajectoires non géodésiques, c¢’est-a-dire soumises a I’influence
des forces extérieures non gravitationnelles.

1.2 Quantités physiquement observables

Dans ce paragraphe sont introduits les éléments de 1’ appareil mathé-
matique de Zelmanov relatifs aux invariants chronométriques.”

Pour déterminer quelles composantes d’une quantité quadridimen-
sionnelle peuvent étre physiquement observables, nous allons considé-
rer un référentiel réel auquel est attaché un observateur physique. A cet
observateur physique qui est son propre référentiel, est intimement as-
socié un réseau de coordonnées auquel est rattaché une horloge phy-
sique. Le référentiel considéré étant un corps physique, possede donc
un champ gravitationnel, et peut entrer en rotation ou déformation ren-
dant I’espace immédiat inhomogene et anisotrope. De fait, le corps de
référence et son espace associé peuvent étre considérés comme un en-
semble de références physiques réelles, dans lequel 1’observateur com-
pare le résultat de ses mesures. Par conséquent, les quantités physique-
ment observables s’obtiendront en projetant les quantités quadridimen-
sionnelles sur des lignes de temps et sur le 3-espace du corps physique
de I'observateur.

D’un point de vue géométrique, le 3-espace de I’observateur est la
section spatiale x° = ct = const. En chaque point de I’espace-temps, une
section spatiale (espace local), peut étre orthogonale a la ligne de temps.
Assimilons I’espace-temps qui contient cet espace local a une courbe en-
veloppante qui sera donc une section spatiale partout orthogonale aux
lignes de temps. Un tel espace-temps (global) est appelé un espace ho-
lonome. Si aucune courbe enveloppante d’espace-temps n’existe, les
sections spatiales ne seront que localement orthogonales aux lignes de
temps, et dans ce cas 1’espace-temps est dit généralement non holonome.

*#. A ce jour, la description la plus compléte (compendium) de 1’appareil mathéma-
tique des grandeurs physiquement observables en relativité générale est donnée dans
notre récent article. Dans cet article, nous avons rassemblé tout (ou presque tout) ce
que nous savons sur ce sujet de Zelmanov et ce qui a été obtenu au cours des dernieres
décennies : Rabounski D. and Borissova L. Physical observables in General Relativity
and the Zelmanov chronometric invariants. Progress in Physics, 2023, vol. 19, no. 1,
3-29.
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Nous supposons que I’observateur est au repos par rapport a ses
références physiques (corps de référence). Le référentiel d’un tel obser-
vateur accompagne le corps physique dans tout déplacement, et donc ce
systeme sera appelé le référentiel d’accompagnement. Chaque réseau
de coordonnées au repos par rapport au corps de référence est relié a un
autre réseau, par les relations

D=3 (xo, xl, xz, x3)

=3 (xl, xz, x3), % = ’ (113
Ox0

ou la derniere équation implique que les coordonnées spatiales du sys-
teme tildé sont indépendantes du temps dans le systéme non tildé, ce qui
revient a établir un réseau de coordonnées correspondant a des lignes
de temps fixes x' = const, en chaque point de ce réseau. La transforma-
tion des coordonnées spatiales n’est rien d’autre que la transition d’un
réseau de coordonnées vers un autre point de ce réseau, et ce, dans la
méme section d’espace. La transformation du temps implique le chan-
gement de I’ensemble des horloges, et donc une transition vers une sec-
tion d’espace distincte (¢’ est-a-dire un autre 3-référentiel). Pratiquement
cela revient a substituer au corps réel de référence et tous ses attributs
physiques, a un autre corps (ou systéme) auquel sont rattachées d’autres
caractéristiques physiques. En utilisant donc des références distinctes,
I’observateur obtiendra des résultats de mesure différents (quantités ob-
servables différentes). Par conséquent, les grandeurs physiquement ob-
servables doivent étre invariantes par rapport a la transformation du
temps : elles deviennent des quantités chronologiquement invariantes
ou plus précisément chronométriquement invariantes.

Du fait que les transformations (1.13) définissent un ensemble de
lignes de temps fixes, les invariants chronométriques (quantités physi-
quement observables) sont ces quantités qui sont invariantes par rapport
a ces transformations.

Dans les faits, formuler la mesure de grandeurs physiquement ob-
servables dans le référentiel d’accompagnement de I’observateur phy-
sique exige de calculer les projections chronométriquement invariantes
de quantités quadridimensionnelles sur les lignes de temps, et sur la sec-
tion spatiale de son corps, systeme physique de référence. Ce processus
doit s’effectuer a I’aide de propriétés chronométriquement invariantes
exploitées dans son espace de référence.
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Pour projeter des quantités quadridimensionnelles, nous utiliserons
des opérateurs caractérisant les propriétés de 1’espace de référence de
I’observateur. L'opérateur de projection sur la ligne de temps est un
4-vecteur unité b, qui représente la 4-vitesse de ’observateur par rap-
port a son corps physique de référence

_dx®

ods
et qui est partout tangent a la ligne d’univers de cet observateur. Chaque
référentiel pouvant étre décrit par son propre 4-vecteur unité b®, appelé

par Zelmanov vecteur monade. L’opérateur de projection sur la section
spatiale est lui défini par le 4-tenseur symétrique

b(l’

(1.14)

Rop = —Gap + babsg,  hP = —gF + b°DF, (1.15)
dont les composantes mixtes sont
he = —gP + by bP. (1.16)

Le vecteur b” et le tenseur h,pg possedent touts deux les proprié-
tés des opérateurs de projections, b, b =1 et hf b* =0 [9]. La projec-
tion d’une quantité tensorielle sur la ligne de temps est le résultat de sa
contraction avec le vecteur b®. De la méme facon, la projection sur la
section spatiale résulte de sa contraction avec le tenseur /,g.

La 3-vitesse spatiale de ’observateur rapportée a son corps physique
de référence dans le référentiel d’accompagnement est évidemment zéro
(b' =0). Les autres composantes de b’ qui subsistent sont

P = — by =geub” = VG b= b = 2L (1L17)

V900 V900

Dans le référentiel d’accompagnement (b’ = 0), les composantes du

tenseur de projection sur la section d’espace sont

1

hoo =0, W =-g%+—  n=0
goo
hoi =0, W = —g", hy =6 =0
‘ ‘ , (1.18)
hip =0, hi0 = —g°, h = %
90i 9ok - j - ; j
hik = —gix + —gloo , Wik = —gik, h, = —g, =6,
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Le tenseur A, dans le 3-espace du référentiel d’accompagnement de
I’observateur possede toutes les propriétés qui sont attribuées au tenseur
métrique fondamental, ¢’est-a-dire

100
Wk =6 —beb =6, si=|0 1 0], (1.19)
00 1

ol 6;'( est le 3-tenseur unité.” Pour cette raison, dans le référentiel d’ac-
compagnement le 3-tenseur chr.inv. 4;;, permet d’abaisser et d’élever les
indices de toutes les quantités chr.inv.

Les projections d’un 4-vecteur arbitraire Q¢ sur les lignes de temps
et celles sur les sections spatiales dans le référentiel d’accompagnement
(b' =0) sont données par

Qo
Vaoo

L0= 130" = —% o, L'=m,0f=s0"=0" (121

T =b%Q, = b°Qp = (1.20)

Les projections d’un tenseur arbitraire du 2eme rang Q% dans le
référentiel d’accompagnement (b' = 0) sont
Qoo

T = b"b* Qup = b°b° Qg0 = P (1.22)

L0 = g0 = 09X gk ik = pi 1k 0 = Q. (1.23)
900

Une fois vérifiées les quantités obtenues par les transformations
(1.13), nous voyons que les quantités chronométriquement invariantes
(observables physiques) sont la projection sur les lignes de temps et les

composantes spatiales de la projection sur les sections d’espace.
Nous appellerons les quantités observables les projections chr.inv.,
d’ou en projetant les 4 coordonnées x® dans le référentiel d’accompa-
gnement, on obtient I’invariant chr.inv. du temps physiquement obser-

vable goi i

X, (1.24)
€ /900

T= 4900+

*. Le tenseur &, est la partie tridimensionnelle du 4-tenseur unité 05 qui peut &tre
utilisé pour remplacer les indices quadridimensionnels.
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et le vecteur chr.inv. des coordonnées physiquement observables qui
coincident avec les coordonnées spatiales x'. De la méme facon, la pro-
jection d’un 4-intervalle élémentaire dx®, fournit un intervalle élémen-
taire de temps physiquement observable qui est I’invariant chr.inv.

goi
€900

dr = \Jgoo dt + dx', (1.25)

ainsi que le vecteur chr.inv. d’un intervalle élémentaire de coordonnées
physiquement observables dx'. On en déduit la vitesse physiquement
observable d’une particule qui est le 3-vecteur chr.inv.

- dx'!

b= — 1.26
dr ( )

\%

. . , : i
qui differe de la vitesse de coordonnées u' = %.

En projetant le tenseur métrique fondamental, nous en déduisons
que hji est le tenseur métrique chr.inv., autrement dit, c’est le tenseur

métrique observable dans le référentiel d’accompagnement
kS g = g™ = —h* W HY g = gi — bibx = —hy, (1.272)
dont les composantes sont (1.27b)
hia = —gi + bibe, W% =—g* hi=-gl=6. (127b)
Donc, le carré d’un intervalle spatial observable do est
do? = hy dx'dx*. (1.28)

Lintervalle d’espace-temps formulé a I’aide des quantités physique-
ment observables sera obtenu en substituant g,g de (1.15),

ds® = *de? - do?. (1.29)

En dehors de leurs projections sur les lignes de temps et sur les sec-
tions spatiales, les quantités quadridimensionnelles de deuxieéme rang
et plus, ont aussi des composantes mixtes. Comment définir alors des
quantités physiquement observables si elles existent ? La meilleure ap-
proche consiste a développer une méthode générale (due a Zelmanov)
qui doit nous permettre de calculer ces quantités exclusivement a partir
de leurs propriétés d’invariance chronométrique :
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Théoréme de Zelmanov
On considere que Qgg_'_'% sont les composantes d’un tenseur qua-
dridimensionnel Q/;* de rang r, avec les indices supérieurs non
nuls, tandis que les m indices inférieurs sont tous nuls. Les gran-
deurs tensorielles

T = (go0)" Qg (1.30)

forment un 3-tenseur contravariant chr.inv. de rang (r —m). Il en
découle que le tenseur 77 représente une projection m-multiple
sur les lignes de temps par I’intermédiaire des indices @,f...0
ainsi qu’'une projection sur les sections spatiales par 1’intermé-

diaire des r —m indices y, v ... p du tenseur initial Qé‘ ;f; .

Une conséquence immédiate de ce théoréme est que pour tout vec-
teur Q% deux des grandeurs déduites plus haut, sont des observables
physiques

0= -2 hge= (1.31)
V900

Pour tout tenseur symétrique du 2&éme rang Q%?, trois quantités sont

des observables physiques, a savoir

bebB Qa/ﬁ - @
900

l
. P Qup = \/QTO_, Q% = 0%, (1.32)
00
et dans le cas d’un tenseur antisymétrique du 2éme rang, la premiere
quantité est nulle car Qo = Q*° =0.

Les quantités physiquement observables (projections chr.inv.) doi-
vent étre comparées aux systemes de référence de 1’observateur — pro-
priétés des observables de cet espace de référence qui sont donc propres
a chaque corps physique considéré.

Nous allons donc considérer les propriétés élémentaires de ce réfé-
rentiel d’accompagnement dans lequel les équations finales de la théorie
doivent étre formulées.

Les propriétés physiquement observables du référentiel d’accom-
pagnement peuvent étre définies a 1’aide des opérateurs de dérivation
chr.inv. par rapport au temps et aux coordonnées spatiales. Ces types
d’opérateurs ont été introduits par Zelmanov [9] comme suit

o9__1 9 0 _ 0 g0 0
ot Jgoo Ot Axi  Axi goo0x0

(1.33)
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Ces opérateurs anticommutent, c’est-a-dire que la différence de
leurs dérivées secondes est non nulle
* 62 * 82 1 *9

— — = —F—, 1.34
oxior  Otdxt 2 ot (1.34)

*62 *62 2 9
—— T o = A (1.35)
oxtox* oOx*dx' ¢ ot
Ici Aj est le tenseur antisymétrique chr.inv. représentant la vitesse
angulaire de rotation spatiale

Ajg

1 {O0v Oy
Oxi  Oxk

1
=5 ———)+ﬁ(FiUk—FkUi)a (1.36)

ol v; est la vitesse tangentielle de cette rotation

goi i 0i
Vi=—¢C . v = —Cg \/g()o

Voo . (1.37)
v; = h,-kvk, v = Uk ok = hik vk

Le tenseur satisfaisant A;; = O traduit la condition dite “d’holonomi-
cité” de cet espace [9]. Dans ce cas, go; =0, et v; =0. Le tenseur Aj; est
de ce fait également appelé le tenseur de non-holonomicité.”

Il en résulte que F; est le 3-vecteur chr.inv. de la force d’inertie gra-

vitationnelle 5 5
1 A% Vi
Ff:]_ﬂ(@‘a)’ (138)
02

ou w est le potentiel de gravitation

w=c*(1- vgo), (1.38a)

a lorigine duquel se trouve localisé le champ gravitationnel du sys-
teme de référence de I’observateur (corps physique).” A 1’approximation
quasi-newtonienne, c’est-a-dire dans un champ gravitationnel faible,

*. L'espace-temps de la relativité restreinte (espace de Minkowski) rapporté a un
référentiel galiléen ainsi que d’autres cas de figure de la relativité générale sont des
exemples d’espace holonome A = 0.

+. Les quantités w et v; ne sont pas douées d’invariance chronométrique, alors que
le vecteur de la force d’inertie gravitationnelle et le tenseur de vitesse angulaire de
rotation spatiale qui s’en déduisent, sont des quantités chr.inv.
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pour des vitesses inférieures a celle de la lumiere et en I’absence de
rotations spatiales, F; se réduit & une force gravitationnelle non relati-

viste p
W

Le systeme de référence de 1’observateur est un systeme physique
réel, et son réseau de coordonnées associé peut faire I’objet de déforma-
tion et avec lui son espace de référence physique. Par conséquent, pour
les référentiels physiques réels, il faut prendre en compte ses déforma-
tions spatiales éventuelles. Il en découle que la métrique observable A;;
de I’espace de référence est non stationnaire. Pour rendre compte de
cette conséquence, on introduit alors le tenseur symétrique tridimen-

sionnel chr.inv. du taux de déformation spatiale

1 *Ohy «  17on*
D= ~——= Dk = ——
T 2o 2 o
: *d1nvVh . (1.40)
= h*Dy = D" = —
h = det ||hl

A I’aide des définitions ainsi données, on peut généralement formu-
ler n’importe quel attribut inhérent a un objet géométrique situé dans
un espace et dans lequel sont définis des paramétres observables. A titre
d’exemple, on sait que les symboles de Christoffel apparaissant dans
les équations du mouvement ne sont pas des tenseurs [18]. Néanmoins,
ceux-ci peuvent €tre formulés a 1’aide de quantités physiquement obser-
vables. Les formules obtenues par Zelmanov [9] sont

1] 1 ow w
0 k
roo=__[1_E _ (1—C—)UkF (1.41)
1 w\2
Ik = ——(1 - —) F*, 1.42
00 C2 C2 ( )
1 1 ow
8"_c_2[ 1 W%+vk(Dk+A +— U,Fk) (1.43)
2

1 W ) 1
I} = z(l—c—)(D.MA.{wc—zu,-F"), (1.44)
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1 1
FQ:_—{_Dij+C_ZU"X

(NI

x| vj (D{' + AZ’) +u; (D]” + A]'.T’) + (1.45)

! F'| +
— D
2

1 (91),' avj 1 n
+ 5 (@ + — Oxi 2C2 (F vj + Fl)l) Al] Un ¢,

1
= viijk], (1.46)

rh=Af - Cl[vl(Dk+Ak)+vj(Dk+Ak)

ou les Ag. sont les symboles de Christoffel chr.inv. qui sont définis
comme les symboles de Christoffel classiques (1.2)
“Ohjym  *Ohpy  Ohji

1 .
i im _ _ pim —
Al = 1" Ajin = 5 (axk + axm)' (1.47)

Par analogie avec les dérivées absolues respectives, Zelmanov avait
également introduit les dérivées chr.inv.

“0Q0k

W0 = — - AL 0y, 1.48
Qu=—5 ik Qi (1.48)
* k
v, 0F = aQ ko', (1.49)
. *3Q'k
ViQj = —— = A Qu = Ay O, (1.50)
) k
* k _
viof = dxl ALOF + AL O, (1.51)
i o *90Jk .
Vv, 0/ = d—Ql_ + A, 0% + AL Q7 (1.52)
*a i
"V, Q' = Q +AJQ, (1.53)
Y 7o) A )
v, 00 = _‘3‘Q. + AL Q"+ AL OT, (1.54)
ox? ! !
ou, comme I’avait prouvé Zelmanov,
*dlnvh
Al = VR (1.55)

ox!
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A présent, il nous est possible d’exprimer n’importe quelle équa-
tion généralement covariante, a travers leurs projections chr.inv. sur la
ligne de temps et sur la section spatiale associée a un corps physique
de référence, en les formulant a I’aide de leurs propriétés physiquement
observables réelles. Ce faisant, nous serons parvenus a des équations
qui ne contiennent que des quantités objectivement mesurables.

Bien évidemment, la premiere application possible de cet appareil
mathématique qui vient a I’esprit est la déduction des équations du mou-
vement chr.inv. pour des particules libres et I’étude des résultats qui en
découlent. Les solutions particulieres de ce probléme ont été trouvées
par Zelmanov [9]. Au prochain paragraphe §1.3, nous allons concentrer
notre attention sur les solutions générales du probleme.

1.3 Equations dynamiques du mouvement des particules libres

La dérivée absolue d’un vecteur quadridimensionnel attaché a une
particule par rapport a un parametre scalaire non nul le long de sa tra-
jectoire, s’exprime par le 4-vecteur

_dQ” d

N e
dp = dp”’

(1.56)

dont les projections chr.inv. sont définies comme toutes les projections
d’un 4-vecteur quelconque (1.31)

No  gooN® 1
V900 V900 V900

N'=hyNP = by N° + by N*. (1.58)

(gooNO + gOiNi) , (1.57)

D’un point de vue géométrique, celles-ci représentent la projection
du vecteur N sur la ligne de temps et la projection des composantes
spatiales sur la section spatiale dans le référentiel d’accompagnement.

Donc, en projetant les équations du mouvement des particules mas-
sives (1.10) et sans masse (1.12), on obtient les équations dynamiques
chr.inv. Pour une particule massive les équations sont

dm m _ , m ik
E_c_zFiv +§D,~kvv =0, (1.59)
d(mv?)

+ Zm(D,i + Akl) vk —mF + mA;kv”Vk =0, (1.60)
=
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alors que pour les particules sans masse

dk k .k i
E—c—zFic +§Dl~kc k=0, (1.61)
d(kc')

—+ 2k(D} + AL) c* —kF' + kAl c"cF =0, (1.62)
ol m est la masse relativiste de la particule, k = 2 est le nombre d’onde
de la particule sans masse et ¢' est le vecteur tridimensionnel chr.inv.
de la vitesse de la lumiére. Il est facile de voir que contrairement aux
équations dynamiques covariantes (1.10, 1.12), les équations chr.inv. ont
un parametre de dérivation unique pour les deux types de particules. Ce
parametre universel est le temps physiquement observable 7.

Ces équations chr.inv. ont été obtenues pour la premiere fois par
Zelmanov [9].

Ainsi que nous I’avons démontré dans notre étude [19], les équations
qui incluent la fonction du temps j—; sont strictement positives, donc le
temps physique est bien caractérisé par un écoulement direct d7 > 0.

[’ écoulement de la coordonnée temporelle dt révele une variation de
la coordonnée temporelle de la particule x° = ¢ par rapport a I’horloge
de I’observateur. De ce fait, le signe de la fonction du temps indique le
sens du mouvement de la particule le long de I’axe du temps par rapport
a I'observateur.

La fonction du temps % se détermine de facon que le carré de la

4-vitesse de la particule demeure inchangé le long de sa ligne d’uni-
Vers Ug U” = gopu” uP = const. Les équations en % sont communes aux
particules massives subluminiques, supraluminiques ainsi qu’aux parti-
cules dépourvues de masse. Ces équations ont deux solutions qui sont

données ici par la formule commune

. 2
(ﬁ) v EC (1.63)
dr), c2(1—%)

Ainsi qu’il a été montré dans notre étude [19], le temps est carac-
térisé par un écoulement direct si vivi+c2 >0, inverse si v;vi + ¢ <0,
et cet écoulement s’arréte si v;v! + ¢ = 0. Par conséquent il existe toute
une série de solutions pour chaque type de particules et de directions
lorsqu’elles se déplacent dans le temps par rapport a I’observateur. Par
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PO o, . .
=z 1t1 1
N m est positive s

celle-ci voyage vers le futur, et négative si elle voyage vers le passé.”
Il en résulte que pour une particule massive libre voyageant vers le
passé, on obtient les équations dynamiques chr.inv.

exemple, la masse d’une particule (massive)

dm m ;om ik
- E—C—ZE'VI+C—2D,~;€V’V =0, (1.64)
d(mv' ; ;
A "+ mg V= 0. (1.65)
-
Tandis que pour une particule dépourvue de masse, nous avons
dk  k .k i &
- d—T—c—ZFl-c’+c—2Dl-kc’c =0, (1.66)
d(kct . .
Ke) kP kAl Mk = 0. (1.67)
=

Par rapport a une particule massive subliminique, les équations du
mouvement chr.inv. des particules massives supraluminiques sont simi-
laires mais la masse doit étre ici multipliée par I’unité imaginaire i.

Comme il est aisé de voir, les équations du mouvement chr.inv. vers
le futur et vers le passé ne sont pas symétriques en raison de conditions
physiques distinctes relatives a 1’écoulement direct et inverse du temps,
d’ou une absence de certains termes dans les équations.

En outre, le mouvement des particules massives et non massives a
été considéré sous I’aspect onde-particule en supposant que leur propa-
gation possede le caractere ondulatoire de 1’approximation de 1’optique
géométrique [19]. Il est bien connu que dans le cadre onde-particule, le
vecteur dynamique d’une particule sans masse est [10]

o

Ka:@,

(1.68)
ol i est la phase de ’onde (eikonale).
De la mé&me facon, nous introduirons le vecteur dynamique pour une
particule massive
_hoy

>, =
c Ox®

) (1.69)

*. La masse relativiste d’une particule est la projection de son vecteur quadridi-
mensionnel sur la ligne de temps de ’observateur.
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ou 7 est la constante de Planck. L’équation de la phase de I’onde (équa-
tion d’eikonale) a I’approximation géométrique est donnée par la condi-
tion K,K®=0. Par conséquent, I’équation d’eikonale chr.inv. pour la
particule sans masse s’écrit

L (*(w)z_ kOO _
c2

. =0, 1.70
ot dxt Oxk (1.70)
et pour la particule massive

1 *81//2 lk*aw*ad/ méc2
- _pik T

ot oxi gxk  n2 (70

Substituant la forme ondulatoire du vecteur dynamique dans les
équations covariantes du mouvement (1.10, 1,12), apres leur projection
dans le référentiel d’accompagnement, on obtient les équations du mou-
vement chr.inv. sous forme “ondulatoire”. Pour les particules massives,
les équations résultantes sont

d [0\ 0w, ow
+—|—|+F' — -Dvi— =0, 1.72
+dr((9t)+ v~ DR g =0 (172)
di(hik%)—(D,’;+A}i)(i %%vk—hk’"(f—ﬁ)i
T X . c ax (1.73)
_*_';0 i mn A i k>‘< w_
-_O-CZ o F'+ ™A v I =0.

Le signe + devant les termes écrits est explicité comme suit : le
signe “plus” se rapporte au mouvement de la particule orienté du passé
vers le futur (écoulement du temps direct), alors que le signe “moins”
représente le mouvement rétrograde (écoulement du temps inverse). 11
est digne d’intérét de remarquer que contrairement a la forme corpus-
culaire des équations dynamiques chr.inv., (1.59, 1.60) et (1.64, 1.65),
les équations “ondulatoires” (1.72, 1.73) sont symétriques par rapport a
la direction temporelle du mouvement. Pour les particules sans masse,
les équations dynamiques ondulatoires chr.inv. (1.72, 1.73) ne révelent
qu’une différence : au lieu de la vitesse chr.inv. vi de la particule, les
équations contiennent le vecteur chr.inv. ¢’ de la vitesse de la lumiére.

Le fait que les équations corpusculaires du mouvement vers le passé
et vers le futur soient asymétriques, conduit a la conclusion évidente que
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dans I’espace pseudo-riemannien inhomogene de la relativité générale,
pré-existe une asymétrie fondamentale des directions du temps. Si ’on
essaie de comprendre le sens physique de cette asymétrie fondamentale,
on est amené a introduire le principe du miroir, ou en d’autres termes,
— UDeffet observable de I’ Univers miroir [19].

Dans I’espace-temps quadridimensionnel, imaginons un miroir
identifié a 1a section spatiale, qui sépare donc le passé du futur. Alors, les
particules et les ondes se déplacant du passé vers le futur (masses relati-
vistes et fréquences positives) rencontrent le miroir et rebondissent dans
le temps vers le passé. Leurs propriétés prennent donc des valeurs numé-
riques négatives. Inversement, les particules et les ondes se propageant
vers le passé (masses relativistes et fréquences négatives) rebondissent
du miroir attribuant des valeurs numériques négatives a leurs propriétés
et commencent a se déplacer vers le futur. Lorsqu’elle est réfléchie par
le miroir, la dérivée *3—;/’ change de signe, et donc les équations de propa-
gation d’une onde vers le futur deviennent des équations de propagation
de cette onde vers le passé (et vice versa). De fagcon remarquable, lors-
qu’elles sont réfléchies par le miroir, les équations d’onde chr.inv. se
transforment complétement 1’une dans 1’autre sans contraction ni addi-
tion de termes supplémentaires. Autrement dit, la forme ondulatoire de
la matiére subit une réflexion totale de la part du miroir. Au contraire,
les équations corpusculaires du mouvement chr.inv. ne se transforment
pas completement dans la réflexion du miroir. Les composantes spatiales
des équations pour les particules avec ou sans masse possédent un terme
supplémentaire

2m(Dy + ALVE, 2k(D) + Af) (1.74)

qui n’apparait pas dans les équations du mouvement futur-passé. Les
équations du mouvement vers le passé gagnent un terme nouveau dans
la réflexion. Inversement, les équations du mouvement vers le futur per-
dent ce terme lorsque la particule impacte le miroir. Cela implique que
dans le cas d’une particule matérielle (équations corpusculaires), ou ce-
lui de la propagation d’une onde (équations d’onde), nous sommes en
présence d’une situation qui ne représente pas simplement un “rebond”
d@ au miroir, mais plutdt un “passage” a travers ce miroir vers un autre
monde — un monde au-dela du miroir.

Dans cet Univers miroir, toutes les particules possedent des masses
ou fréquences négatives, d’ou il découle qu’elles voyagent (de notre
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point de vue), du futur vers le passé. L’aspect ondulatoire de la ma-
tiere issu de notre Univers ne perturbe pas les évenements du monde
miroir et réciproquement, la matiere ondulatoire de ce dernier n’affecte
pas les événements de notre Univers. Par contre, la forme corpusculaire
de la matiere (particules) de notre Univers peut produire des effets signi-
ficatifs sur les évenements de 1’Univers miroir dont les particules mas-
sives peuvent a leur tour avoir certains impacts sur ceux de notre monde.
Ce dernier est totalement isolé du monde miroir (absence d’effets mu-
tuels entre les particules des deux univers), d’apres la condition évidente
D,ivk = —A}(’lvk selon laquelle on voit que le terme supplémentaire dans
les équations corpusculaires chr.inv. est égal a zéro. Cette circonstance
est également vérifiée lorsque D,i =0et Ak’ =0, c’est-a-dire en 1’absence
de déformation et rotation dans 1’espace.

Jusqu’a présent, nous avions considéré le mouvement de particules
le long de trajectoires non isotropes ol ds* = c2dr*> —do? >0, et iso-
tropes (du genre lumiére) ot ds*> =0 et ¢>dr> =do? #0. Par ailleurs,
nous avions considéré les trajectoires de 3éme espece [19], qui en dehors
de ds? =0, satisfont aux conditions plus restrictives c2dr> =do? =0

dr =

c2

l—i(w+viui)] dt=0, (1.75)

do? = hy dx'dx* = 0. (1.76)

Nous appellerons ces trajectoires dégénérées trajectoires nulles, car
pour un observateur régulier subluminique, tout intervalle de temps et
intervalle spatial observable est nul le long de ces trajectoires. Le long
de ces trajectoires nulles, on peut également montrer que le déterminant
du tenseur métrique fondamental est nul g =0. De par la définition des
espaces riemanniens, on a g < 0, et la métrique est strictement non dégé-
nérée. Si maintenant la métrique est dégénérée, I’espace sera dit espace
nul (zéro-espace). De la méme facon, les particules qui suivent les lignes
d’un tel espace, seront appelées particules nulles (zéro-particules).

En fait, les formules (1.75, 1.76) révelent les conditions physiques
de la dégénérescence totale de I’ espace-temps quadridimensionnel

w+viu =, 1.77)

, 2
gix u'u® = 2(1 _ 3) . (1.78)
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Corrélativement, la formule pour la masse d’une particule nulle M
qui tient compte des conditions de dégénérescence differe de la masse
relativiste m d’une particule ordinaire située dans un domaine non dé-
généré

m

M_

= - —, (1.79)
1= = (wW+ou')

qui se trouve étre un rapport non nul entre deux grandeurs scalaires m et
1- Cl—z (w+wv;u'), et qui sont elles chacune égale 2 zéro dans le cas d’une
métrique dégénérée.”

Le vecteur dynamique d’une particule nulle s’exprime sous forme
corpusculaire et ondulatoire par

_Mdx L h o
¢ dt CT e oxe

a

(1.80)

Dans I’espace nul, les équations dynamiques du mouvement chr.inv.
sous forme corpusculaire prennent la forme

MDyu'u* =0, (1.81)
d Mub) + MAL u"u* =0 1.82
E( I/l)+ U =9, ( . )

alors que sous forme ondulatoire, ces équations sont

D'uF — =0, 1.83
U I ( )
d [ ik O kO

— | ==+ "A! =0. 1.84
di ( axk) T At (1.84)

L’équation d’eikonale chr.inv. pour la particule nulle est
W —— =0, 1.85
Oxi Oxk (1.85)

c’est-a-dire que c’est une équation d’onde stationnaire qui décrit la par-
ticule nulle sous la forme d’une zone d’information. Par conséquent du
point de vue d’un observateur subluminique ordinaire, I’ensemble de

*. Cette circonstance est similaire au cas des particules sans masse, car quand

2_ 2 _ 272 — ; —___m
vi=c?*,my=0, et \/1—-v?%c?=0, mais leur rapport m = —2— #0.
0 / pp e
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I’espace nul contient un systeme de d’ondes stationnaires du genre lu-
micre (particules nulles) — un hologramme stationnaire du genre temps.
En outre, dans cet espace nul, le temps observable a la méme valeur
numérique pour n’importe quelle paire d’évenements (1.75). Du point
de vue d’un observateur ordinaire, cela implique que la vitesse d’une
particule nulle est infinie ; ce qui signifie que ces particules nulles peu-
vent transmettre instantanément une information d’un point a I’autre de
notre Univers régulier, réalisant ainsi [’action de longue portée [19].

1.4 Mouvement non géodésique. Position du probleme

Il est bien connu que le mouvement libre d’une particule (le long
de sa propre ligne géodésique) se traduit par I’annulation de la dérivée
absolue de son vecteur d’univers dynamique (4-impulsion P%), d’oti il
découle que le carré de ce vecteur demeure inchangé le long de la tra-
jectoire. Autrement dit, le vecteur est parallelement transporté au sens
de Levi-Civita.

Si le mouvement de la particule n’est pas géodésique, alors la déri-
vée absolue de sa 4-impulsion n’est plus égale a zéro, mais la dérivée
absolue de la somme de sa 4-impulsion P et le vecteur d’impulsion
supplémentaire L* acquis par la particule a partir d’un champ externe
non gravitationnel qui dévie son mouvement de la ligne géodésique est
égal a z€ro. La superposition de plusieurs vecteurs peut étre soumise
au transport parallele [18] et donc, la formulation d’équations non géo-
désiques requiert d’abord une définition des champs perturbateurs non
gravitationnels.

Le champ extérieur interagissant avec la particule pour la dévier de
sa géodésique, doit avoir les mémes propriétés physiques que cette par-
ticule. A ce jour, nous ne connaissons que 3 propriétés fondamentales
et indépendantes qui caractérisent une particule : la masse, la charge
électrique et le spin. Si les deux premieres sont parfaitement établies, le
spin d’un électron mis en évidence par les expériences de Stern et Ger-
lach (1921) fht interprété plus tard par Goudsmit et Uhlenbeck (1925)
comme représentant une rotation intrinseque de la particule. De nom-
breuses expériences ultérieures, en particulier celles conduites sur
d’autres particules élémentaires, démontrérent I’inexactitude de la des-
cription d’un petit gyroscope tournant. Le spin s’ avéra étre une propriété
fondamentale des particules au méme titre que la masse ou la charge, en
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dépit de ses dimensions de moment angulaire propre, et de son compor-
tement de rotation intrinseque manifesté lors des interactions.

D’un autre coté, ces champs gravitationnels recurent une interpréta-
tion géométrique par I’intermédiaire des équations d’Einstein. Dans la
théorie des invariants chronométriques, la force de gravitation et le po-
tentiel (1.38) s’obtiennent comme fonctions seules des propriétés géo-
métriques de 1’espace lui-méme. Par conséquent, le mouvement d’une
particule dans un espace pseudo-riemannien est considéré comme son
mouvement dans un champ de gravitation.

Néanmoins, il est impossible de savoir si la force électromagnétique
de Lorentz et le potentiel du champ électromagnétique peuvent s’ expri-
mer a 1’aide des propriétés géométriques de 1’espace. Donc a ce jour,
les champs électromagnétiques n’ont recu aucune interprétation géo-
métrique : un tel champ est toujours introduit dans I’espace pseudo-
riemannien en tant que champ tensoriel extérieur (le champ du tenseur
de Maxwell). Actuellement, les équations principales de la théorie des
champs électromagnétiques ont pu étre déduites sous forme covariante.”
Selon cette théorie, une particule chargée est soumise a une 4-impulsion
5 A” de la part d’un champ €lectromagnétique ot A” est le 4-potentiel et
e la charge électrique [10,20]. Ajoutant cette impulsion supplémentaire
a la 4-impulsion spécifique de la particule, et en appliquant le dépla-
cement parallele de Levi-Civita on obtient les équations covariantes du
mouvement de la particule dans 1’espace contenant les champs gravita-
tionnels et électromagnétiques.

Le cas des particules a spin est éminemment plus compliqué. Pour
déduire I’impulsion particuliere communiquée a une particule due a son
spin, il nous faut définir le champ extérieur qui interagit avec le spin
considéré ici comme une propriété fondamentale de la particule. Initia-
lement, le probleme a été traité a 1’aide des seuls outils de la mécanique
quantique (Equations de Dirac, 1928). Les premiéres tentatives de géo-
métrisation de ce probleme en relativité générale ont été entreprises par
Papapetrou, et Corinaldesi [21,22]. Leur approche reposait sur la vi-
sion générale des particules considérées comme monopoles et dipoles
matériels. Dans cette interprétation, une particule massive est un mo-

*. Malgré ce fait positif, le calcul complexe du tenseur d’énergie-impulsion du
champ éléctromagnétique s’introduit en relativité générale toujours a partir de cas par-
ticuliers ou dans I’espace-temps de la relativité restreinte.
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nopole mécanique. Si une particule peut étre assimilée a un syst¢me de
deux masses en rotation autour d’un centre de gravité commun, alors
cette particule constitue un dipdle mécanique. Procédant de 1’assimi-
lation d’une particule a spin a un gyroscope tournant, on peut alors la
considérer comme un dipdle mécanique dont le centre de gravité se si-
tue a la surface de celle-ci. Papapetrou et Corinaldesi considérerent le
mouvement d’un tel dipdle dans un espace pseudo-riemannien dans le
cadre de la métrique de Schwarzchild, — un cas trés particulier ou la
rotation d’espace est nulle et la métrique est stationnaire (le tenseur des
déformations d’espace est égal a zéro).

Nul doute que la méthode de Papapetrou soit digne d’intérét, mais
elle présente une difficulté majeure. Développée dans les années 1940,
cette approche repose sur le concept de particules gyroscopes en légere
rotation ce qui ne correspond plus aux résultats expérimentaux de ces
derniéres décennies.”

Il existe une autre fagcon de résoudre le probleme du mouvement
des particules a spin. Dans les espaces riemanniens, le tenseur métrique
fondamental est symétrique g,g = gg,. On peut malgré tout, construire
un espace dans lequel le tenseur métrique aura une forme arbitraire
Jap # 9pa (de tels espaces ne possedent plus la géométrie riemannienne).
Le tenseur métrique comporte ainsi une partie antisymétrique.” Des
termes supplémentaires apparaissent alors dans les symboles de Chris-
toffel I',, et donc dans le tenseur de courbure correspondant R,y Ces
termes supplémentaires résultent de la circulation parallele d’un vecteur
le long d’un contour fermé qui ne revient pas a son point de départ initial,
et donc la trajectoire est déformée dans une sorte de mouvement héli-
coidal. Dans un tel espace pourvu d’une torsion, la rotation-spin d’une
particule peut étre considérée comme un transport du vecteur de rota-
tion le long de son contour, et qui engendre ainsi un champ local de cette
torsion d’espace.

*. En fait, si I’on assimile I’électron a une boule de rayon r, = 2.8 X 1071 cm, cela
implique que la vitesse linéaire de sa rotation a la surface est u = 2’"’1 o= 2x10'"! cm/sec,
qui se trouverait alors étre ~70 fois la vitesse de la lumiere. Aucune expérience n’a mis
en évidence une telle vitesse pour les électrons.

T. Généralement, dans chaque tenseur de 2éme rang ou plus, on peut distinguer
une partie symétrique et une partie antisymétrique. Par exemple, dans le tenseur mé-
trique fondamental g.g = % (Gop + gpa) + % (gop — gpa) = Sap + Nug, On a la partie symé-
trique S,s, et la partie antisymétrique N,g. Cette derniére est nulle dans un espace
riemannien.
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Néanmoins, ce type de théorie présente aussi d’autres inconvéni-
ents. En premier lieu, si g.p # gga, les fonctions des composantes g
dont I’ordre des indices est différent, peuvent varier. De ce fait, le choix
de ces fonctions a du étre adapté de fagon a définir un champ de tor-
sion particulier ce qui restreint considérablement I’ étendue des solutions
possibles en réduisant les équations a des cas particuliers. En second
lieu, cette théorie repose essentiellement sur 1’ assertion suivant laquelle
la particule rotation-spin est représentable par un champ de torsion lo-
cal résultant du transport parallele de son vecteur de rotation le long
d’un contour. Encore une fois, cette affirmation implique d’envisager
les particules spin-rotation comme des gyroscopes tournants et caracté-
risées par des rayons finis, (comme la méthode de Papapetrou), ce qui
ne concorde plus avec les données expérimentales.

Malgré tout, dans le cadre de la relativité générale, on peut toujours
adopter la représentation imagée ou la particule spin-rotation recoit une
impulsion supplémentaire. Ajoutant celle-ci au vecteur spécifique de
cette particule (effet gravitationnel), et en soumettant au transport pa-
rallele, on peut obtenir les équations covariantes du mouvement de la
particule.”

Une fois obtenues ces équations pour une particule a spin et une
particule chargée, nous les projetterons sur une ligne de temps et sur la
section spatiale dans le référentiel d’accompagnement, puis nous expri-
merons leurs projections chr.inv. a I’aide des propriétés physiquement
observables chr.inv. de I’espace de référence.

Par conséquent, le probléme que nous nous efforcerons de résoudre
dans cet ouvrage se décompose en plusieurs étapes. Le premier stade
consiste a établir la théorie chr.inv. d’un champ électromagnétique dans
I’espace pseudo-riemannien. En méme temps, nous obtiendrons les
équations du mouvement chr.inv. d’une particule chargée se déplacant
dans ce champ. Ce probleme sera résolu au chapitre 3.

Nous établirons ensuite la théorie du mouvement d’une particule a
spin en approchant ce probleme de la maniere la plus générale, et en sup-

*. Nous écrivions ceci vers le milieu des années 90, dans la premiere édition de
ce livre. En 2007, une approche novatrice de la particule a spin a été développée par
Suhendro [23,24] sur I’hypothese du spin comme rotationnel élémentaire de 1’espace
lui-méme. Nous croyons que cette interprétation géométrique pure, est beaucoup plus
proche des idées d’Einstein (géométrisation de la matiere et des interactions), que celles
que nous exposons sur la base des méthodes lagrangiennes, au chapitre 4.
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posant que le spin est une propriété fondamentale de la matiére (comme
la masse ou la charge). Au chapitre 4, une étude détaillée montrera que
le champ non holonome de I’espace (le champ de rotations d’espace)
interagit avec le spin d’une particule lui communiquant ainsi une im-
pulsion supplémentaire.

Au cours du chapitre 5, nous analyserons les projections chr.inv. des
équations d’Einstein. Partant, nous pourrons étudier les propriétés du
vide physique, et leurs applications possibles en cosmologie.

Enfin, au chapitre 6, nous considérerons la théorie de 1’Univers mi-
roir et les conditions physiques de son acces au travers d’'une membrane.

Avant de tourner notre attention vers ces sujets, on se rapportera
avec intérét au chapitre 2 qui est consacré a 1’algebre tensorielle et a
I’analyse, en termes de grandeurs physiquement observables (invariants
chronométriques). La lecture de ce chapitre est fortement recommandée
aux lecteurs qui sont susceptibles d’utiliser cet appareil mathématique
dans le cadre de leurs propres recherches théoriques. Pour une compré-
hension plus générale de notre livre, cette partie peut €tre omise.




Chapitre 2 Algebre tensorielle et analyse

2.1 Tenseurs et algebre tensorielle

Nous envisageons ici un espace (non nécessairement métrique) au-
quel est rapporté un systeme de référence arbitraire x®. Dans un domaine
donné de cet espace, il existe un objet G défini par n fonctions f;, des co-
ordonnées x®. Nous connaissons les regles de transformation permettant
de calculer ces n fonctions dans un autre systeme X de cet espace. Sup-
posons données les n fonctions f;, ainsi que la régle de transformation,
alors G est un objet géométrique qui possede des composantes axiales
x? dans le systéme x?, et des composantes f, (¥%) dans tout autre sys-
teme %.

Nous définirons 1’objet tensoriel (fenseur) de rang zéro ¢, comme
un objet géométrique se transformant selon la regle

ox®
Py 2.1)
ou I'indice prend individuellement toutes les valeurs des indices des
axes de coordonnées (une telle notation est également appelée notation
tensorielle).

Tout tenseur de rang zéro possede une composante unique et est
appelé scalaire. Géométriquement, chaque scalaire peut étre représenté
par un point auquel est attribué un certain nombre.

En conséquence, un champ scalaire” est un ensemble de points de
I’espace qui ont une propriété commune. Par exemple, une masse ponc-
tuelle est un scalaire, tandis qu’une distribution massique (un gaz par
exemple), forme un champ scalaire.

*. Les notations algébriques pour un tenseur ou un champ tensoriel sont les mémes.
Le champ tensoriel est représenté par un tenseur en un point donné de 1’espace, mais
on considere que celui-ci est également présent en d’autres points du domaine de cet
espace.
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Les tenseurs contravariants du ler rang A” sont des objets géomé-
triques munis d’indices et qui se transforment suivant la regle

- ox”
AY = AF — 2.2
pp 2.2)
Géométriquement, ces objets sont des vecteurs a n dimensions. Par
exemple, le vecteur d’un déplacement élémentaire dx® est un tenseur
contravariant du ler rang.
Les tenseurs contravariants de 2éme rang A% sont des objets géo-

métriques dont les composantes se transforment suivant la loi
Ly OX OFF
OxH Ox”

A% = A (2.3)
Du point de vue géométrique un tel objet représente un parallélo-
gramme construit a partir de deux vecteurs, ce que 1’on traduit en appe-
lant ces tenseurs des bivecteurs.
Les tenseurs contravariants d’ordre supérieur sont

OxH  ox™
Un champ d’un tenseur contravariant est une distribution spatiale de
la grandeur du tenseur. Par exemple, une force mécanique caractérisée
par sa grandeur et sa direction et qui est distribuée dans un systéme
physique, peut étre représentée par un champ vectoriel.
Les tenseurs covariants de ler rang A, sont des objets géométriques
qui se transforment suivant la loi

~ OxH
Aa = A/J @ .

(2.4)

(2.5)

Le gradient d’un champ scalaire ¢, c’est-a-dire la quantité A, = ;T‘i’
est donc un tenseur covariant du ler rang. Cela résulte immédiatement
du fait que pour un invariant $ = ¢, on a

0P _(9_(06)6“_8_906)&‘
OF®  QxH OFY  OxH OFY

(2.6)

Les tenseurs covariants du 2¢me rang A,g, sont des objets géomé-
triques qui obéissent a la loi de transformation

- OxH Ox¥

A(I,B = A'uy ﬁﬁ N (27)
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d’ou les tenseurs covariants de rang supérieur qui s’écrivent

- ox* ox’
Aw...(r =

T ~ ~ .
BT oz 9%
Les tenseurs mixtes sont des tenseurs du 2¢me rang et au dela, munis

d’indices supérieurs et inférieurs. Par exemple, tout tenseur symétrique
mixte Ag, est un objet géométrique qui se transforme selon la loi

(2.8)

LY
B gxm g

Les grandeurs tensorielles sont définies indifféremment dans un es-
pace métrique ou non métrique.” Etant donné un tenseur, il existe a”
composantes oll a est sa dimension, et n est son rang. Par exemple, un
tenseur quadridimensionnel de rang O posséde une composante, un ten-
seur du ler rang possede 4 composantes, un tenseur du 2éme rang a 16
composantes, etc.. .

Marquant les composantes axiales d’un objet géométrique, les in-
dices sont également présents dans d’autres grandeurs qui ne sont pas
nécessairement des grandeurs tensorielles.

En pratique, pour déterminer la nature tensorielle d’une grandeur, il
convient de vérifier comment elle se transforme dans un autre systeme
de référence. A ce titre, nous allons répondre 2 la question classique : les
symboles de Christoffel (coefficients de cohérence de I’espace) sont-ils
des tenseurs ?

Nous calculons d’abord ces grandeurs dans le référentiel tildé

=1 =1 1 ( agﬂO’ agva' agﬂv

(2.9)

Ta _ zac — _ -
ryv =9 r;u/,a' > wo =5\ o + ErT PITa (2.10)
puis nous les exprimons dans un sytéme non tildé.

Calculons tout d’abord les termes entre parentheéses (2.10). Tout
comme n’importe quel tenseur covariant du 2e¢me rang, le tenseur mé-
trique fondamental se transforme dans le référentiel tildé suivant la loi

0x® OxT

G = Gor oo 2.11
e = Jet 53 o3 @.11)

*. Dans un espace non métrique il est bien connu que la distance entre deux points
n’est pas mesurable. Les théories matérielles de la relativité générale et de ses exten-
sions éventuelles sont de fait exprimées dans des espaces métriques ou les mesures
temporelle et spatiale prennent tout leur sens.
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Les g, dépendant des coordonnées non tildées, ses dérivées par rap-
port aux coordonnées tildées (qui sont fonctions de celles non tildées),
se calculent selon la regle

0ger _ 09 OxP
oxY oxP ox

2.12)

Alors, compte tenu de la regle de transformation du tenseur mé-
trique fondamental, le premier terme entre parentheses (2.10), s’écrit
ox™ 0%x® 0x® 0*x"

+gm(_

00us _ 0ger OxP 0x° Ox7 Lo
0X% OXYOxXH  OXH 0XY0X”

0% OxP OF OXH 9XT

). 2.13)

Calculant donc les termes des symboles de Christoffel tildés restant
(2.10), et apres transposition des indices libres, on obtient

— 0x€ OxP Ox7 OxT 9%x°

Ve = Veope 5on o oo T 97 gzo g ” &1V
~ XY 0x€ OxP  9X¥ 9*xY

re =17, 2 E . 2.15

L W T T W TP T (2.15)

d’ou il apparait évident que les symboles de Christoffel se transforment
différemment des tenseurs auxquels ils ne peuvent étre identifiés.

Il est par ailleurs possible de représenter les tenseurs sous forme de
matrice, sous réserve que cette représentation ne s’applique que pour
les tenseurs du ler ou 2€me rang (matrices unicolonnes et régulieres).
A titre d’exemple, le tenseur représentant le déplacement élémentaire
quadridimensionnel, s’écrit

dx” = (dx°, dx', dx®, dx’), (2.16)
tandis que le 4-tenseur métrique fondamental est

goo 49o1 902 9go3
gio 911 912 913

9ap = . 2.17)
g0 921 922 923

g3 931 932 933

Si les tenseurs du 3éme rang sont des matrices a 3 dimensions, la
représentation visuelle des matrices d’ordre supérieur reste probléma-
tique (si possible).
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Passons maintenant a I’algebre tensorielle dans la perspective de
I’application au calcul tensoriel, c’est-a-dire aux opérations algébriques
sur les tenseurs.

L’addition et la soustraction s’appliquent exclusivement aux ten-
seurs de méme type et de méme rang, et ou figurent des indices placés
au méme endroit.

Ajoutant deux tenseurs identiques et de rang n, on obtient un nou-
veau tenseur du méme type et de méme rang, et dont les composantes
sont les sommes des composantes respectives des deux tenseurs ini-
tiaux. Par exemple

AY+BY=D  AS+B§=Dj. (2.18)

La multiplication est par contre permise quel que soit le type ou le
rang des tenseurs.

On définira la multiplication extérieure de tenseurs de rang n et m,
comme un tenseur de rang (n + m)

AwpBy = Dap,,  A.BP =DL. (2.19)

La multiplication de tenseurs de méme rang et de méme indice est
appelée contraction et donne un scalaire

A.B*=C, AgﬁBﬁﬁ =D. (2.20)

Plus généralement, la multiplication des tenseurs implique la con-
traction de certains indices. Cette opération est appelée multiplication
intérieure car elle ne porte en général que sur certains indices dans cette
multiplication. Exemple :

AwB’ =D,,  AL,BY =D}, (2.21)

La multiplication interne de grandeurs géométriques permet de dé-
terminer leurs natures tensorielles. Cette propriété s’exprime par le fa-
meux théoréme des fractions [9] :

Théoréme des fractions
Si B7P est un tenseur, et si sa multiplication par une grandeur
A (a, o) est aussi un tenseur Df

A(a,0) B = DP, (2.22)

alors la grandeur A (@, o) est un tenseur.
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Prolongeant ce théoréeme, on énonce de méme que si la multiplica-
tion d’un objet A%, par un tenseur B°#, donne un autre tenseur D%

Agoe B7P = DP (2.23)

alors A% est un tenseur.
Ou exprimé autrement, si la multiplication interne d’une grandeur
A2 par un tenseur B”? donne un tenseur D%

A% B7F = D (2.24)

alors la grandeur AY est un tenseur.

Les propriétés géométriques d’un espace métrique sont définies par
son tenseur métrique fondamental g, qui permet d’élever ou d’abaisser
les indices des grandeurs de cet espace.” Par exemple

gap AP = Aq g g7 Ay = AL (2.25)

Dans les espaces riemanniens, le tenseur métrique fondamental
mixte gg est égal au tenseur unité gg =Garg“P = 65 . Les composantes
diagonales du tenseur unité sont égales a I’unité, toutes les autres com-
posantes étant nulles par ailleurs. A I’aide du tenseur unité, on peut in-

terchanger les indices des quantités quadridimensionnelles
SHAg=Aq,  SLOTAM = A" (2.26)

La contraction d’un tenseur du 2¢me rang avec le tenseur métrique
fondamental donne la trace du tenseur

gPAp = AT (2.27)

Par exemple, dans un espace pseudo-riemannien quadridimension-
nel, la trace du tenseur métrique fondamental est

gaﬁg“ﬁ:gg:g8+g}+g%+g;:68+6i+6§+6;=4. (2.28)

Le tenseur métrique chr.inv. iy, (1.27) possede toutes les propriétés
du tenseur métrique fondamental g,z dans I’espace tridimensionnel de
I’observateur.

*#. Dans les espaces riemanniens, la métrique est quadratique ds” = gos dx*dx”, et
est appelée la forme métrique riemannienne, c’est-a-dire que le tenseur métrique fon-
damental d’un espace riemannien est le tenseur de 2€me rang gog.
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Par conséquent le tenseur métrique chr.inv. i permet d’abaisser,
d’élever, ou d’échanger les indices des grandeurs chr.inv. Corrélative-
ment, la trace d’un 3-tenseur chr.inv. s’obtient au moyen de sa contrac-
tion avec le tenseur métrique chr.inv. Aj.

A titre d’exemple, la trace du tenseur des déformations d’espace Dy
(1.40) est

W*Dy = D™, (2.29)

que I'on peut considérer comme représentant le taux de la dilatation
relative d’un élément de volume spatial.

Bien évidemment, ce bref exposé analytique ne prétend pas couvrir
I’ensemble d’une matiere aussi vaste que celle de 1’algebre tensorielle.
Indépendamment de la relativité générale, on pourra se reporter avec
profit aux nombreux ouvrages mathématiques disponibles sur le sujet,
notre propos se résumant uniquement a introduire ces notions pour la
bonne compréhension de cet ouvrage.

2.2 Produit scalaire de deux vecteurs

Dans un espace pseudo-riemannien, le produit scalaire de deux vec-
teurs A® et B® s’écrit

Jop A“BP = A, B® = AgB® + A;B'. (2.30)

Le produit scalaire est une contraction car la multiplication de vec-
teurs contracte tous les indices simultanément. Donc, le produit scalaire
de deux vecteurs (tenseurs du ler rang) sera toujours un scalaire (ten-
seur de rang z€ro). Si les deux vecteurs sont identiques, leur produit
scalaire

Jop AYAP = A A” = AgA” + A AT (2.31)

est le carré du vecteur donné A®. Par conséquent, la longueur de ce vec-

teur A? est
A =AY = \[gop AVAP. (2.32)

De par sa définition, la métrique de 1’espace pseudo-riemannien est
susceptible de deux signatures (+——-) ou (—+++), les longueurs des
4-vecteurs peuvent étre réelles, imaginaires ou nulles. Les vecteurs de
longueur non nulle (réelle ou imaginaire) sont dits non isotropes. Les
vecteurs de longueur nulle sont appelés isotropes et sont tangents aux
trajectoires de particules du genre lumiere (trajectoires isotropes).
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Dans I’espace euclidien tridimensionnel, le produit scalaire de deux
vecteurs est une quantité scalaire dont la grandeur est égale au produit
de leurs longueurs par le cosinus de 1’angle qu’ils forment

A;B' = |A’|| B'| cos (A’ BY). (2.33)

Théoriquement, en chaque point d’un espace riemannien, peut étre
défini un espace plan tangent, dont les vecteurs reperes sont tangents au
repere de 1’espace riemannien en ce point. La métrique de 1’espace tan-
gent coincide alors localement avec la métrique de I’espace riemannien.
Cette circonstance se vérifie également dans 1’espace riemannien pro-
prement dit, pour les seules axes de coordonnées spatiales formant un
angle. Partant, on peut voir que le produit scalaire de deux vecteurs est
nul si les vecteurs sont orthogonaux. En d’autres termes, ce produit sca-
laire représente géométriquement la projection d’un vecteur sur I’ autre.
Si ces vecteurs sont identiques, le vecteur se projette alors sur lui-méme
et le résultat de cette projection est le carré de sa longueur.

Notant les projections chr.inv. des vecteurs arbitraires A* et B selon

Ao S
a= , a =A, (2.34)
Vgoo
B . .
h=-—2_. bi =B, (2.35)

a+ =-v;a
0 __ ¢ : s Ai=—ai—c—ll)l‘, (236)
1-% c
62
b+ Lyb b
0-__ ¢ Bi=—-bi——u;. (2.37)
1-¥ c
02

Substituant les projections chr.inv. dans les formules A, B* et A, A%,
il vient ) .
Ao B* = ab - a;b' = ab — hy a'b*, (2.38)

AwAY = a* - aja’ = a® — hy d'd~. (2.39)

Ce faisant, nous voyons que le carré de n’importe quelle longueur
(norme) de vecteur est la différence entre les carrés des longueurs de ses
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projections temporelle et spatiales chr.inv. Si les deux projections sont
égales, la longueur du vecteur est nulle, et celui-ci est isotrope. Il en
découle qu’un vecteur isotrope releve d’une répartition identique entre
la valeur de la ligne de temps et celle de la section spatiale. L' égalité
des projections du temps et d’espace chr.inv. implique aussi que le vec-
teur est orthogonal a lui-méme. Si la projection temporelle “prévaut”,
le vecteur sera réel. A contrario, si la projection spatiale “I’emporte”, le
vecteur sera imaginaire.

Le produit scalaire d’un vecteur quadridimensionnel quelconque
avec lui-méme sera représenté par le carré de la longueur de I’intervalle
d’espace-temps

ds* = Jdop dx®dx? = dx,dx® = dxg dx® + dx;dx'. (2.40)

En termes de grandeurs physiquement observables, celui-ci peut
étre écrit sous la forme

ds? = Pdt? —dx;dx' = Pdt* — hy dx'dx* = Pd® —do?. (2.41)

Sa grandeur ds = /gap dx?dxP est soit réelle, imaginaire, ou nulle

suivant que ds est du genre temps c>d7r? > do (trajectoires sublumi-
niques réelles), du genre espace c>dt> <do? (trajectoires supralumi-
niques imaginaires), ou isotropes ¢?dt? = do? (trajectoires du genre lu-
mieére).

2.3 Produit vectoriel de deux vecteurs. Tenseurs antisymétriques
et pseudo-tenseurs

Le produit vectoriel de deux vecteurs A% et B® est un tenseur du
2eme rang V obtenu par leur multiplication extérieure, selon la régle

1 1
af _[A2- BB = — (A2BB — ABPB®) = —
Vv —[A,B]—Z(AB AB)_2

A AP

o go |- (242)

Lordre selon lequel les vecteurs sont multipliés doit étre pris en con-
sidération, c’est-a-dire que I’ordre des indices tensoriels ne doit pas étre
quelconque. Les tenseurs ainsi obtenus par produits vectoriels sont an-
tisymétrigues. Considérons le tenseur antisymétrique V% = —V5, ses
indices lorsqu’ils sont “bougés”, laissent une place figurée par un point
marquant de la sorte ’origine de I’indice ainsi déplacé. Pour les ten-
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seurs symétriques, ce probléme ne se pose pas car ’ordre des indices
est indifférent. En particulier, le tenseur métrique fondamental est sy-
métrique gop = gpa, alors que le tenseur de courbure d’espace R%’(s est
symétrique par rapport a la permutation des couples d’indices, et anti-
symétrique par rapport a chaque indice interne a ces couples.

Par définition, toutes les composantes diagonales d’un tenseur anti-
symétrique sont nulles. Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire les com-
posantes d’un tenseur antisymétrique de 2¢me rang

1
Ve =A% BY] = 5 (A“BY - A“BY) =0. (2.43)

Dans un espace euclidien tridimensionnel, la valeur numérique du
produit vectoriel de deux vecteurs, est définie comme la surface d’un pa-
rallélogramme construit par ces deux vecteurs, et de grandeur égale au
produit de leur module, multiplié par le sinus de I’angle ainsi formé

vk =|A"|| B*|sin (A; BY). (2.44)

Il en résulte que le produit vectoriel de deux vecteurs (c’est-a-dire un
tenseur antisymétrique de 2¢me rang) est assimilable a une aire orientée
dans I’espace et déterminée par leur direction.

La contraction d’un tenseur antisymétrique V,z avec un tenseur sy-
métrique AP = A2AB est nulle car V,, =0, avec V5= —Vja, et donc

Vop A®AP = Voo APA® + Vs APAT + Vg A'A” + Vi A'AR = 0. (2.45)

En accord avec la théorie des invariants chronométriques, les pro-
jections chr.inv. d’un tenseur antisymétrique de 2&me rang V% sont

Vy! _ v 1
V4goo Vgoo 2

(ab" - ba"), (2.46)

vik = (a"bk - akbf), (2.47)

R —

ou la 3¢me projection chr.inv. % (1.32) est égale a zéro en vertu de la
nullité des composantes diagonales du tenseur antisymétrique.

Les composantes physiquement observables V* (c’est-a-dire pro-
jections de V%, sur la section spatiale de 1’observateur), sont analogues
a un produit vectoriel du 3-espace, tandis que la projection (mixte) du
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tenseur V%, qui est la quantité (2.46), n’a pas d’équivalent parmi les
composantes d’un produit vectoriel classique.

Le carré d’un tenseur antisymétrique de 2éme rang formulé a 1’aide
des projections chr.inv. des vecteurs qui le composent, est

1 . .
Va[gV"'g == (a,-a’bkbk - aib'akbk) +

2 o | | (2.48)
+aba;b' - 3 (azb,-b’ - bza,-a’) .

Les deux derniers termes contiennent les quantités a (2.34) et b
(2.35), qui sont les projections chr.inv. des vecteurs A* et B* du produit,
sur la ligne de temps de I’observateur, et n’ont pas non plus d’équivalent
dans la définition d’un produit vectoriel classique du 3-espace euclidien.

On définit un champ tensoriel asymétrique au moyen d’un tenseur
antisymétrique particulier. Rapportés 2 un systéme galiléen,” ce sont
les tenseurs de Levi-Civita. Pour les grandeurs quadridimensionnelles,
il s’agit des 4-tenseurs unité complétement antisymétriques e, tan-
dis que pour les quantités tridimensionnelles, il s’agit du 3-tenseur unité
complétement antisymétrique e’*”. Ses composantes changent de signe
par transposition de deux indices quelconques, et celles non nulles sont
égales a +1. Les indices identiques de ses composantes sont égales a
zéro. Par ailleurs, pour la signature (+——-—), toutes les composantes
non nulles ont le signe opposé a celles ayant les indices covariants. '
Par exemple, dans I’espace de Minkowski, on a

opTy _ 0123 _ 0123
Yao 9po JurGvy € =900911922933¢€ =-e
@SSy (2.49)

123 123
Gia Gk Imy €Y = grigmgaze'™ = —e
En raison, de notre choix de la signature, ggo =1 et g1 = g2 =g33 =

—1, les composantes du tenseur e®*” sont donc

Q0123 = ] Q1023 — L1203 _ 4 1230

(2.50)
eo123 = —1, ez =+1, ez =-1, ezp=+

*. Un référentiel galiléen, n’étant pas soumis aux rotations, ou déformations, il est
inertiel dans I’espace-temps de la relativité restreinte (espace de Minkowski). Les lignes
de temps et les axes tridimensionnels sont linéaires.

+. Silasignature de I’espace-temps est (—+++), cela n’est vrai que pour le 4-tenseur
e Les composantes du 3-tenseur e’ auront toujours le méme signe que leurs ho-
mologues de ej,.



46 Chapitre 2 Algebre tensorielle et analyse

et les composantes du tenseur e’*” seront

o123 = 4], 23 =1, B1=4 }

2.51)
ez =—1, ez =+1, e =-1

Comme nous avons un choix arbitraire pour le signe de la premiere
composante, ¢*1?3 et ¢!?3, les composants restants changeront. Le ten-
seur P est 1ié au tenseur e® comme suit %% = ¢,

Le produit du 4-tenseur e®*” par lui-méme, forme un 4-tenseur or-
dinaire d’ordre 8, dont les composantes non nulles sont représentées par

la matrice
o5 o6F 05 6

P Y
BosB 5P 5P
P ey = — ‘5‘; 6}, 57, ‘5,71 : (2.52)
oy of &b ol
s o 8y 8

Les propriétés restantes du tenseur e se déduisent par contrac-
tion des indices

5L 8¢ 62
gy =—| 8 6 o |. (2.53)
shost ot
5o 69

Py = —2( ) =-2(o50f - 6h6%),  (2.54)

sE P

eo‘ﬁ’”eaﬁw =—-66%

o

e enpy = =658 = =24, (2.55)

Multipliant le 3-tenseur unité antisymétrique e™*”

obtient un tenseur ordinaire du 6eme rang

par lui-méme, on

| ol ol 5!
efme, =1 ok ok ok |. (2.56)
gmoanosr
km

On vérifie les autres propriétés du tenseur e’

5t ot
ok ok

rvs>»

e ey = —( ) =6l 6k — 56k (2.57)

eikmerkm — 25; , eikmeikm = 25: =6. (2.58)
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A partir du tenseur unité complétement symétrique et d’une gran-
deur tensorielle, on définit un pseudo-tenseur muni d’une astérisque.
Par exemple, aux scalaires, 4-vecteurs et 4-tenseurs des 2¢me, 3eéme et
4e&me rang, vont correspondre les pseudo-tenseurs quadridimensionnels
de rang suivant

VraBy — papury Ve = pabury

1

, 1
Vb — 5 PV, Ve = ¢ e, L (2.59)

V= % P Vo
ou les pseudo-tenseurs du ler rang V** sont appelés pseudo-vecteurs,
alors que les pseudo-tenseurs de rang zéro V* sont des pseudo-scalaires.
Chaque tenseur et son pseudo-tenseur correspondant sont dits duaux,
afin de souligner leur origine commune. Les 3-tenseurs ont aussi leurs
3-pseudo-tenseurs respectifs

V*ikm _ eika V*ik _ eika

- B - m

1, 1. : (2.60)
v = Z e’k’”Vkm, V* = _etkmvikm
2 6

Contrairement aux tenseurs ordinaires, les pseudo-tenseurs ne chan-
gent pas de signe dans la réflexion du systeme de coordonnées.

Par exemple, lors de la réflexion des axes, on a X=-% =5
x® = #. La composante réfléchie d’un tenseur antisymétrique Vj, ortho-
gonal 4 x! est Va3 =—Vh3, alors que la composante duale du pseudo-

vecteur V* est

N 1 1
el _ 1 ums _ 1 jmy 2.61)
Vi=-e Vim=ze Viem = ) ’
2 2
1 _ _
= 5 (27 Vs + 212 V3) = Vi

La contraction d’un 4-tenseur antisymétrique de 2eéme rang avec son
pseudo-tenseur dual de méme rang fournit un pseudo-scalaire

VgV = Vo eV, = e Bog,, = B (2.62)
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Le carré d’un pseudo-tenseur V*® et le carré d’un pseudo-vecteur
V*, s’expriment par les tenseurs duaux selon

ViapV*% = eopun VI eV, p = =24V, VI, (2.63)
ViV = ejn VEmeP1V,, = 6 Vi VE™. (2.64)

Dans les espaces pseudo-riemanniens inhomogenes et anisotropes,
il est impossible de fixer un référentiel galiléen et donc le tenseur com-
pletement antisymétrique va dépendre de cette inhomogénéité et anis-
tropie par I’intermédiaire du tenseur métrique fondamental.

Dans ce cas général, on est conduit a définir le 4-tenseur discrimi-
nant complétement antisymétrique

eaﬁuv
=
Soit un systeme galiléen non tildé. En vertu des regles générales des

transformations tensorielles, on a

. 0x? OxY 0x% Ox*

€apuv = 97 ﬁ EYT axv €oyer = Jeaﬁyv > (2.66)

Ea,Byv —

Eaﬁuv = ealgw \/ —dg. (265)

ou J = det || H est appelé le jacobien de la transformation (le déter-
minant de la matrlce jacobienne)

0x0 9x0 ox0 ox0
050 oF1 0 0
6_36(1) ﬁ_xi 8_x; a_x;
_ | 050 6xT o ox

=detl O O L S| (2.67)
9x0 9x1 92 93
0x3  9x3 0x3 0x3
050 X1 0X 0N

a

Ox
J =det||——
loxe

Ecrivons la formule de transformation du tenseur fondamental mé-
trique d’un espace riemannien

. IxH Ox¥
Jap = 6)6“ (9xﬂ Yuv - (268)
Son déterminant dans le référentiel tildé est
L ox* ox” o
g = det o5 a8 | = Jog. (2.69)
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Dans le référentiel galiléen (non tildé), nous avons

1 0 0 0
g = det||gag| = det 8 _01 _01 8 = -1, (2.70)
00 0 -1

dou J? =— QZ. Exprimant é,4,,, dans un référentiel arbitraire par E,p,y,
et écrivant g,z sous forme non tildé, on obtient Eqp,,, = €4p., V=9 (2.65).
De la méme fagon, on trouve les régles de transformation pour les com-
posantes E®?* en tenant compte de g = §J%, o J = det || 25

Le tenseur discriminant E%* n’est pas une quantité physiquement
observable, par contre on peut définir le tenseur discriminant tridimen-

sionnel chr.inv.

™7 = W h Wy by E™* = by E77, @.71)
8013)’ = hg héhf/) bo—Ecruvp = bO—Ea'aﬁy s (2.72)

qui compte tenu de /—g = VA \/goo, prend la forme dans le référentiel
d’accompagnement (b’ = 0)

. . ) eikm
gtkm — bOEOIkm — ,_900 EOtkm =, (2.73)
Vh
E .
Zitm = b Eoitm = == = i V1. (2.74)

A P’aide de celui-ci, on peut transformer les tenseurs chr.inv. en
pseudo-tenseurs chr.inv. Prenant par exemple, le tenseur antisymétrique
chr.inv. des vitesses angulaires de la rotation d’espace A (1.36), on ob-
tient le pseudo-vecteur chr.inv. de cette rotation Q' = 1 £%mAy,,.

2.4 Différentielles et dérivées directionnelles

En géométrie, la différentielle d’une fonction est sa variation entre
deux points infiniment voisins de coordonnées x et x*+ dx®. Corré-
lativement, la différentielle absolue dans un espace a n-dimensions, est
la variation de quantités a n dimensions entre deux points voisins de
n-coordonnées de cet espace. En ce qui concerne les fonctions conti-
nues communément utilisées, leur variation entre deux points voisins
est toujours considérée comme infinitésimale. Cependant, pour définir
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la variation infinitésimale d’une grandeur tensorielle, on ne peut pas
s’appuyer sur une simple différence entre ses valeurs numériques défi-
nies au point x* et x®+ dx®, car I’algebre tensorielle ne définit pas le
rapport entre ces valeurs numériques en des points distincts de 1I’espace.
Ce rapport ne peut étre défini qu’en appliquant les régles de transforma-
tion des tenseurs lors du passage d’un référentiel a un autre. Donc, les
opérateurs différentiels et le résultat de leurs applications doivent étre
des tenseurs. A titre d’exemple, la différentielle absolue d’une grandeur
tensorielle est un tenseur de méme rang que le tenseur initial. Pour un
scalaire ¢, il s’agit du scalaire

9
DQD = w dx“, (275)
qui est dans le référentiel d’accompagnement (b° = 0)
Dy = dr + — dx'. 2.76
= o T e (2.76)

En dehors de la 3-différentielle observable, on remarque un terme
supplémentaire qui tient compte de la dépendance du déplacement ab-
solu D¢ par rapport a I’écoulement du temps physiquement observable
dr. La différentielle absolue d’un vecteur contravariant A% formulée a
I’aide de ’opérateur de dérivation absolue V (nabla), est

HA®
DA® = V, A%dx" = — dx” + %, Adx” =
Ax7 (2.77)

= dA® + %, AFdx”,

ou V, A% est la dérivée absolue de A par rapport a x“, et ol d représente
la différentielle ordinaire

0A%
V,AY = — +T?% _AH, 2.78
x| He (2.78)
d= 9 dx®. (2.79)

ox@

Formuler la différentielle absolue a 1’aide de grandeurs physique-
ment observables, revient a projeter sa forme covariante sur les lignes
de temps et sur la section spatiale dans le référentiel d’accompagnement

9goa DA®

T = b,DAY = ,
! V900

B' = h!, DA, (2.80)
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Dénotons les projections chr.inv. du vecteur A® suivant

= , = A, (2.81)
i V900 1

nous aurons pour ses composantes restantes

W) AO:()0+%Uiqi

Ao:tp(l——2 Ar=—gi-Lo. 282)
C C

W
-2

Etant donné qu’une différentielle ordinaire d s’écrit sous forme chr.
inv. comme suit

d= —th+ —‘?dx", (2.83)

et compte tenu de I’expression des symboles de Christoffel du référentiel
d’accompagnement (1.45-1.46), leurs substitutions dans 7" et B! (2.80)
donnent les projections chr.inv. de la différentielle absolue du vecteur
A% exprimé en termes de grandeurs physiquement observables

1 . ,
T = by DA = dg + — (- Fiq'dr + Dig'dx"), (2.84)

B' = ki DA” = dq' + (— dx* + q"dr)(D,i +A]) -
¢ o . (2.85)
- Fldt+ A, q"dx".

Pour établir les équations du mouvement chr.inv., nous aurons égale-
ment besoin des projections chr.inv. de la dérivée absolue d’un vecteur
suivant une direction tangente a la trajectoire.

Géométriquement, la dérivée d’une fonction dans une direction, est
sa variation par rapport a un déplacement élémentaire le long de la direc-
tion considérée. Exemple : la dérivée d’une fonction scalaire ¢ suivant
une direction définie par la courbe x* = x%(p), ol p, parametre mono-
tone non nul est pris le long de cette courbe, mesure la variation de cette
fonction

D d
¢ _% (2.86)
do dp
Dans le référentiel d’accompagnement cette variation est
D *0pdr  *0pdx'
Dy _‘dpdr  dpdx’ 2.87)

dpo 0t dp dxi dp’
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La dérivée absolue d’un vecteur A suivant la direction donnée
d’une courbe A¢ s’écrit
DA® o dx?  dA® dx“

=V, A" — +T% AH— 2.88
dp dp dp KO dp (2.88)

et ses projections chr.inv.

DA® dp 1 - dt ;dx
by =—+—|-Fq' — + D; 2.89
dp dp+0( qdp+ & dp) 259
DA i ‘ .
n—— _da gdat +qkﬂ (D,’(+AZ,)—
dp dp c dp dp
. (2.90)
gt
dp dp

En fait, les projections représentent les équations du mouvement
chr.inv., cependant, une fois défini un vecteur particulier associé au mou-
vement d’une particule, nous pouvons calculer les projections chr.inv.
pour les substituer dans les équations données de fagon a obtenir les
équations du mouvement chr.inv.

2.5 Divergence et rotationnel

La divergence d’un champ de tenseurs représente sa “variation” le
long d’un axe de coordonnées. Corrélativement, la divergence absolue
d’un champ de tenseurs de dimensions 7, est sa divergence dans un es-
pace a n dimensions. La divergence d’un tenseur est la contraction d’un
champ tensoriel avec I’opérateur de dérivation absolue V. La divergence
d’un champ de vecteurs est le scalaire

V, AT = oA” +Ig, A", (2.91)
ox”
tandis que la divergence d’un champ de tenseurs de 2éme rang est le
vecteur

6FO’(Y
o __ (o (7 @ oy
Vo F7% = Fe + Iy, F" + 15, F7F, (2.92)
ou I'on démontre que I'g,, est égal a
0ln+/—
r, = =39 2.93)

OxH
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Pour ce faire, nous écrivons la définition des symboles de Christoffel
sous la forme contractée par un indice

1 op (6%4) + 0gep B ag,uo-)'

o _ op -
Fou=9"Tuop = 2 g ox%  OxH OxP

(2.94)

Puisque o et p sont des indices libres, ils peuvent étre échangés.
En contractant, avec le tenseur g*7, le premier et le dernier terme s’an-
nulent et I'7, (2.94) se réduit a

l po 99pa

1Hg"ZZQ OxH

(2.95)

Les g7 sont les composantes du tenseur inverse de gy, donc en
représentation matricielle, on a

9" =—,  g=det|gp]. (2.96)

g
ou af? est le cofacteur algébrique de I’élément matriciel d’indices o et
p qui est égal a (—=1)#*“ multiplié par le déterminant de la matrice g.-.
On obtient donc a®? =gg*?.
Le déterminant du tenseur métrique fondamental g = det H Jpor || étant
par définition

— N(ap...a3)
g ‘Z(_l) T G0t I (@) 9202 F3as) (2.97)

...a3

dg sera dg = a*’ dgps = gg*’ dgpe, ou

d
—g = gpo-dgpo— . (298)
g
Intégrant le premier membre In (—g), on a donc dIn(—g) = %g et
compte tenu de (— g)l/ 2= % In (—g), il devient
1
din\/—g = 3 g*7dgpe . (2.99)
Comme on le voit, F(;'H (2.95) a bien la forme (2.93)
1 0gpr  0Iln+/—g
rgﬂ =—-g" = . (2.100)

2 OxH OxH
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A présent, nous allons déduire les projections chr.inv. de la diver-
gence d’un champ de vecteurs (2.91), et celles de la divergence d’un
champ de tenseurs de 2&éme rang (2.92). La divergence d’un champ de
vecteur A? est un scalaire, donc V, A7 ne peut pas étre projeté sur les
lignes de temps et sur les sections spatiales, mais il est suffisant ici d’uti-
liser les projections chr.inv. de A® et les propriétés chr.inv. de I’espace
de référence. Par ailleurs, les opérateurs de dérivation ordinaires seront
remplacés par les opérateurs chr.inv.

Notant ¢ et ¢’ les projections chr.inv. du vecteur A? (2.81), nous ex-
primerons les composantes restantes du vecteur au moyen de ces mémes
projections (2.82). Substituant alors les opérateurs de dérivation ordi-
naires exprimés au moyen des opérateurs chr.inv.

Lo _'a
\/gooal‘_ ot’

9_o0 1790
oxi  dxt 2 ot

w
Vgoo =1 — o (2.101)

(2.102)

dans (2.91), et tenant compte de +/—g = v 1/goo on obtient apres calculs

1 (*0¢ *dqg'  mvVh 1
VoA = E( 5 + goD) + pw +q' 2 Fq'. (2.103)
Dans le troisieme terme, la quantité
*01nVh ;
Frrante Aj.l. (2.104)

représente les symboles de Christoffel chr.inv. Ak.l. (1.47) contracté sur
deux indices. Par analogie avec la définition de la divergence absolue
d’un champ de vecteurs (2.91), la quantité

*a¢'  *0Invh 94’
- +q — = .
ox! ox! ox!

+ q"A_f/fl. =*Viq' (2.105)

est la divergence chr.inv. du 3-vecteur ¢'. En conséquence, nous appel-
lerons divergence physique chr.inv. du champ de vecteurs ¢, la quantité
chr.inv.

. 1 )
"Vig' ="Viq' - = Fiq', (2.106)
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dans laquelle le deuxieme terme prend en compte le fait que le temps
s’écoule différemment sur les parois opposées d’un élément de volume
spatial [9].

En fait, le calcul de cette divergence porte sur un volume élémen-
taire de 1’espace, et donc, nous calculons la différence entre la quantité
de “substance” qui entre et celle qui sort durant I’intervalle de temps é1é-
mentaire. Mais, la présence du champ d’inertie gravitationnel F (1.38)
entraine un écoulement du temps différent en des points distincts de I’es-
pace. De ce fait, si nous mesurons des durées d’intervalle temporel en
chaque paroi opposée du volume, les débuts et fins de cet intervalle ne
coincident plus, invalidant ainsi la possibilité d’une comparaison. Seule,
la synchronisation d’horloges a chaque paroi opposée du volume, per-
mettra de fournir une image correcte (les durées des intervalles mesu-
rées seront différentes).

L’équation finale pour V, A” sera donc

1(* ~ .
V,A” = — (ﬁ + tpD) +*Viq'. (2.107)
c\ ot

Le second terme dans cette formule est une observable physique
analogue a une divergence ordinaire dans I’espace tridimensionnel de
I’observateur.

Le premier terme n’a pas d’équivalent en théorie classique et est
constitué de deux parties : *g—f qui est la variation par rapport au temps
de la projection temporelle ¢ du vecteur A%, alors que ¢D est la varia-
tion par rapport au temps d’un volume du champ de vecteurs tridimen-
sionnels ¢', car la trace du tenseur chr.inv. du taux de déformations de
I’espace D = h*Dy, = D! est le taux de dilatation relative d’un volume
élémentaire de I’espace.

Appliquant V,, A =0 au 4-potentiel A* d’un champ électromagné-
tique, on obtient la condition de Lorenz pour ce champ. La condition de

Lorenz sous forme chr.inv. s’écrit ainsi
= 1(%0

Vg = ——(—9" +<,0D). (2.108)

A présent, nous allons déduire les projections chr.inv. de la diver-

gence d’un tenseur antisymétrique arbitraire F®% = —F5A® (ces expres-
sions nous seront utiles pour I’obtention des équations de Maxwell sous
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forme chr.inv.)

oa

V,F7 = +FgﬂF(’“+FgﬂF‘T":

OF%®  Qdln+/—g
+

ox” OxH

Ox7 (2.109)

Q
F,

ou le troisieme terme I'y, F7* est nul, en vertu de la contraction des sym-
boles de Christoffel I'7,, (symétriques sur les indices inférieurs), avec un
tenseur antisymétrique F7.

Le terme V, F7“ est un 4-vecteur, donc ses projections chr.inv. sont

T =b,V, F°, B =h V,F7 =V, F (2.110)

Notant les projections chr.inv. du tenseur F par
i

Fg

N

puis apres calculs on obtient les composantes non nulles restantes du
tenseur. Ces composants ont la forme

1

El = H* = Fik, (2.111)

F = - o EX, (2.112)
C
1 1 1
-0 _ -n
Fl= o (Ek - Z o H - C_QUkUnEn), (2.113)
i 1 ik
po 2 BT Voo Ei (2.114)
V900
1 1
F¥=-HY-~vE* Fy=Hg+-@wE —wE), (2.115)
C C

et le carré de ce tenseur F%
Fop F® = Hy H* - 2E,E". (2.116)

Substituant les composantes dans les projections chr.inv. 7' et B du
Vo F7% (2.110), et remplagant les opérateurs de dérivation ordinaire par
les opérateurs chr.inv., on obtient apres calculs

Vo FY *QE! olnvh 1 .
=70 _ 2= L Ei n_\/_——HlkAik, (2.117)
V900 ox? ox! c
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[ *OH* i *olnvh
- o - k k
ox o (2.118)
—leH”‘—l( OF +DE")
c? c\ Ot ’

ol Aj est le tenseur antisymétrique chr.inv. de non holonomicité d’es-
pace. Sachant que
*0E" . *0Invh
— + E .

= *V,E! 2.119
ox! ox! ( )

est la divergence chr.inv. du vecteur E’, et que
| . —~ .
Vi H* - = F,H* =V, H" (2.120)
c
représente la divergence physique chr.inv. du tenseur H*, nous parve-

nons aux équations finales pour les projections chr.inv. de la divergence
d’un tenseur antisymétrique arbitraire F%

A
T =*V,E' - — H*Ay, (2.121)
C
.o~ . 1(*OE! .
B ="V, H* - —( + DE’). (2.122)
c\ Ot

Par conséquent, les projections chr.inv. de la divergence du pseudo-
tenseur F*®, qui est dual du tenseur antisymétrique F, s’écrivent

1

1
F = SE™Ey. Fup= 5 Eapu F". (2.123)

Ses projections chr.inv. sont notées
o]
Fy
V900
d’ol1 I’on a les relations évidentes H* ~ H* et E** ~ E' entre les quan-
tités chr.inv. et les projections chr.inv. du tenseur antisymétrique F%

(2.111), en raison de la dualité des quantités F® et F*®_ Par consé-
quent, étant donné que

HY = E*ik = prik (2.124)

Fy! = lg"PqH Frk = _gkrp (2.125)
(_900 2 prq - p> .
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les composantes restantes du pseudo-tenseur F*% formulées a 1’aide
des projections chr.inv. de son tenseur dual F® (2.111) seront

1 1
#-0 k
Fi = et [H,,q - (vp Eq - qu,,)], (2.126)
F<0 = 1 [giqupq + 1g'.pq (vaq - qup) -
i 2 i c i
1 Vg0o | (2.127)
~3 skpqvikapq -3 P4y, 01 (vaq - qup)] ,
L] Py E 2.128
_2—\/%8 pq+z(1)p q—Uq p), ( )
1
Fii = 5 V900 Eipg H", (2.129)
. 1 1
Fl.,’k = gprp Y v skp"Hpq -2 ViUm 8mkap, (2.130)
1
Fut = £1p (EP _- uqu), (2.131)
c
alors que son carré est
FupF* = " (E, Hig - EiHpg)., (2.132)

ot £'P4 est le 3-tenseur discriminant chr.inv. (2.73, 2.74). Les projections
chr.inv. du pseudo-tenseur F** sont donc

V,FX0  xop olnvh 1 .

70 - o +H*’%?/_— —E"* Ay, (2.133)

V900 x x c
g i OE Ly t0InVh

o - i k

Ox Ox : (2.134)
- FkE - E +DH™],
C

ou, en utilisant les formules déterminant]g divergence chr.inv. *V; H ot
celle de la divergence physique chr.inv. *V; E**, compte tenu de (2.119,
2.120), on obtient (2.133) et (2.134) sous la forme suivante

Vo Fy”

A
e = *V.H" - . E**A, (2.135)
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*aH*z
ot

En dehors de la divergence de vecteurs, tenseurs antisymétriques,
et pseudo-tenseurs de 2eéme rang, nous devons définir les projections
chr.inv. de la divergence d’un tenseur symétrique de 2¢me rang (celles-
ci seront nécessaires pour déduire les lois de conservation sous forme
chr.inv.).

Nous reproduisons ici intégralement 1’appareil mathématique de
Zelmanov des invariants chronométriques [9]. Reprenant les notations
de Zelmanov dans sa théorie, nous écrivons les projections chr.inv. d’un
tenseur symétrique 7% comme suit

l
T =p, T _ K,  T*=nN¥* (2.137)
goo V00

selon [9], nous avons

R | j
C

Vo Ty *0p . ) .
=—— +pD+DyN*+c*V.K' - ZFK, 2.138
\/ﬁ ot 1Y ik C Vi p i ( )
* i

V,T% =¢ oK

+cDK' + 2C(D1i< + Ak’) KX+
(2.139)

+ 2"V N* - FN* — pF'.

Parmi le produit (scalaire) intérieur d’un tenseur par ’opérateur de
dérivation absolue V, qui est la divergence de ce champ de tenseurs,
il est loisible de considérer la différence entre les dérivées covariantes
du champ. Une telle quantité est définie comme étant le rotationnel du
champ, car géométriquement, il s’agit d’une rotation de type tourbillon
de champ.

Le rotationnel absolu est défini comme le rotationnel d’un champ
de tenseurs a n dimensions dans un espace a n dimensions.

Le rotationnel absolu d’un champ de tenseurs arbitraire a 4 dimen-
sions A% est un tenseur antisymétrique covariant du 2e¢me rang défini
comme suit”

0A, 0A,

Fﬂy = V#AV - VVA# = @ - W . (2140)

*. Voir §98 dans I’ouvrage bien connu de Peter Raschewski [18]. En toute rigueur,
le rotationnel n’est pas le tenseur (2.140), mais son pseudo-tenseur dual (2.142), car
I’invariance par réflexion est obligatoire pour toute rotation.
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ou V, A, est la dérivée absolue de A, par rapport a la coordonnée x*

0A
V, A, = g;—Ff,LAU. (2.141)
Contractant le rotationnel avec le 4-tenseur discriminant complete-

ment antisymétrique E%* (2.65), on obtient le pseudo-tenseur

FroB = pobw (V,l A, - VVA“) o (Wl o

) . (2142)
En é€lectrodynamique, F,, est le tenseur d’un champ électromagné-
tique (tenseur de Maxwell), qui est le rotationnel du 4-potentiel A® de
ce champ. Ultérieurement, nous aurons besoin des formules pour les
projections chr.inv. du 4-rotationnel F,, et son pseudo-tenseur F *ap,
Comme pour tout tenseur antisymétrique et compte tenu de Fop =0
et F%° =0, calculons les composantes du rotationnel Ey

B w\ (¢ 0p 17%0q;
FOf—(l‘c—z)(c—zE‘@‘z o ) 149
poo= 99 _0qk ¢ (0vi v

K= 0xk ~ axi o \axk axi (2.144)
—|0;——— — VU - iy | T~ Q. |
c\toxk Faxi) 2\ or o

FOO:_C%Uka_'__Uk(ﬁ_,_Z a‘tlk), (2.145)
] 1 ) e 1%0qx
Fl=-—| S hR-————— +
k V%o[cz ok o
20 1 “0p 1%0gm 2.146
" c_ZUmAm"+§""”m(a_m+ET - (2140
1 0qm  TOqx )
- z”m(ﬁ‘a? e E .
Fri = pyim "0qm _ "0qx) _ lhimvk*a_‘p -

b axk  oxm| ¢ ax™ (2.147)

1 . *dq, L 29
_ C_zh”"vk aq" +%ka’+ TQDA}(’_,
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1 *op 1%0q [0
FOk _ hkm —r__dm) ¥ pky
N [ axm ¢ ot c?
; ) 9 , (2.148)
k qn dm (" k
Lo () ]
F~i iaF *0 1*0 .
0 _ 9 Foo _ a0 170a) @ pi (2.149)
Voo \goo axk ¢ ot c?
, , "0qm _ "dq 2¢
Fik — i kﬂF = pimpkn mo_ 1) —Alk, 2.150
g g axn axm c ( )

ou (2.149, 2.150) sont les projections chr.inv. du rotationnel F,,. Les
projections chr.inv. correspondantes de son pseudo-tenseur dual F*®?
s’écrivent

FSZI _ gan*ai — glkm[ ( an 8C]m

)— fAkm], (2.151)
C

Vo " 9o oxm  Oxk
. . g 1%0q
F*zk — ikm f F, - — __ m 2.152
& (02 "ogxm ¢ ot )’ ( )

ol les Fy' = goo F*™ = goo E** Fy,,, peuvent étre calculées en utilisant
les composantes du rotationnel F,, déja mentionnées (2.143-2.148).
2.6 Opérateurs de Laplace et de d’Alembert

L'opérateur de Laplace est’opérateur de dérivation tridimensionnel
A=VV=V?=—4*vv. (2.153)

Sa généralisation quadridimensionnelle dans un espace pseudo-
riemannien est ['opérateur covariant de d’Alembert

O=g"V,Vs. (2.154)

Dans I’espace de Minkowski, I’opérateur de Laplace et ’opérateur
covariant de d’Alembert prennent la forme

0?2 0?2 o2
A= s 2.155
Ox1ox! - 0x20x2 * 0x30x3 ( )

1 2 2 2 2 1 2
O=— 0 0 - 9 - 0 =—a——A. (2.156)
2o oxlax!  0x20x2  0x39x3 2 o
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Notre but est maintenant d’appliquer I’opérateur de d’Alembert aux
champs scalaire et vectoriel dans un espace pseudo-riemannien, et de les
présenter sous forme chr.inv. En premier lieu, nous appliquerons 1’opé-
rateur de d’Alembert a un champ scalaire ¢, car dans ce cas, les calculs
sont considérablement simplifiés (les dérivées absolues d’un champ sca-
laire V,, ¢ ne contiennent pas les symboles de Christoffel et se réduisent
aux dérivées ordinaires)

dp (¢ 9%y
Op=g"*V,Vap=9% == |=g" . (2157
P9 NI e (ﬁxﬁ) dx® OxP ( )
Par conséquent, nous formulons les composantes du tenseur mé-
trique fondamental en termes d’invariants chronométriques. Pour les
g™ (1.18), on obtient g’ = —h*. Les composantes g se déduisent de

la vitesse linéaire de la rotation d’espace v’ = —cg%+/goo
. 1.
g% = - vl (2.158)
€ V900

Les composantes g% peuvent elles étre obtenues a partir de la pro-
priété fondamentale du tenseur métrique gqg*7 = gg .Posanta==0,
il vient

900" = goog™ + goig” =6y = 1, (2.159)

puis compte tenu de
w2 1 w
900 = (1 - ;) , goi = T Ui(l - 0_2)’ (2.160)

on obtient la formule du composant g

g% = ;2 (1 - 12 uiv"), (2.161)
w C
(1 B 72)

ott v;v' = hj v'v* = v?, voir la formule (1.37) définissant la vitesse linéaire
de rotation d’espace v; pour plus de détails.

Substituant les formules obtenues dans O (2.157) et remplagant
les opérateurs de dérivation classiques par les opérateurs chr.inv., on
obtient le d’alembertien du champ scalaire sous forme chr.inv.

k

L0 w0

D = - =
¢ 2 012 OxiOxk

‘O, (2.162)
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ou contrairement aux opérateurs classiques, *O0 représente 1’opérateur
de d’Alembert chr.inv., et *A est ’opérateur de Laplace chr.inv.

*82 @ *62
0= 2 _ - 2.163
T2 Oxidxk ( )
) ) *82
A= —g* vy, = Bk (2.164)

Oxioxk”

Appliquons ’opérateur de d’Alembert a un champ de vecteurs qua-
dridimensionnels arbitraire A*

OAY = g""V, V, A%, (2.165)

Puisque CJA® est un 4-vecteur, les projections chr.inv. de ces quan-
tités sont
T =b,0A7 = b, gV, V, A7, (2.166)

B'=h OA” =K _g" V,V,A". (2.167)

En général, 'obtention du d’alembertien sous forme chr.inv. d’un
champ de vecteurs dans un espace pseudo-riemannien, est loin d’étre
un probléme trivial, car les symboles de Christoftel ne s’annulant pas,
les formules qui décrivent les projections des dérivées secondes peuvent
faire ’objet de douzaines de pages.”

Apres un calcul assez laborieux, on obtient les formules requises
pour les projections du d’alembertien chr.inv. du champ de vecteurs A*
dans un espace pseudo-riemannien

1 _*0¢" 1 _.*0
T ="0 (k) F—q+—Fl 1

3 6t o 2 oxi
*8p 1 a D79
h”‘A;’; — h’k i | Din + A g7 ] + ——90 -
. (2.168)
k q i 14 mk
T PR AR GRF G DD -
D 1 L
& End" = S ML Dng" + WA (Do + A 4

*. C’est une des raisons pour laquelle les applications pratiques de la théorie élec-
tromagnétique sont la plupart du temps calculées dans un espace de Minkowski rapporté
a un référentiel galiléen ou les symboles de Christoffel sont nuls.
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e i L0 D *dq'
="OA +—28—[(D + A7 ) ] _28_;]+
*aq 1*0
ot Aot

“0p
ot

1, . R
+ — (D} + A}) (pF) - 5 F'

[ A W U i pi
+C—2F W_E(D +A )6xm+c_4quF+

q"F* - S DF'+ = (D) + Al)g"-  (2.169)

0 0 o L
ayr {W(Am,,q )+ L2 [ (g + A1) +
+ (AL AL, — AL ALY g f[A‘ (D! + A7) -

= 8 (D + A3 ) + A, 2 = A axn}’

ol *O¢ et *O¢' résultent de I’application de I’opérateur de d’Alembert
chr.inv. (2.163) aux quantités ¢ = jg%o etg’ = A’, qui sont les projections

chr.inv. (composantes physiquement observables) du vecteur A

*62 ) *62(,0
‘o = —pk = 2.170
Y= 2700 Ox Oxk (2.170)
) *32 i *ani
*Og' = L ) 2.171
7= 2 o Oxkoxm ( )

Le critere principal d’obtention de calculs corrects dans un cas aussi
compliqué (les projections chr.inv. du d’alembertien d’un champ de vec-
teurs conduisant aux formules (2.168) et (2.169), reste la reégle d’inva-
riance chronométrique de Zelmanov : “I’exactitude des calculs conduit
a des équations finales qui ne contiennent que des termes chronométri-
quement invariants”.

Autrement dit, ces équations doivent impérativement consister en
quantités chr.inv. avec leur dérivées chr.inv., tout en intégrant les pro-
priétés chr.inv. de I’espace de référence. La moindre erreur au cours du
calcul se traduira par des résultats non chronométriquement invariants.
L’ application de I’opérateur de d’Alembert nul ou non nul a un champ de
tenseurs conduit a [’équation de d’Alembert pour ce champ. Du point de
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vue physique, il s’agit des équations de propagation des ondes du champ.
Si le d’alembertien n’est pas nul, nous sommes en présence d’équations
de propagation d’ondes engendrées par une source. Par exemple, dans le
cas électromagnétique, les sources du champ sont les charges électriques
et les courants. Si le d’alembertien est nul, les équations de propagation
ne sont reliées a aucune source. En dehors du champ tensoriel, si le do-
maine d’espace-temps considéré est balayé par un autre milieu, celui-ci
va entrainer I’apparition d’un terme supplémentaire dans les équations
de d’Alembert, qui pourra par la suite s’obtenir a partir des équations le
définissant.

2.7 Conclusions

Nous sommes maintenant en mesure de rappeler et souligner les
résultats majeurs de ce chapitre. En dehors de notre connaissance gé-
nérale acquise dans le domaine de 1’algebre tensorielle, nous sommes
en possession de tous les outils nécessaires a la compréhension des pro-
chains chapitres. L’annulation de la dérivée absolue du vecteur dyna-
mique attaché a la particule dans la direction de son mouvement, fixe
les équations dynamiques de cette particule. L'annulation de la diver-
gence d’un champ de tenseurs fixe la condition de Lorenz et I’équation
de continuité pour ce champ. ’annulation de la divergence d’un ten-
seur antisymétrique de 2éme rang (et de son pseudo-tenseur dual), fixe
les équations de Maxwell. En appliquant le rotationnel d’un champ de
vecteurs au champ électromagnétique, on obtient le tenseur de Maxwell.
Les équations de d’Alembert pour un champ donné sont les équations
de propagation des ondes de ce champ.

A partir de cette bréve liste d’applications possibles, nous pourrons
résoudre les problemes liés aux opérateurs différentiels et aux tenseurs
antisymétriques en utilisant d’emblée les modeles décrits dans ce cha-
pitre.




Chapitre 3 Particules chargées dans
I’espace pseudo-riemannien

3.1 Position du probleme

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’établir la théorie du champ
électromagnétique dans un 4-espace pseudo-riemannien. Celle-ci dif-
fere toutefois de 1’électrodynamique relativiste classique de par sa for-
mulation sous forme chr.inv. (quantités physiquement observables).

Un champ électromagnétique est communément décrit dans 1’es-
pace pseudo-riemannien par un champ de vecteurs dérivant d’un 4-
potentiel électromagnétique. Sa composante temporelle est le potentiel
scalaire ¢, tandis que les composantes spatiales forment le potentiel vec-
teur A'. Dans les systémes d’unités de Gauss ou CGES, le 4-potentiel
A? ales dimensions

2 . 1/2

A? [gram'/? cm!/? sec™!]. (3.1

Les composantes ¢ et A’ ont évidemment les mémes dimensions. Par
conséquent, I’étude du champ électromagnétique est substantiellement
différente de celle des champs gravitationnels. Selon la théorie des in-
variants chronométriques, la force d’inertie gravitationnelle F' et le po-
tentiel de gravitation w (1.38) sont uniquement fonctions des propriétés
géométriques de I’espace, alors que les champs électromagnétiques (is-
sus du 4-potentiel A%), n’ont a ce jour, fait I’objet d’aucune “géométrisa-
tion”. Ces champs sont systématiquement introduits “extérieurement” a
I’espace considéré.

Les équations classiques de 1’électrodynamique (équations de Max-
well reliant les composantes électrique et magnétique du champ), ont
été de fait déduites bien avant I’introduction de la relativité en Physique.
Par la suite, ces équations ont pu €tre écrites dans le formalisme quadri-
dimensionnel et riemannien finalisant ainsi 1’électromagnétisme relati-
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viste sous forme covariante acceptable, au détriment d’un aspect plus
illustratif. Inversement, les équations de Maxwell dans le formalisme de
Minkowski se réduisent a une représentation simple qui met en évidence
la composante scalaire (temps), et les 3-composantes vectorielles (spa-
tiales), car rapportées a un systeme galiléen, les équations ainsi repré-
sentées sont par définition des quantités observables. Mais dans un es-
pace pseudo-riemannien inhomogene, anisotrope, généralement courbe
et soumis a des déformations, comparer les composantes vectorielles
et scalaire du champ des équations covariantes devient, répétons le, un
probléme non trivial. En d’autres termes, la question se pose alors de sa-
voir quelles sont les quantités de 1’électrodynamique relativiste pouvant
étre considérées comme physiquement observables.

Dans un espace pseudo-riemannien, les équations de 1’électrodyna-
mique relativiste seront donc formulées a 1’aide de composantes phy-
siquement observables (projections chr.inv.) du champ électromagné-
tique, en tenant compte des propriétés observables de 1’espace. Nous
aborderons ce probleme en appliquant I’appareil mathématique des in-
variants chronométriques, c’est-a-dire en projetant les quantités géné-
ralement covariantes sur les lignes de temps et sur la section spatiale
d’un observateur physique. Par cette méthode, nous nous efforcerons
d’étendre la notion d’observable a la théorie électromagnétique relati-
viste générale. Nous en déduirons ensuite les propriétés de 1’électrody-
namique classique dans le référentiel de 1’observateur.

3.2 Composantes observables du tenseur du champ électromagné-
tique. Les invariants du champ

Par définition, le tenseur d’un champ électromagnétique est le rota-
tionnel de son 4-potentiel A®. C’est le tenseur de Maxwell
0A, O0A,
Fy=V,A, -V, A, = il (3.2)
Il est aisé de voir qu’il s’agit de la généralisation covariante des no-
tations tridimensionnelles de 1’électrodynamique

V- -—— H =rotA, (3.3)

ol E et H sont les vecteurs des deux composantes électrique et magné-
tique du champ. Ici, ¢ est le potentiel scalaire, A est le vecteur spatial
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du champ et o 8

N

v i + = 7 +K Ee (34
est le 3-opérateur gradient de 1’espace euclidien.

Au cours de ce paragraphe, nous allons d’abord déterminer les com-
posantes du tenseur €lectromagnétique F,g physiquement observables
dans I’espace quadridimensionnel pseudo-riemannien considéré. Puis
nous établirons une relation entre les quantités observables et les vec-
teurs £, H du champ électromagnétique dans le cadre de I’électrodyna-
mique classique. Ces vecteurs seront également déterminés dans un es-
pace pseudo-riemannien généralement inhomogene, anisotrope, courbe
et en déformation.

Notons ici d’emblée la circonstance suivante : dans I’espace de Min-
kowski (espace de la relativité restreinte) rapporté a un systeme inertiel
(mouvement rectiligne uniforme), la métrique est

ds* = 2dr* — dx® — dy* — dZ%, (3.5)
et les composantes du tenseur métrique sont

goo =1, goi =0, g11 =92 =933 = —1. (3.6)

Dans ce cas, on ne distingue pas les composantes covariantes et
contravariantes de A

¢ =Ay=A, A; = Al (3.7)

Dans un espace pseudo-riemannien (ou généralement riemannien),
cette distinction doit étre faite en raison de la forme quelconque de la
métrique. De ce fait, les potentiels scalaire et vectoriel du champ électro-
magnétique considérés ici, seront définis a partir des projections chr.inv.
(composantes physiquement observables) du 4-potentiel A*

A ) . _
=0 Ay = ——, ¢ =hA"=A" (3.8)
Vgoo

Les autres composantes de A* ne sont pas des quantités chr.inv. Elles

sont définies avec ¢ et ¢' de la facon suivante

1 1 :
AY = - (</’ + - viq’) ) Aj=—q;— %vi. 3.9

-2
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En accord avec la théorie des invariants chronométriques, observons
que le vecteur covariant chr.inv. g; s’obtient a partir du vecteur contrava-
riant chr.inv. ¢ en abaissant 1’indice 2 1’aide du tenseur métrique chr.inv.
hix, comme suit g; = hjx qk. Au contraire, le vecteur covariant classique
A; qui n’est pas une quantité chr.inv., s’obtient en abaissant 1’indice a
I’aide du tenseur métrique fondamental tel que A; = g;o A®. Selon la for-
mule générale donnant le carré d’un vecteur (2.39), le carré du potentiel
A® dans le référentiel d’accompagnement est

AA” = gop AAP = ¢* — hig'q" = ¢* - ¢, (3.10)

et la quantité est réelle si ¢ > ¢°, imaginaire is ¢? < g ; zéro (isotrope)
si @? =4

A présent, utilisant les composantes du potentiel A (3.8, 3.9) dans
la définition du tenseur €lectromagnétique F,g (3.2), nous formulerons
les dérivées usuelles a 1’aide des dérivées chr.inv. (1.33). A T’aide des
formules des composantes du rotationnel d’un champ vectoriel arbi-
traire (2.148-2.150), on obtient les projections chr.inv. du tenseur élec-
tromagnétique F,p

Fi.  g“Foa 400 179
0 _ 9 Tl _ ’k(—""+ q")—fF’ (3.11)
V900 V900

oxk ¢ ot c?

Fik — giagleFa htmhkn _

- =A% 312)
c
Nous définissons alors classiquement les projections du tenseur
électromagnétique comme suit
i
Fy
N

et les quantités covariantes chr.inv. (indice abaissé) sont alors

E'= H* = Fik, (3.13)

acp 1 *(96]' @
_ k i .
;= hy B = T + — vl F, (3.14)

“0qi  TOqr  2¢
Hik = hlmhan = 6xk 8)61 Azk , (315)
tandis que les composantes mixtes H,"" = —H"" s’obtiennent a partir de
H* en utilisant le tenseur métrique chr inv. h,k = hy; H™. Dans ce
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cas, le tenseur des déformations d’espace Dy = %% (1.40) est égale-
ment implicitement présent dans la formule et apparait lorsque les com-
posantes satisfont g = hy,,q™ dans les dérivées temporelles.

Par ailleurs, nous pouvons exprimer les autres composantes du ten-
seur Fyp a I’aide des projections chr.inv. E et H* (3.11) en utilisant les
formules se rapportant aux composantes d’un tenseur antisymétrique
arbitraire (2.112-2.115). La validité de cette formule est vérifiée car
I’équation généralisée (2.112-2.115) contient implicitement E’ et H™
qu’ils soient les composantes d’un rotationnel ou celles de n’importe
quel autre tenseur antisymétrique.

Dans ’espace de Minkowski dépouillé d’accélération F', de rota-
tion A;; ou déformations Dy, la formule qui donne E; se réduit a

(9(/7 1 aA,-
Ei=—+—-——, 3.16
T oxt ¢ Ot ( )
ou en notations tridimensionnelles
, 104
E=Ve+-2, (3.17)
c ot

qui au signe pres, coincide avec Een électromagnétique classique.

Exprimons maintenant les vecteurs électrique et magnétique a 1’aide
du pseudo-tenseur F**, dual du tenseur de Maxwell de ce champ :
F*B = %E “ﬁ“"Fw (2.123). Donc en accord avec (2.124), les projections
chr.inv. de ce pseudo-tenseur sont

N , ,
HY = 0 , E*lk — F*lk. (3.18)
V900

Appliquant alors les formules des composantes d’un pseudo-tenseur
arbitraire F** obtenu au (2.125-2.131), ainsi que celles pour E; et Hj
(3.14, 3.15), on obtient les formules développées pour H* et E*/k

4 1 0qm  F0qn 2 1

H P = 5 SImn( " - ax—m - TAmn = E glml’len . (319)
*I) i K 179 i

£ kzgkn(c%Fn_axf_E a(fn)z_glknE"' (320

Il est alors facile de voir que les couples de tenseurs suivants sont
conjugués duaux : H* et Hy,, E*k et E,,. Le pseudo-vecteur chr.inv.
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H* (3.19) inclut le terme

1 . ("0qnm “Ogn 1
—g"m - = =" ("Vgm -V, , 3.21
5 I’ I 3 ( nqm m Qn) ( )
qui représente le rotationnel chr.inv. du 3-vecteur g,,. Ici, nous aurons
donc le tenseur

| —) 2 ;

_gm by 2 i (3.22)

2 c c
ou Q¥ = % g™ A, est le pseudo-vecteur chr.inv. des vitesses angulaires
de rotation d’espace. Dans un espace de Minkowski rapporté a un réfé-
rentiel galiléen (sans accélération, ni rotation ou déformation), la for-
mule obtenue pour le 3-pseudo-vecteur magnétique chr.inv. H* (3.19)

prend la forme

+~ LU . (0qn Ogy
H = — gimn | ZAm ) b
2° ((9)6” 8xm) (323)

On a en notations tridimensionnelles
H = rotA. (3.24)

On voit donc que la structure d’un espace pseudo-riemannien va
perturber les champs électromagnétiques en raison de la dépendance
des vecteurs chr.inv. électrique E; (3.14) et magnétique H* (3.19) vis-
a-vis du potentiel gravitationnel et de la rotation de cet espace.

Ceci se vérifie également dans 1’espace de Minkowski, si I’on envi-
sage un systeme de référence non inertiel en rotation et en accélération,
qui soit le référentiel de ’observateur. Cependant, dans ce méme espace
minkowskien, on peut toujours trouver un référentiel galiléen (ce qui est
impossible dans un espace de type riemannien), car alors cet espace par-
ticulier n’induit ni accélération, ni rotation ou déformation dans le réfé-
rentiel choisi. On comprend bien alors que dans 1’espace de Minkowski,
de tels effets soient purement relatifs.

En électrodynamique relativiste, nous introduisons des invariants
qui caractérisent le champ électromagnétique considéré — c’est-a-dire
les invariants du champ

Ji = Ey F* = 2F FY + Fy F*, (3.25)

Jo = Fp " = 2F F* + Fy F*, (3.26)
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Le premier invariant est un scalaire, et le second est un pseudo-
scalaire. A I’aide des composantes du tenseur du champ, on obtient

Ji = HyH* —2E,E',  Jy = ™ (EpHiy — EiHpp), (3.27)

et utilisant les formules pour les composantes du pseudo-tenseur F*”
déduites au chapitre 2, nous écrivons les invariants du champ

Jy = —2(El-Ei - H*iH*i), Jr = —4E;H". (3.28)

Les quantités J; et J, étant elles-mé&mes invariantes, nous en con-
cluons que :

a) Si dans un référentiel donné, on a E? = H*2, cette égalité est pré-
servée dans tout autre systeéme de référence;

b) Si dans un référentiel donné, les vecteurs électrique et magné-
tique vérifient E;H* =0, cette orthogonalité est préservée dans
tout autre systeme de référence.

Lorsque les conditions E? = H*? et E;H* =0 sont satisfaites, ¢’est-
a-dire lorsque 1'un ou les deux invariants du champ (3.28) sont nuls,
un champ électromagnétique est dit isotrope. Le terme “isotrope” ne
doit pas étre compris ici comme caractérisant le champ sur le cone de
lumiere, mais se rapporte a sa propriété de propagation dans toutes les
directions du 3-espace (section spatiale).

On peut également formuler les invariants du champ électromagné-
tique a I’aide des dérivées chr.inv. du potentiel scalaire chr.inv. ¢ et du
potentiel vecteur chr.inv. ¢’ (3.8), et ce, en tenant compte des propriétés
chr.inv. de I’espace de référence de I’observateur. Nous aurons donc

Jl — Z[himhkn( 8q, _ aCZk) a%n —hikﬂﬂ—

oxk  oxi | ox» Oxt Oxk
(3.30)
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Annulant les deux équations, on peut alors en déduire les conditions
physiques inhérentes aux champs électromagnétiques isotropes. Ce fai-
sant, on peut voir que les conditions d’égalité E? = H*2, et d’orthogo-
nalité E; H* = 0 dans un espace pseudo-riemannien ne dépendent pas
seulement des propriétés intrinseques du champ (le potentiel scalaire ¢
et le potentiel vecteur ¢'), mais également de 1’accélération F', de la
rotation Ay, et des déformations Dj; de ’espace lui-méme. En parti-
culier les vecteurs E; et H*' sont orthogonaux, si I’espace est holonome
Q* =0, tandis que le champ spatial du potentiel vecteur ¢', est dépourvu
de rotation & (% —~ %) =0.

3.3 Les équations de Maxwell, leurs composantes observables. Loi
de conservation de la charge électrique. Condition de Lorenz

En électrodynamique classique, les corrélations du vecteur élec-
trique d’un champ électromagnétique E [gram'/? cm™1/2 sec™!] est relié
a son vecteur magnétique H [gram'/2 cm~1/2 sec™!] par les équations de
Maxwell, qui ont été initialement déduites par généralisation de données
expérimentales. Vers le milieu du 19¢me siécle, Maxwell démontra que
si des champs et courants induisent un champ électromagnétique dans
le vide, ce champ est entierement décrit par deux groupes d’équations

- 1aﬁ 4r N
ot — ——=—]j
c ot c I, (3.31a)
divE = 4rp
. 10H
rotE+-—=0
c ot II, (3.31b)
divAl = 0
ot p [gram!/Z cm™3/2 sec™!] est la densité de charge électrique (c’est-a-

dire la quantité e [gram'/> cm3/? sec™!] de la charge dans un cm?), et olt
7 [gram'/? cm™!/% sec2] est le vecteur densité de courant. Les équations
qui contiennent les sources du champ (p et j) constituent le /er groupe
d’équations de Maxwell, tandis que celles qui ne contiennent pas les
sources, représentent le 2éme groupe d’équations de Maxwell.

La premiere équation du premier groupe, est la loi de Biot-Savart, la
seconde, correspond a la loi de Gauss, toutes deux exprimées sous forme
différentielle. La premiere et la seconde équation des deux groupes, sont



74 Chapitre 3 Particules chargées dans I’espace pseudo-riemannien

la traduction différentielle de la loi de Faraday de I’induction électroma-
gnétique et montrent clairement qu’il est impossible d’isoler une charge
magnétique. Au total, il existe 8 équations (4 vectorielles et 4 scalaires)
avec 10 inconnues : trois composantes pour E, trois composantes pour
H, trois composantes pour j'et une composante pour p.

Les sources du champ p et jsont liées par la loi de conservation de
la charge

p)
a—’; +div =0, (3.32)

qui est la traduction mathématique de I’impossibilité de détruire une
charge électrique, celle-ci se redistribuant au contact d’autres corps
chargés.

Nous aurons ainsi un systeme de 9 équations et 10 inconnues, et
donc une indétermination pour définir le champ et ses sources. La 10eme
équation qui léve cette indétermination est la condition de Lorenz qui
fixe les potentiels scalaire et vectoriel du champ

19 | givi=0. (3.33)
c ot

La condition de Lorenz est imposée de facon a fixer le potentiel sca-
laire ¢ et le potentiel vecteur ff, chacun reliés aux vecteurs E et H (3.3),
et qui ne sont pas définis univoquement. E et H sont en effet inchangés
si I’on remplace les potentiels par

A=A 4w, pop-19Y (3.34)
c ot

ot ¥ est un scalaire arbitraire. Evidemment, I’ambiguité dans la défini-
tion de ¢ et A permet, en plus de la condition de Lorenz, d’autres rela-
tions entre ces grandeurs. Or, c’est la condition de Lorenz qui permet
de transformer les équations de Maxwell en équations d’onde.

Il s’avere comme suit. L’équation div =0 (3.31) est entidrement
vérifiée si H =rotA. Dans ce dernier cas, la premiere équation du pre-
mier groupe (3.11) s’écrit

L 164
t|E+-——1=0, 3.35
ro ( + 7 ) (3.35)
dont la solution est .
N 10A
E=-Vo--2£ (3.36)

c ot
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Substituant H =rotA et E (3.36) dans le ler groupe d’équations de
Maxwell, on obtient

- 1 6214—) - - 1 aQD 47T
A - —— -V |[divA+ -——|=-—, 3.37
c? or ( VAT ﬁt) ¢’ (3:37)
19 =
Ap+—= (divA) = —47p, (3.38)
ouA= (W + % + 2 estl opérateur de Laplace habituel. Avec la condi-

tion de Lorenz (3.33), formons les potentiels ¢ et A, il vient

O¢ =—-4np, (3.39)
5 4
oA=-"7, (3.40)
c
oulO= —2 972 — A est ’opérateur de d’Alembert classique.

En apphquant ce dernier au champ, on obtient les équations d’onde
pour ce champ (voir §2.6). De ce fait, le résultat obtenu implique que
si la condition de Lorenz est appliquée, le ler groupe des équations
de Maxwell (3.31) est un systeme d’équations de propagation d’ondes
pour les potentiels scalaire et vectoriel électromagnétique en présence
de sources (charge et courant). Ces équations seront déduites au §3.4.

Nous allons donc maintenant considérer les équations de Maxwell,
dans un espace pseudo-riemannien, sous forme chr.inv. ¢’est-a-dire for-
mulées a 1’aide de grandeurs physiquement observables. Dans un tel
espace, la condition de Lorenz prend la forme covariante générale

o
VA7 = (;A;U +I7,A" =0, (3.41)
qui est la loi de conservation du 4-potentiel du champ électromagné-
tique. La loi de conservation de la charge (équation de continuité) est

V,j7 =0, (3.42)

ou j“ est le vecteur densité de courant quadridimensionnel également
appelé courant de déplacement. Les projections chr.inv. du vecteur cou-
rant j¢ sont la densité de charge électrique

(3.43)
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et la densité de courant spatiale j'. Appliquant la formule chr.inv. de
la divergence d’un vecteur arbitraire (2.107), on obtient la condition de
Lorenz (3.41) sous forme chr.inv.
170 1 .
—a—f+fD +*Vig' ~ = Fig' =0, (3.44)
c c c
ainsi que 1’équation de continuité chr.inv.

*

% ops+vji-LEji=o0. (3.45)
ot c?

Ici D=h*Dy = D! = %ﬁ est la trace du tenseur des déformations
d’espace (1.40). En fait, la trace de ce tenseur représente le taux de di-
latation relative de 1’élément de volume de I’espace, tandis que *V; est
I’opérateur de la dérivée chr.inv. (2.105).

Etant donné que F; (1.38) contient la dérivée premiére du potentiel
de gravitation w = c2(1- V900), le terme ch Fq' tient compte du fait que
le temps s’écoule différemment suivant qu’il se mesure sur une paroi ou
son opposée dans 1’élément de volume considéré.

La formule citée pour la force d’inertie gravitationnelle F; (1.38),
prend aussi en compte la nature non stationnaire de la rotation d’espace.
Par ailleurs, les opérateurs de dérivation chr.inv. (1.33) étant

9 1 0 90 1 70

2= 2, - 3.46
a - j_va axi  oxi 2o (3-46)

la condition de conservation du champ vectoriel A%, c’est-a-dire les
équations (3.44, 3.45) dépendent étroitement du potentiel de gravitation
et de la vitesse de rotation spatiale. En I’absence de forces d’inertie gra-
vitationnelle, de rotation et déformations d’espace, les formules chr.inv.
obtenues pour la condition de Lorenz (3.44) s’écrivent

10 d¢' dlnvh |
10 09 _OIN i 3.47
c Ot * ox! ox! 4 ’ ( )

o0, o' _omvh

0, 3.48
ot ox! Oxt (348)
et pour un référentiel galiléen dans I’espace de Minkowski,

10p 0q' op 0j

-—+—==0, —+—==0, 3.49

c Ot " oxt ot " ox'! (349
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ou encore en notations vectorielles classiques

——L 4+divA=0, — +divy=0, 3.50
cor o o VY (3.50)
qui coincident donc avec la condition de Lorenz (3.33), et celles de la
conservation de la charge (3.32) de I’électrodynamique classique.

Tournons nous a présent vers les équations de Maxwell dans un es-
pace pseudo-riemannien

4
v, Fro = 2Dy pmo ) (3.51)
C

ou F*7 est le tenseur électromagnétique, F*“ étant son pseudo-tenseur
dual. Utilisant les formules chr.inv. de la divergence d’un tenseur antisy-
métrique arbitraire (2.121, 2.122), et celles de son pseudo-tenseur dual
(2.135, 2.136), on parvient aux équations de Maxwell chr.inv.

A
*VE' - - H*Ay = 4np

wq i I, (352
: 1 . 1 (*OE" N\ 4m
Ve H* = = FeH™ - = +DE'| = — '
¢ 2t c ( ot ) ¢’
1.
*V,'H*l - — E*lkAik = O
c
P I, (3.53)
. ; 1 . 1 [("0H™ ;
*VkE*zk - FkE*tk _ - +DH*| =0
c? c\ or

qui ont d’abord été obtenus par José del Prado et Nikolai Pavlov [25]
(Zelmanov posa le probleme et la méthodologie a ses étudiants).

Transformons a présent les équations de Maxwell chr.inv. de fagon
a ce qu'elles contiennent E’ et H* en tant qu’inconnues. A partir de
(2.111, 2.124) nous calculons d’abord les équations

1
Hi=73 EimnH™", (3.54)
, . *0 170 i
Erik — gikm (c% F,— anz — z aqtm) = —g’kmEm R (3.55)

et en multipliant la premiére équation par &4, il vient

. 1. 1
ePH.; = 5 eMei H™ = 5 (6.6 — 6 0h) H™ = HP4. (3.56)
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Substituant H* = £™*H,, dans la premiére équation du premier
groupe (3.52), celle-ci s’écrit

.2
ViE'— = QuH™ =4np, (3.57)
c

ou Q¥ = 2 g™ A, est le pseudo-vecteur chr.inv. des vitesses angulaires
de la rotation spatiale.

Substituant E** = — g E, (3.55) dans la premiére équation du deu-
xieme groupe (3.53), on obtient

;2
*ViH™ + p QmE™=0. (3.58)

Substituant 3 nouveau H* = smikH*m dans la deuxieme équation du
deuxieme groupe (3.53), il vient

. 1 .
*Vk (8mlkH*m) - = F SmlkH*m _
C
1 (*aEi *dInVh ) 4r O

or T o

et aprés multiplication des deux membres par VA et pris en compte la
condition *Vj £™* =0, 1a formule (3.59) s’écrit

Lkm >sVk (H*m\/_) 6‘2 lkkaH*m\/_ -
(3.60)
L0 ervm) = 2 i

ou avec une notation différente

lkm *V (H*m\/_) _ - (E \/_) '\/_ (361)

ot j Vh est la 3-densité de courant spatial et *Vk ="V, — Ciz Fy estla di-
vergence physique chr.inv. (2.106) qui tient compte du fait que le temps
s’écoule différemment d’une paroi a I’autre de 1’élément de volume.

L’équation obtenue (3.60) est la transcription chr.inv. de la loi de
Biot-Savart dans I’espace pseudo-riemannien.

Substituant E** = —g*mE, (3.55) dans la deuxieme équation du
deuxieme groupe (3.53), et apres des transformations similaires, on ob-
tient (3.62) qui est la transcription chr.inv. de la loi d’induction électro-



3.3 Les équations de Maxwell et leurs composantes observables 79
magnétique de Faraday dans I’espace pseudo-riemannien
"N (EaVh) + ——( “Vh) =0 (3.62)

Le systeme complet de 10 équations chr.inv. avec 10 inconnues (les
deux groupes d’équations, la condition de Lorenz et I’équation de conti-
nuité) qui détermine un champ électromagnétique et ses sources dans
I’espace pseudo-riemannien, s’écrit finalement

S 2
*V,E' - _Q*mH*m =4np

I, (3.63)
45, (HoVB) - 22 (EVE) = 22 ji Vi
VH* + %Q*mE’" =0
II, (3.64)
9 S (En Vi) + -2 (1VE) = 0
*6¢ + = L2 D+* lqi =0 La condition de Lorenz, (3.65)
c ot ¢
“8p

% +pD + *6, j'=0 L’équation de continuité. (3.66)

Dans I’espace de Minkowski rapporté a un référentiel galiléen, le
déterminant du tenseur métrique chr.inv. VA =1, donc non soumis aux
déformations D;, =0, aux rotations Q,,, =0, ou accélération F; =0 de
I’espace. De ce fait, les équations de Maxwell chr.inv. déduites en (3.63,
3.64) dans I’espace pseudo-riemannien de la relativité générale, nous
conduisent directement aux équations de Maxwell usuelles écrites en
notations tensorielles

OE'

oxi

eikm OH.p, B OH.; _laE’ 4dn p I, (367)
Oxk Oxm c ot - —J

OH*

o 1. (3.68)

=0

ion (0Em  OE(\ 10H
oxk  oxm| ¢ ot
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En notations tridimensionnelles, elles sont identiques aux équations
de Maxwell classiques d’un 3-espace euclidien (3.31). De plus, les équa-
tions de Maxwell chr.inv. obtenues dans le cadre pseudo-riemannien
(3.64), montrent qu’en 1’absence de rotation spatiale, la divergence chr.
inv. du champ magnétique est nulle *V; H* = 0. En d’autres termes, la
composante magnétique du champ est invariante si 1’espace est holo-
nome. Parallelement, la divergence du champ électrique n’est pas nulle
dans ce dernier cas : *V; E! =47p (3.63), et donc la composante élec-
trique est directement liée a la densité de charge p. Nous pouvons en
déduire qu’une “charge magnétique”, si elle existe, devrait étre intime-
ment liée au champ de rotation de 1’espace lui-méme.

3.4 Les équations de d’Alembert pour le potentiel électromagné-
tique et leurs composantes observables

Ainsi que nous 1’avions précédemment souligné, I'opérateur de
d’Alembert ou “d’alembertien”, appliqué a un champ, fournit une équa-
tion d’onde pour ce champ. Les équations d’alembertiennes s’ appliquent
donc aux potentiels scalaire ¢ et vectoriel A

La forme covariante générale de ces équations pour le 4-potentiel A*
a été obtenue par Stanyukovich [26] en utilisant le premier groupe des
équations covariantes de Maxwell V, F/*7 = 47” Jj* (3.51) sous la condi-
tion de Lorenz V, A7 =0 (3.41)

OA® - RGAP = —Tj", (3.69)

e a — aupo M M a _
ol Rﬁ g R.ﬂﬁ(r est le tenseur de Ricci, et R-pﬂa’ est le tenseur de cour

bure de Riemann-Christoffel. Le deuxieme terme RgAﬁ est absent si le
tenseur de Ricci s’annule, et la métrique d’espace satisfait aux équa-
tions d’Einstein loin des masses. Dans ce cas, ce tenseur est négligeable,
lorsque la courbure d’espace n’est pas significative. Par contre, ce prob-
léme doit tout de méme étre envisagé dans 1’espace de Minkowski en
présence d’accélérations et rotations. A 1’approximation considérée, ces
accélérations ou rotations peuvent en effet avoir certains effets sur la vi-
tesse observable de propagation des ondes électromagnétiques.

La remarque précédente traduit ainsi une difficulté réelle, lorsqu’il
s’agit d’établir les projections chr.inv. des équations d’alembertiennes
dans leur complétude. De telles équations se réveleraient rapidement
trop compliquées pour parvenir a des conclusions dépourvues d’ambi-
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guités. Par conséquent, notre tache se limitera a transcrire les équations
d’alembertiennes sous forme de tenseur chr.inv. pour un champ électro-
magnétique dans un cadre de référence non inertiel de 1’espace min-
kowskien. Bien entendu, ces considérations ne s’appliquent pas a I’es-
pace pseudo-riemannien qui fera 1’objet des prochaines paragraphes.
Calculant les projections chr.inv. des équations d’alembertiennes

4
A% = —7” j (3.70)

a partir des formules générales (2.168, 2.169), on obtient
170
c3 ot

w10 1 ;
— hlkzﬁ(Aknqn)_’_EhlkAl(;z(Amnqn :47Tp,

1 %8¢ 1 _,*dp . . *d
Fegh) = =5 B+ = F' 2 g pikan 2%
¢ (3.71)

‘O — ‘ :
14 o 2l ox ik G m

A-i

OA' + '

1*0 o1 *0gk 1 *0(pF")
= + = Al - = -
c2 ot ( 9 ) 2k ot 3 ot

1 *0p 1 ,*0¢" 1 . "0p
- —F 4y Sk = i L
c3 o 2 oxk ¢ ox™

_ { 0 (M) + 220 (o) (3.72)

1 .
+ C_Z A;{m qka—

Oxk ¢ Oxk

+ (A 0 = A ) 07+ (A A = A A7) +

i
* B dxm  km gyen

=—7,
C

aq" E} 4

90a / ¢
c~g00°
dans I’espace dépourvu de déformations et considéré a 1I’approximation

linéaire (en négligeant les termes d’ordre supérieur, et en supposant les
champs gravitationnels et la rotation spatiale faibles).

Nous voyons que les propriétés physiques observables de 1’espace
de référence, a savoir — les quantités F' i Ajx, Di et A;{m constituent des
des “sources” supplémentaires qui, avec les sources ¢ et j', induisent
des ondes se déplacant a travers le champ électromagnétique donné.

Analysons maintenant ces résultats. En premier lieu, nous considé-
rons les équations obtenues en (3.71, 3,72) rapportées a un référentiel

ou il a été tenu compte de la densité de charge observable p =



82 Chapitre 3 Particules chargées dans I’espace pseudo-riemannien

galiléen de I’espace minkowskien. Ici, la métrique prend la forme (3.5)

et donc le d’alezmbertien chr.inv. *0O (2.163) se réduit au d’alembertien
14

usuel *0 = — 27 — A=[. Les équations obtenues en (3.71) et (3.72) se-
ront alors
i 4
O¢ =4np, g =-—J, (3.73)
C

qui coincident formellement avec les équations classiques de 1’électro-
dynamique (3.39, 3.40).

Revenons aux équations d’alembertiennes chr.inv. (3.71, 3.72). Par
souci de simplification, les second termes du premier membre des équa-
tions (3.71) et (3.72) seront désignés respectivement par T et B'. Déve-
loppant la formule pour *0 (2163), on obtient la forme

1 *62<P ik sy *

253 — WV Ve =T +47np, (3.74)
1 *62 i . .4 )

S Vg = B+ 2 (3.75)

ol h'k*V,*V, = *A est le laplacien chr.inv. 11 est alors facile de voir que
lorsque les potentiels ¢ et ¢’ sont stationnaires (indépendants du temps),
les équations d’onde de d’Alembert se réduisent aux équations de La-
place

*Ap=T +4np, (3.76)
. 4x
“‘Ag' = B + L ji, (3.77)
C

qui caractérisent I’état stationnaire de ce champ.

Un champ est homogene suivant une direction si sa dérivée usuelle
par rapport a cette direction est nulle.

Dans les espaces riemanniens, un champ est homogene lorsque ses
dérivées covariantes sont nulles. Dans ce type d’espace, I’inhomogé-
néité observable d’un champ tensoriel considéré dans un son référen-
tiel d’accompagnement, se caractérise par la différence de 1’opérateur
chr.inv. *V; pris au potentiel zéro [9, 11-13]. Autrement dit, si pour une
grandeur scalaire A, la condition *V; A =0 est vérifiée, alors le champ A
est observé comme étant homogene.

Donc, I'opérateur d’Alembert chr.inv. *O est la différence entre le
terme caractérisant la non-stationnarité observée du champ et le terme
caractérisant I’inhomogénéité observée du champ. Si le champ électro-
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magnétique est stationnaire et homogene, alors les parties gauches des
équations de d’Alembert (3.74, 3.75) sont égales nuls : le champ ne gé-
nere pas d’ondes électromagnétiques (champ non ondulatoire).

Dans un champ stationnaire inhomogene (*V; # 0, %;—‘3 =0), les équa-
tions d’alembertiennes (3.74, 3.71) décrivent une onde stationnaire

— WV Ve =T +4np, (3.78)
. . Ax .
Y gt = B 2R (3.79)
C

Dans un champ homogene non stationnaire (ou *V; =0, %g #0),

les équations d’alembertiennes décrivent les variations temporelles du
champ dépendant des sources (charge et courant)

1 *0?

> atf =T +4np, (3.80)
1 *0%¢ Y

> aﬂq =B+ (3.81)

Dans un référentiel inertiel (les symboles de Christoffel sont nuls),
d’ou*Vp= 6‘?7"?, et I’équation d’alembertienne scalaire (3.74) devient
1 *82(/7 @ *0290

c2 o Oxi Oxk

=T +4np. (3.82)

Ici, le premier membre prend une forme simplifiée qui facilite gran-
dement son analyse. En physique mathématique, on sait d’apres la théo-
rie des oscillations que dans les équations d’alembertiennes classiques

a? or? Oxi Oxk
le terme a représente la valeur absolue de la 3-vitesse des oscillations
qui s’étalent dans le champ ¢.

En développant les coordonnées spatiales des dérivées chr.inv., nous
pouvons réécrire I’équation des ondes scalaires (3.82)

1( vz)*azgo_ i 9% N 20k o

(3.83)

=(1-= : +
c2 or? Oxiox* 2 —woxkor

o2
1 L0 0p 1
Wk ZE TP okE
2—w  Oxi ot czv g

(3.84)
9
ot

=T +4np,
c
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o1 v = hy v'v, et la dérivée seconde chr.inv. par rapport au temps, s”ex-
prime a I’aide des dérivées usuelles

* 02 1 2 1
0y Iy ow Op (3.85)

2 - > o2 VT 3 e o
ot (1_%) ot 62(1_%)3 ot ot

Nous pouvons voir que le carré de la vitesse linéaire de la rotation
spatiale v* a un effet prépondérant, tandis que le caractére non station-
naire du champ, c’est-a-dire le terme %, n’influence que tres faible-
ment la propagation des ondes. Dans le cas limite ou v — ¢, le d’alem-
bertien se réduit au laplacien et les équations de propagation d’ondes se
réduisent aux équations stationnaires de Laplace.

Aux faibles vitesses de rotation d’espace v < ¢, nous admettrons que
les ondes électromagnétiques observables se propagent a la vitesse de
la lumiere.

Généralement, la valeur absolue de la vitesse observable des ondes

du potentiel électromagnétique scalaire v(,) devient

c

Vi) = —— .
(¥) 2
-2

Il est évident que la grandeur chr.inv. (3.85) qui est 1’accélération
observable du potentiel scalaire ¢, differe substantiellement de son ana-
logue en termes de coordonnées. Plus le potentiel de gravitation est élevé
et plus grande sera la variation temporelle

(3.86)

(3.87)

82_90_(_2)2*6% L owdy
or? c2) 02  2—-w ot O

Dans le cas ultime ol w — ¢? (approchant le collapse gravitationnel
a la surface d’un collapsar), I’accélération observable du potentiel sca-
laire devient infinitésimale, alors que 1’accroissement du potentiel sui-
vant Z—f tend vers 1’infini. Néanmoins, dans les conditions habituelles,

il suffit de soumettre le potentiel % a de 1égeres corrections en matiere
d’accélération et de vitesse d’accroissement du potentiel .

Tout ce que nous avons dit a propos de la grandeur scalaire chr.inv.
62 q[

® 92 *
—gtz"p, est également valable pour le vecteur chr.inv. car l'opéra-

1 *62 *62

o’
teur d’alembertien chr.inv. *O0 = i hik Faig.% differe des fonctions

scalaire et vectorielle correspondantes, uniquement par le second terme
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— Dopérateur laplacien dans lequel les dérivées chr.inv. des grandeurs
scalaires et vectorielles different entre elles, ¢’ est-a-dire

k

= a—;f, Vigk = a_;]i + Ak g, (3.88)

Pour une rotation d’espace et un potentiel de gravitation tous deux

infinitésimaux, le d’alembertien chr.inv. pour le potentiel scalaire se ré-
duit au d’alembertien classique

_1 0’ Py
Y= 2ar " baiaxk
et dans ce cas, les ondes électromagnétiques se propagent a la vitesse de
la lumiére.

Vi

(3.89)

3.5 La force de Lorentz. Le tenseur d’énergie-impulsion

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de déduire les projections
chr.inv. (composantes physiquement observables) de la 4-force résultant
de I'interaction charge électrique/champ électromagnétique dans un es-
pace pseudo-riemannien. Nous résoudrons ce probleme dans les deux
cas précis suivants : a) pour une charge ponctuelle ; b) pour une charge
étendue dans I’espace. En outre, nous pourrons en déduire les projec-
tions du tenseur d’énergie-impulsion pour un champ électromagnétique.

Rappelons que dans un espace euclidien tridimensionnel, le mouve-
ment d’une particule chargée est donné par I’équation vectorielle

d 7] = e -

L eE+Sli:H], (3.90)
dt c

ol p=mil est le 3-vecteur impulsion de la particule et m sa masse re-

lativiste. On reconnait dans le 2¢éme membre de cette équation, la force

de Lorentz. I’ équation qui rend compte de la variation de 1’énergie ci-

nétique (relativiste) de la particule

E=mc*= ——— (3.91)

correspondant au travail de déplacement fourni par le vecteur électrique
du champ dans I’unité de temps, prend alors la forme vectorielle

dE

= = eEil, (3.92)
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ce qui représente aussi le théoreme des forces vives.
Dans le formalisme quadridimensionnel de Minkowski, les équa-
tions (3.90) et (3.92) s’écrivent dans un référentiel galiléen
du® e

dx®
- _ F(}" UO" U(l -
ds c 7 ds

myc (3.93)

Ce sont les équations de Minkowski (F¢; est le tenseur €électroma-
gnétique). La métrique étant ici diagonale (3.5)

[ u? s (dx\* (dy\* (dz\’
ds = cdt l—C—z, u :(E) +(E) + E , (3.94)

et les composantes de la 4-vitesse U“ sont

o__ 1
2
_
J1-5
dx!

- estla 3-vitesse des coordonnées.
Les composantes de la quantité ¢ F-U rapportées au référentiel
galiléen sont

U (3.95)

ouu' =

e Eu

€ 0 770 _
CFGUT=-5 =, (3.96)
-4
. 1 ‘ .
SF_’;, R T — (eE’ + Se’km ukH*m). (3.97)
cq/l - %

Donc, dans ce systeme, les composantes temporelles et spatiales des
équations minkowskiennes (3.93) s’écrivent

dE :

= ek, (3.98)

dp' e : :

7‘; __ (eE’ L8 e’kmukH*m), pi = ma. (3.99)
C

Au signe pres, les équations relativistes coincident avec le théoreme
des forces vives, et les équations du mouvement d’une particule char-
gée en électromagnétique classique (3.90, 391). Notons que cette dif-
férence de signe au deuxieme membre résulte du choix de la signature
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d’espace-temps (+———), signe qui serait différent, en adoptant la signa-
ture (—+++).

Considérons ce probleme dans 1’espace pseudo-riemannien de la
relativité générale. Dans cet espace, les projections chr.inv. du 4-vecteur
impulsion ®* = £ FZ U7 imparti a la particule chargée qui interagit avec
le champ électromagnétique, s’écrivent

o
7= ¢fl” (3.100)
C 900
Bi = gpf‘('r U’ = S(F_"(')U0 +FLUY). (3.101)

Compte tenu des composantes de U“
U= —= U= ——, (3.102)

et des composantes d’un rotationnel arbitraire (2.143-2.150), il vient

0 1 *0qg; ;
T:—;(—?+——q—% i) ; (3.103)
, [ w2 \oxt ¢ ot ¢
C l—c—z
P N KA
2 [i v2 ox c Ot C
A1-% (3.104)
; “0gm  "0qn\ 2¢ i
imykn ik
——|-—=—LA .

La grandeur scalaire chr.inv. 7" au terme —ciz pres, représente le tra-
vail fourni par le champ pour déplacer la charge e. La grandeur vecto-
rielle chr.inv. B' au terme % pres, représente une force agissant sur la
particule par I'intermédiaire du champ électromagnétique, et constitue
la force de Lorentz observable chr.inv.

. . A
O =cB =—¢ (E + - s’k’"H*mvk). (3.105)
c

On remarque que le signe inverse provient du fait que dans I’es-
pace pseudo-riemannien, I’équation quadratique par rapport a j—; pos-
seéde deux racines (1.63). Le signe “plus” de la force de Lorentz rend
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compte de I’orientation du mouvement de la particule vers le futur (par
rapport a I’observateur), tandis que le signe “moins” traduit le mouve-
ment vers le passé.

Dans un référentiel galiléen de I’espace minkowskien, le temps phy-
siquement observable 7 ne peut étre distingué de la coordonnée tempo-
relle r. Manifestement, ce signe alterné ne s’applique plus a la force de
Lorentz (3.99) déduite des équations minkowskiennes.

Si la charge n’est plus ponctuelle mais spatialement étendue, la force
de Lorentz ®% = (CL’F & U des équations minkowskiennes (3.93) doit
&tre remplacée par le 4-vecteur de la densité de force de Lorentz

1
=< FY (3.106)

e

otl la 4-densité de courant j ={cp; j'} est définie par le ler groupe
d’équations de Maxwell (3.51)

c

7 = vV, F*, 3.107
J dn K ( )
Les projections chr.inv. de la densité de force de Lorentz f¢ sont
1 .
o o Lg i (3.108)

V9goo ¢
i i1 i 1 itm .
ff=—|pE +EH'k] =—|pE +28 H.p ji]. (3.109)

Dans un espace euclidien a 3 dimensions les projections sont

1.
«/J;)EZ%ZEEf’ (3.110)
, I
f=pE+—[JH], G.111)

ol g est la densité de puissance calorifique dissipée dans un conducteur.
Nous exprimerons la densité de force de Lorentz (3.106) a I’aide des
équations de Maxwell. Substituant j7 (3.107), il vient

1 . 1
f= E VO']O-= EFVO'V/IFO-’“ =

1 (3.112)
= [V (Fur F*) = F7*Y, Fyr |
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Interchangeant les indices muets u et o, et compte tenu de I’antisy-
métrie du tenseur de Maxwell F,g, on trouve le second tenseur sous la
forme

1
FU#V#FVO' = EFUH<V/1FVU'+V0F#V) =

1 1
= —EFO-’HVVF/‘O—: EFO-‘HVVFO—’U.

(3.113)

Il en résulte pour f, (3.112) et sa composante contravariante

f, = 41—ﬂ v, (—F"‘TFW, + 411 ot F“ﬂFaﬁ), (3.114)
fr= %T v, (—F’”’F,‘;', + % gﬂVF“ﬁFaﬁ). (3.115)

En notant le terme
%T (— FHIF” 4+ i g’”F“’BFaﬁ) =TH, (3.116)

on obtient I’expression
fr=v. . (3.117)

Donc, le 4-vecteur de la densité de force de Lorentz f” est égal
a la divergence d’une certaine quantité 7+, qui représente le tenseur
d’énergie-impulsion du champ électromagnétique. Ce tenseur est symé-
trique T#" = T"", et sa trace est nulle (en se rappelant que la trace du
tenseur métrique fondamental est g, g""= 6, =4)

1 1
Ty =gwT" = (_ FYFuo + 7 9w g™ F "ﬁFaﬁ) -

—i(_FﬂtTF + FPF )—()_
1 uo af

Les projections chr.inv. du tenseur d’énergie-impulsion sont
i
T i<l

g=—, J'= , Uk = 21, (3.119)
goo V900

ou le scalaire chr.inv. g est la densité observable du champ, le vecteur
chr.inv. J' est la densité observable de I’impulsion du champ, et le ten-
seur chr.inv. U est la densité observable du flux d’impulsion. Pour le
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tenseur d’énergie-impulsion du champ électromagnétique (3.116), on
obtient

E? + H*
Ji= S ghmp (3.121)
4

2
Uk = gcnit - :— (E'E* + H'H™Y),  (3.122)
T

ol E* = hy E'EX et H*> = hy H*'H**.

Comparant la formule obtenue pour g (3.120), avec celle de la den-
sité d’énergie du champ électromagnétique en électrodynamique clas-
sique, nous aurons , ,

woErH (3.123)
8
avec E? = (E; E) et H> = (1-7; 1-7) d’ou I’on voit que la grandeur chr.inv.
q est la densité d’énergie observable du champ électrodynamique dans
I’espace pseudo-riemannien.

Comparant la formule obtenue pour le vecteur chr.inv. J/ (3.121)

avec celle du vecteur de Poynting en théorie classique

§=—(E;H), (3.124)

on voit alors clairement que J' est le vecteur de Poynting observable
dans I’espace pseudo-riemannien.

La méme correspondance peut étre établie entre la 3¢me observable
U'* (3.122) et sa grandeur en électrodynamique classique, dans le cadre
de la mécanique des milieux continus, qui définit le 3-tenseur des con-
traintes dans un élément de volume de ce milieu. Par conséquent, U*
est le tenseur des contraintes observable du champ électromagnétique
dans I’espace pseudo-riemannien.

Il est maintenant possible de calculer les identités pour les projec-
tions chr.inv. de la densité de force de Lorentz (3.108, 3.109) en les for-
mulant a 1’aide des composantes chr.inv. du tenseur d’énergie-impulsion
de ce champ (3.120-3.122). A partir de 1’équation f” = V. T, et en uti-
lisant la formule déja écrite pour les composantes chr.inv. de la diver-
gence absolue d’un tenseur symétrique arbitraire de 2éme rang (2.138,
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2.139), on obtient

“9 1 | PR B

a—q+qD+ D;UT+*V,J1 - SFl'=—CEj. (3129)
C

8 k k kY 7i o prik _ k _

—+tDJ +2(Df + A%) T + VU - gF* =

. (3.126)
— _(pEk+ EgklmH*ijm)-

La premiere identité chr.inv. (3.125) montre que si le vecteur obser-
vable de la densité de courant j est orthogonal au vecteur électrique ob-
servable E', le premier membre est nul. Généralement, dans le cas d’une
orientation arbitraire des vecteurs j’ et E', la variation observable de la
densité du champ électromagnétique par rapport au temps (le terme *g_tq)
va dépendre de plusieurs facteurs :

a) La variation du volume d’espace observable balayé par un champ
électromagnétique (terme gD);

b) L'effet des forces de déformations d’espace (terme D;; U i7y:

c) Leffet de la force d’inertie gravitationnelle sur la densité d’impul-
sion du champ électromagnétique (terme F;J);

d) La variation spatiale observable (divergence physique) de la den-
sité d’impulsion du champ électromagnétique (terme Vi Jh);

e) Lagrandeur et ’orientation mutuelle du vecteur densité de courant
Jj I et du vecteur électrique E ! (membre de droite).

La deuxiéme identité chr.inv. (3.126) montre que la variation obser-
vable de la densité d’impulsion du champ électromagnétique par rapport
au temps, *%—{k, dépend des facteurs suivants :

a) La variation du volume d’espace observable balayé par un champ
électromagnétique (le terme DJ*);

b) Les forces de déformation de I’espace et les forces de Coriolis, qui
sont désignées par le terme 2(Dl{c + Akl) Ji;

c) L'effetde laforce d’inertie gravitationnelle sur la densité du champ
électromagnétique observable (le terme g F*);

d) La variation spatiale observable des contraintes du champ électro-
magnétique *V; U ;

e) Leffet de la densité de force de Lorentz observable — le membre
de droite, défini par la quantité f* = — ( pE*+1gkimg; jm).
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Pour conclure, nous envisageons ici un cas particulier, ou le champ
électromagnétique est isotrope. Une définition formelle des champs iso-
tropes construits a partir du tenseur de Maxwell [20], est un ensemble
de deux conditions

FwF" =0,  F,F*™ =0, (3.127)

qui implique que les deux invariants du champ J; = F,, F#*¥ (3.25) et
Jo = F,, F** (3.26) soient nuls. En notations chr.inv., compte tenu de
(3.28), les conditions prennent la forme

E* = H*?, E;H"=0. (3.128)

Dans un espace pseudo-riemannien, nous voyons qu’un champ élec-
tromagnétique est observé comme étant isotrope, si les longueurs obser-
vables des vecteurs champ électrique et champ magnétique sont égales,
tandis que le vecteur de Poynting J* exprimé au moyen de (3.121), s’écrit

Ji= S eMEH,, =0, (3.129)
4r
En termes de composantes chr.inv. du tenseur d’énergie-impulsion
(3.120, 3121), on voit que les conditions obtenues (3.128) impliquent
aussi

J=cq, (3.130)

ot J=VJ2? et J2=hy J'J*. En d’autres termes, la densité de quantité
de mouvement observée J d’un champ électromagnétique isotrope ne
dépend que de la densité de ce champ gq.

3.6 Equations du mouvement d’une particule chargée par la mé-
thode du transport parallele

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’obtenir les équations
du mouvement chr.inv. d’une particule d’épreuve massive chargée et
interagissant avec un champ électromagnétique dans un espace pseudo-
riemannien.”

*. En général, si I’on utilise les méthodes décrites ici, on peut obtenir des équations
du mouvement pour une particule qui ne soit pas une particule d’épreuve : rappelons
qu’une particule d’épreuve est caractérisée par une charge et une masse suffisamment
négligeables pour ne pas influencer les champs électromagnétique et gravitationnel.
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Celles-ci sont les projections chr.inv. des équations traduisant le
transport parallele du 4-vecteur global

0% = P* + 5 A", (3.131)
C

ou P¥ =my % est le 4-vecteur impulsion de la particule, et ou C%A" est
un supplément d’impulsion dii a I’interaction particule chargée/champ
électromagnétique, qui rend le mouvement de celle-ci non géodésique.
Etant donné I’énoncé du probleéme, le transport parallele d’une superpo-
sition de I’'impulsion non géodésique de la particule et le vecteur dévié

est aussi géodésique, selon

dx”
ds

d e . . e
—(P"+ —2A’)+F;V(P"+ C—ZA")

=0. 3.132
ds c ( )

Par définition, une ligne géodésique est dite ligne de direction con-
stante, dont le vecteur tangent en chaque point de celle-ci, restera tan-
gent le long de la ligne qui est soumise au transport parallele [9].

Les équations du mouvement peuvent s’obtenir d’une maniere diffé-
rente, plus précisément en considérant un mouvement le long d’une li-
gne extrémale, par application du principe de moindre action. Les lignes
extrémales sont aussi des lignes de direction constante. Par contre, dans
des espaces non métriques par exemple, les longueurs ne sont pas dé-
finissables en catégories. De ce fait, les lignes extrémales ne sont ja-
mais définies et le principe de moindre action ne peut plus étre appli-
qué. Néanmoins, dans un espace non métrique, on peut toujours définir
des lignes de direction constante dont le parameétre de dérivation est non
nul. Il en résulte que dans les espaces métriques qui englobent les es-
paces riemanniens, les lignes extrémales ne sont simplement qu’un cas
particulier des lignes de direction constante.

11 existe également une autre approche du mouvement des particules dans 1’espace
pseudo-riemannien. Elle est basée sur 1’élastodynamique du continuum espace-temps
une extension de la relativité générale, qui a été introduite il y a une dizaine d’an-
nées par Pierre A. Millette sur la base de I’analyse de la déformation de I’espace-temps
en termes de la mécanique des milieux continus. En particulier, il a démontré que le
corps massif lui-méme fait partie du tissu de 1’espace-temps en rotation. Voir son ar-
ticle détaillé et sa monographie ultérieure sur le sujet : Millette P. A. Elastodynamics
of the spacetime continuum. The Abraham Zelmanov Journal, 2012, vol. 5, 221-277.
Millette P. A. Elastodynamics of the Spacetime Continuum. The 2nd expanded edition,
American Research Press, Rehoboth (New Mexico), 2019, 415 pages.
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En accord avec les formules générales (voir chapitre 2), les projec-
tions chr.inv. des équations du transport parallele (3.132) ont la forme

dp 1 dr dx
— + - —F-~’— D =0 3.133
ds + ( q ds + qu ds ) B ( )
g (@ dx* d
di+(£di+r}de)(D’ + A} )
§oAeas s 0 g (3.134)
90 T i am X
-= +ALG"— =0,
c ds q ds

ou I’intervalle d’espace-temps ds est ici le parametre de dérivation le
long de la trajectoire, @ et ¢' étant les projections chr.inv. du vecteur
dynamique Q¢ (3.131) de cette particule

- Qo 1
= b, 0" = =0 ( 0+—Ao) (3.135)
o V9goo  V9oo
g =H,0"=0 =P+ Al (3.136)
c
Les projections chr.inv. du vecteur impulsion sont
Py A T
=+m, P'=—mv'=-p', (3.137)
V900 c ¢ b

ou le “plus” va représenter les mouvements vers le futur, tandis que le
“moins” apparait si la particule retourne vers le passé, et ou p' = mifT
est le 3-vecteur impulsion chr.inv. de la particule. Quant aux projections

chr.inv. de I’impulsion supplémentaire C%A" , elles s’écrivent

e Ay e e ; e
Va2 atTat (3.138)

oll ¢ est le potentiel scalaire et ¢’ est le potentiel vecteur inhérents au
champ électromagnétique — ceux-ci sont les composantes chr.inv. du
4-potentiel A* (3.8). Les quantités @ (3.135) et g* (3.136), qui sont les
projections chr.inv. du vecteur global Q¢, prennent alors la forme

¢=im+%¢, (3.139)
C

oL e
g :-(p +—2q). (3.140)
C C
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Substituons 2 présent les quantités ¢ et ' dans les formules géné-
rales des équations du mouvement chr.inv. (3.133, 3.134). En déplacant
a droite les termes qui caractérisent I’interaction, nous parvenons aux
équations chr.inv. du mouvement pour la particule chargée associée a
notre Univers (particule se déplagant vers le futur par rapport a un ob-
servateur usuel)

dm m ;om ik e dyp

E‘;FiVZ‘FgDikVIV =—C—2E+—(Fiqi—l)ikquk)’ (3.141)
d i
(mv) F’+2m(D’+A )V +mAlkv vk =
dr s o (3.142)
) S . -
=S (B gt (i al) + LS a g

Dans I’Univers miroir, les équations pour la particule correspon-
dante se déplacant vers le passé par rapport a ’observateur, s’écrivent
comme suit

dm m m - edp e ; ;
T g Dt =g g 5 (A - Dedv). 014
d(mvi : :

(mv') +mF’+mA;kV”Vk =

T 1 (3.144)

e q @k i . €Y i € i nk

==L (B or e al) ¢ T Saa

Ainsi que nous le constatons, le membre de gauche des équations
coincide formellement avec celui des équations chr.inv. du mouvement
de cette particule, a condition que celle-ci soit libre. La seule différence
est la présence dans I’équation, de termes qui traduisent un mouvement
non géodésique.

Par conséquent, ici les membres de droite sont non nuls : ils rendent
compte de I’effet que produit le champ électromagnétique sur la parti-
cule, lui-mé&me également soumis aux propriétés physiques et géomé-
triques (les grandeurs F', Ay, Dy, A; ). Si la particule est €lectrique-
ment neutre, c’est-a-dire que sa charge électrique est nulle, e =0, les
membres de droite s’annulent tous, et les équations coincident alors avec
les équations chr.inv. du mouvement d’une particule massive libre (voir
formules 1.59, 1.60, et aussi 1.64, 1.65). Examinons les membres de
droite en détail.
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Les équations obtenues sont absolument symétriques par rapport
aux mouvements vers le futur ou vers le passé, et elles changent de signe
des que le signe des charges s’inverse.

Notons T les membres de droite des équations scalaires du mouve-
ment (3.141, 3.143). Notons M' les membres de droite des équations
vectorielles du mouvement (3.142, 3.144).

En utilisant les formules du vecteur champ électrique covariant E;
(3.14), on peut représenter T de la fagon suivante

dop Top 10

o= o G149
e . e "0p

T=-aEv-a%
¢ (04, el w (3.146)
*:a( 3t ‘kaqk)V’%—s(‘J"ZV’)”

Substituons cette formule dans (3.141-3.143), et multipliant les ré-
sultats par ¢, on obtient I’équation pour I’énergie relativiste E = +mc>
de la particule chargée qui se déplace vers le futur ou vers le passé

dE ) ) ‘ *0
= —mEV +mDy vk = —eE;vi— e (’0+
dr ot
e (*dq; e . . (3.147)
- (—1 - Diqu)Vl + - (Cll - —Vl)Fi,
c\ ot c c
dE » . . *0
—— —mFV +mDyvivk = —eE;vi— e "0+
dr ot
*9 . (3.148)
e (*0qi K i, (i ¥ _i
e B N Vg I
c\ ot c c

ol e E; V' ici est le travail effectué par la composante électrique du champ
pour déplacer la particule dans I’unité de temps.

Les équations scalaires chr.inv. du mouvement d’une particule char-
gée (3.147, 3.148) forment le théoréme des forces vives sous forme chr.
inv. dans I’espace pseudo-riemannien. Dans un référentiel galiléen, il
est facile de voir que 1’équation scalaire de la particule se déplacant
vers le futur (3.147), coincide avec la composante temporelle des équa-
tions minkowskiennes (3.98). Dans un espace euclidien tridimension-
nel, I’équation (3.147) se confond avec le théoréme des forces vives de
I’électrodynamique classique qui est % =eEil (3.92).
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Examinons a présent les termes de droite des équations vectorielles
chr.inv. (3.142, 3.144), que nous noterons M‘. Comme
d qi *O qi ' ) qi
= = +v , 3.149
dr ot Oxk ( )

et compte tenu de ‘9'1 = -2D (1.40)

*aql *a

= —(h*q,) = —2D! g + h'* £ 3.150
o = o (M) K4 ot (3-150)
M prend alors la forme
) o .
M = hzk qk 6‘120( t+Aszk) + EAlqu-{—
c ot c c
(3.151)

ek _¢ iek*aqeink
*z(‘l‘zV)D ok o SV

A I’aide des formules des E’ (3.11) et H* (3.12), on peut écrire les
deux premiers termes de M’ (3.151) et le troisiéme terme, comme suit

5qk ey ; % Op
h”‘ F'=—¢E' +eh™ —,
ot (32 ¢ ¢ Ox

P pity, = £ pimgn (0dm 0} € g, (353
c? 2¢

(3.152)

Sachant que H tk = gmikg  (3.56), on obtient

ey

k. _ € i . ik
2 Avy = 7% A" (— - —) ~ 52 " Hnvi, (3.154)

. 1.
M=—ec (E’ +— g’k’"ka*m) + ¢ (qk L ")D’
2c c c

+ hzk a(?:)z + CAtk % himvk (% _ %) — (3 155)

et la somme des trois derniers termes dans M* est

£ himyk (*aqm *a(]k) € vk *8qi € \i nyk

ko m| - . k
2¢ Ox Ox c  Ox c (3.156)

e ... *0qc e ,*0q e

2¢" Y aem T 2¢ Y 9xk  2¢ oxn
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Les équations vectorielles chr.inv. du mouvement (3.142, 3.144) au
futur et au passé respectivement sont

d(mv') ‘ ik , .
pm —mF’+2m(D}(+Ak’.)v +mA, V'V =
1.
= —E(El + 2_ ElkakH*m) +
c
; (3.157a)
e @ k) i ik Op ik
+-(g"—=Vv"|D, +eh" — +-A
c(q cV kT Oxk K
_ ihlm *aqk _ ivk *aqi _ i im ngk “Ohyan
2¢ Koxm T 2¢ axk 2c ox"
i
d(my’) +mF! +mA;kVnd =
-
A
= —E(El + 2_81kakH*m) +
c
. o _ 00 e (3.157b)
+ —(qk - —Vk)D;{ +eh* — + — Akg, —
c c oxk ¢
e . *ﬁqk e k*aqi e . i« Ohyy
_ hlm _+r _ - _ hlm n o
2¢ K oxm ZCV oxk  2c v ox"

Remarquons ici que le premier terme —e (E T 2 gfhmy, H*m) pré-
sent dans les membres de droite, differe de la force de Lorentz chr.inv.
qui est ' = —¢ (E i+l aik’”ka*m), par le coefficient % devant le terme
se rapportant a la composante magnétique de la force. Cette circonstance
est d’autant plus surprenante que les équations usuelles du mouvement
d’une particule chargée et qui correspondent aux équations tridimen-
sionnelles des équations covariantes, contiennent la force de Lorentz
dans sa forme intégrale. Au §3.9, nous mettrons en évidence la struc-
ture détaillée du potentiel électromagnétique A%, d’ou ’on déduira que
des termes supplémentaires dans M’ compensent le coefficient 1, pour
ne restituer que 1’expression stricte de la force de Lorentz.

3.7 Equations du mouvement déduites par la méthode du principe
de moindre action en tant que cas particulier des équations
précédentes

Nous nous proposons ici de déduire les équations chr.inv. du mou-
vement d’une particule massive chargée a partir du principe de moindre
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action. On sait que le principe variationnel stipule qu’une action S qui
déplace une particule le long de la trajectoire la plus courte est mini-
male, ¢’est-a-dire que sa variation est nulle

b
6f ds =0. (3.158)

Par suite, les équations dynamiques obtenues a partir de ce principe
sont les équations des lignes les plus courtes.

L’action élémentaire des champs gravitationnel et électromagné-
tique qui déplace une particule chargée au cours d’un intervalle d’es-
pace-temps ds, s’écrit [10]

dS = —mgcds — £ Ay dx®. (3.159)
C

On voit que cette expression ne s’ applique que pour des particules
qui se déplacent le long de trajectoires non isotropes (ds # 0). Par contre,
la méthode du transport parallele s’applique indifféremment aux deux
catégories de trajectoires, c’est-a-dire non isotrope (ds # 0) et isotrope
(ds =0). En outre, ladite méthode s’applique aussi aux géométries non
métriques, et en particulier, elle permet d’obtenir les équations dyna-
miques dans un espace totalement dégénéré (zéro-espace). Les équa-
tions déduites du principe de moindre action apparaissent ainsi comme
un cas tres particulier de celui des lignes de direction constante, cas qui
résulte du transport parallele.

Revenons une fois encore au principe de moindre action (3.158).
Appliqué a notre particule chargée, celui-ci s’écrit

b b be
6[ ds = —6f mocds—éf EAadx“ =0, (3.160)

ol le premier terme est

b b
—6f mocds = —f moc DU, 6x" =
a a (3.161)

b
= f myc (dUC,ds —To v U”dx”) ox”.
a

Représentons la variation de la seconde intégrale a partir de la for-
mule initiale (3.160) en I’exprimant par la somme

e b e b b
- —6f Agdx® = ——(f SA,dx” +f Aadéx“). (3.162)
C a c a a
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Intégrons maintenant le second terme, il vient

b b
f A,dox® = A, 6x%
a a

Ici, le premier terme est nul, lorsque 1’intégrale est variée aux fron-
tieres des coordonnées. Notant que la variation d’un vecteur covariant
quelconque s’exprime par

b
—f dAq 6x“. (3.163)

_0Ay 4 _0A,
0Aqy = TP ox”, dAy = i dxP, (3.164)
on obtient la variation de la partie électrique de 1’action
b
_e o__¢ ([0 jasp_0has 0 p
céL Ay dx® = f (6x/5d ox s ox“dx”]. (3.165)

Transposant les indices libres @ et 8 dans le premier terme de cette
formule, et compte tenu de la variation de la partie gravitationnelle de
P’action (3.161), on parvient a écrire la variation de I’action globale
(3.160) sous la forme

b b
s f ds = f [moc(dua—ra,,wUﬂde)— ¢ (,deﬁ]ax", (3.166)
a a c

ou Fup = aA £ — ‘;Aﬁ est le tenseur de Maxwell et U = d; est la vitesse
quadridimensionnelle de la particule. Les 6x® étant arbitraires, I’ expres-
sion sous le signe somme est toujours nulle. Par suite, on parvient aux
équations covariantes du mouvement de la particule chargée (indice in-

férieur)

dU, e
moc( ds“ —ra,,,VUﬂUV):E ws UP, (3.167)

ou en élevant I’indice «, on obtient les équations contravariantes

du“? e ..
moc( — +rngﬂUV):zFf;Uﬂ. (3.168)

Ces dernieres équations constituent les équations minkowskiennes
(3.93) dans I’espace pseudo-riemannien. Dans 1’espace de Minkowski
rapporté a un référentiel galiléen (relativité restreinte), les équations dé-
duites se confondent avec les équations minkowskiennes (3.93).
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Par conséquent, les projections chr.inv. des équations obtenues
(3.168), peuvent étre appelées les équations minkowskiennes chr.inv.
de I’espace pseudo-riemannien. Pour une charge associée a notre Uni-
vers (se déplagant vers le futur), les équations minkowskiennes chr.inv.
s’écriront

dE

- mEv + mDyvivk = —eE;v', (3.169)
d(mvi) . . ik . r
y -mF! +2m(D,’<+Ak’.)V +mA VIV =

C

) (3.170)

1
= —e(E’ + =~ &*my, H,,,

et pour la particule correspondante de 1’Univers miroir (se déplacant
vers le passé)

dE . . ;
- —mEv mDyv'vk = —eE;v', (3.171)
-
d(mv' 4 . 1.
(Z:_V ) +mF' + mA;lkVnd = —e(E’ + . s’kakH*m). (3.172)

Les équations scalaires du mouvement chr.inv. exprimées dans notre
Univers ou dans 1’Univers miroir, représentent le théoréme des forces
vives. Les membres de droite des équations vectorielles chr.inv. repré-
sentent la force de Lorentz chr.inv. dans 1’espace pseudo-riemannien.
Par rapport a un référentiel galiléen de 1’espace de Minkowski, il est
facile de voir que les équations obtenues s’identifient au théoreme usuel
des forces vives (3.92), ainsi qu’aux équations tridimensionnelles du
mouvement (3.90) de I’électrodynamique classique.

Les termes de droite des équations (3.169-3.172), obtenues a partir
du principe de moindre action, sont différents des termes de droite des
équations (3.146-3.147, 3.157) déduites de la méthode du transport pa-
rallele. Cette différence est due a I’absence dans (3.169-3.172) de cer-
tains termes qui caractérisent la structure du champ électromagnétique
et de I’espace. Cependant, comme indiqué plus haut, les lignes les plus
courtes ne sont qu'un cas particulier des lignes de direction constante
définies par transport parallele. Par suite, il n’est pas surprenant de trou-
ver dans les équations déduites du transport parallele, des termes sup-
plémentaires relatifs a la structure du champ et de I’espace.
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3.8 La structure géométrique du potentiel électromagnétique

Dans ce paragraphe, nous allons définir la structure d’un potentiel
électromagnétique A%, sous I'influence duquel le vecteur global de la
particule chargée, Q¢ = P* + C%A“ demeure inchangé lors de son trans-
port parallele au sens de Levi-Civita (on envisage un espace pseudo-
riemannien).

Ainsi que nous le savons, le transport parallele de Levi-Civita con-
serve la longueur de tout vecteur Q% transporté et valide la condition
Q. Q% =const. Dans 1’espace pseudo-riemannien de dimension n, le
carré de la longueur d’un vecteur a n dimensions est invariant, propriété
évidemment vérifiée dans tout autre systeme de référence, et en par-
ticulier dans le référentiel d’accompagnement du corps physique. Par
conséquent, nous pouvons analyser la condition Q, Q% = const, en la
formulant au moyen de quantités observables dans ce référentiel d’ac-
compagnement, c’est-a-dire sous forme chr.inv.

Les composantes du vecteur Q% dans le référentiel d’accompagne-

ment sont
00 = (1 _ Ez)(im %) (3.173)
C C
0 1 ep) 1 i, €
Q"= —— |(zm+£)+ Su(mvi+ 24)|. a7
1— ¥ C C Cc
1 e 1 ey
Qi:_z(mvi+EQi)_Z(im+c_z)vi’ (3.175)
o1y .
0 = —(mv’ 4 fqt), (3.176)
C C

et son carré

e? 2 1
0, 0" =mj+ = (¢ —q,q)+$(+¢——v,q) (3.177)

Partant, on voit clairement que le carré du vecteur global de la par-
ticule chargée peut se diviser en plusieurs quantités :
a) Le carré de la 4-impulsion de la particule F, P% = m(z) ;
b) Le carré de la 4-impulsion supplémentaire § A qui est communi-
quée par I’action du champ électromagnétique (le second terme);
c) Le terme % (xo-— %Viqi), qui décrit I’interaction entre la masse
m de la particule et sa charge électrique e.
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Dans la formule se rapportant a Q, Q% (3.177), le premier terme mg
reste inchangé. Nous proposons donc d’attribuer au potentiel vecteur, la
structure suivante
¢ =2y (3.178)
c

Dans ce cas,” le second terme de (3.177) s’écrit

2

2.2 2
S AT = =L (1 - Z_Z) (3.179)

Transformant le troisieme terme de la méme facon, on obtient le
carré du vecteur Q% (3.177) sous la forme

2.2 2 2

. ) e v 2mge v

=my+—|1-=|+—— 1-—. 3.180

QQ’ Q 0 C4 ( C2 ) C2 90 C2 ( )

Puis, introduisant la notation suivante pour le potentiel scalaire du

champ

o= (3.181)
v2
Vi &
on peut représenter la formule obtenue (3.180) comme suit
2,2
e 2
0,0% = m(z) + # + m = const. (3.182)
¢ c

La longueur du vecteur global Q% demeure donc inchangée lors de
son transport parallele, si les potentiels observables du champ ¢ et ¢',
sont reliés au 4-potentiel A%, selon

Ag ) i i P
V900 ll_z_i ¢

Dans ce cas, pour le vecteur C%A“, qui caractérise 1’interaction par-
ticule chargée/champ électromagnétique, on aura

e Ay ey e ey v

_ 1

il = , = —"—.
2 \Jgo 212 c2 3 v
2 2

*. On peut résoudre le méme probléme en supposant que g’ = + fvi . Cependant,
il est facile de voir que seules les valeurs positives de g’ = %V; ont un sens, car par
définition, le temps physique observable 7 de I’observateur s’écoule du passé vers le
futur, et donc I'intervalle de temps physiquement observable 7 est toujours positif.

(3.184)
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Les dimensions des vecteurs — SA%et PY= mo " dans les syst®mes
d’unités de Gauss et CGSE sont les mémes pour la masse m [gram].

L’examen des projections chr.inv. des deux vecteurs, permet de com-
parer avec une expression similaire pour la masse relativiste m, inter-
agissant avec la charge de la particule et dont I’expression est

Zo (3.185)
N
2

ou ey est1’énergie potentielle de la particule se déplacant dans un champ
électromagnétique 2 la vitesse observable vi = % (particule au repos
par rapport a ’observateur et son corps physique de référence). Classi-
quement, le potentiel scalaire ¢ est I’énergie potentielle de la particule,
divisée par I’unité de charge. Donc, ey est [’énergie potentielle relati-
viste de la particule de charge e dans le champ électromagnétique.

Considérant E = mc? et W = e, on parvient 4 la méme conclusion.
La quantité ~ LA wo est une grandeur electromagnethue analogue a la
masse au repos mo, et la quantité chr.inv. £ A’ = £ v/ est similaire au
vecteur d’impulsion chr.inv. p’ =mv'. Lorsque la partlcule est au repos
par rapport au champ, sa projection sur la section spatiale de 1’observa-
teur (le vecteur chr.inv.) est nulle, et seule la projection temporelle (éner-
gie potentielle au repos egg) est observable. Si la particule se déplace
dans le champ a la vitesse v', ses projections observables seront consti-
tuées par 1’énergie potentielle relativiste e, et la 3-impulsion i—‘f vi.

Apres obtention des projections chr.inv. du vecteur C%A“, calculées
pour la structure (3.183), le vecteur A® peut étre rétabli sous sa forme
généralement covariante. Tenant compte de ses composantes spatiales

. . . d i d i
A=g=%vi=—2 T 52 (186
c v2 dt ds
c+ll — -
C
on obtient la notation covariante désirée pour A*
dx® e ey dx®
¢ =pg—, A= ——. 3.187
0 ds c? 2 ds ( )

Parallélement, si on prend les projections chr.inv. de A* (3.187)

U 2
V900 -2
2

. Al=gi=%yi (3.188)
C
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on voit apparaitre des signes alternés dans les projections chr.inv., a I’in-
verse de la formule initiale (3.189). Quelle est alors la signification de
cette différence de signe entre la composante ¢ du 4-vecteur A® (3.187),
et celle de la composante scalaire observable ? On peut répondre a cette
question en observant que dans le premier cas, ¢ et ¢’ sont calculés a
partir de la regle générale de construction des quantités chr.inv., mais ici,
ces potentiels ne sont pas suffisamment définis, car la structure du vec-
teur projeté A® n’est pas connue. Les formules décrivant les projections
temporelles et spatiales (3.183) ne contiennent en effet que les sym-
boles ¢ et ¢', qui ne nous informent pas sur leur structure. Au contraire,
dans les formules (3.188), ces mémes quantités ¢ et ¢’ sont déterminées
en appliquant les formules ¢ = /goo A? + %Ai et ¢' = A’, a I’aide des
composantes A et A’ déja écrites. Dans le second cas, la quantité +¢ se
déduit du calcul et détermine la formule spécifique

o=+ (3.189)

Par conséquent, les projections chr.inv. calculées pour le vecteur
< A® auront la forme

e A e e € 4i_ 9P i
S0 o T S 3190)
% Vg0 c? afi-e @ ¢

6‘2

ou le “plus” indique que la particule est située dans notre Univers et se
déplace du passé vers le futur, tandis que le “moins” traduit la situa-
tion de la particule dans I’Univers miroir, s’éloignant vers le passé par
rapport a nous. Le carré de la longueur du vecteur est

&2 22 ( Vz) 62"03

a __ — —
C—4A(,A = = = const. (3.191)

2 2 2

La longueur du vecteur C%A“ est réelle pour v> < ¢2, nulle si v2 = ¢

et imaginaire pour v > ¢?. Nous limiterons néanmoins notre étude au
cas du vecteur réel (vitesses subluminiques), les particules chargées du
genre temps ou supraluminiques étant impossibles a définir.
Examinant les formules P =my ”%:, et C%A“ = ec# ddi:, on voit que
les deux vecteurs sont colinéaires et donc tangents a la méme trajectoire

isotrope paramétrisée par ds. Dans ce cas, le 4-vecteur impulsion P®



106 Chapitre 3 Particules chargées dans I’espace pseudo-riemannien

de la particule est colinéaire au champ électromagnétique, de sorte que
cette particule se déplace le long de ce champ.

Envisageons maintenant le cas général ou les vecteurs ne sont pas
colinéaires. A partir du carré du vecteur global Q, Q% (3.177), on voit
que le 3eme terme est le produit scalaire double des vecteurs P et C% A,
Le transport parallele des vecteurs préserve leur produit scalaire

D(P,A%) = A”DP, + P,DA® =0, (3.192)
nous aurons donc
2 2 1 -
Zpar="0 (itp - - Vl-ql) = const, (3.193)
c c

c’est-a-dire que le produit scalaire de P et L% A® demeure inchangé. Par
suite, les longueurs des deux vecteurs demeurent également inchangées.
En particulier, nous avons

Ao AY = @ — giq' = const. (3.194)

Il est bien connu que le produit scalaire de deux vecteurs est le pro-
duit de leur longueur multiplié par le cosinus de I’angle qu’ils forment.
Par conséquent, le transport parallele préserve également 1’angle des
vecteurs transportés

P A(I
cos (PY;AY) = ———=———— = const. (3.195)

mo\e? = qiq'
Compte tenu de la formule pour la masse relativiste m, on peut ré-
écrire la condition (3.193), comme

2e 2mygye %) 2mge v,'qi

2 2
C 2 C 2
Ji-4 cy1-%
C C

ou comme la relation entre les potentiels scalaire et vectoriel

L9 vid
2 2
Ji-z eyi-x
Par exemple, on peut trouver la relation entre les potentiels ¢ et g/,

pour le cas ol le vecteur impulsion P de la particule est orthogonal &
I’impulsion supplémentaire C%A“ du champ électromagnétique.

= const, (3.196)

= const. 3.197)
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Le transport parallele préservant 1’angle des vecteurs transportés
(3.195), le cosinus correspondant est nul, et donc

1
PaA“:igJ—Eviql =0. (3.198)

Par conséquent, si la particule se déplace dans le champ électromag-
nétique de telle facon que les vecteurs P® et A® sont orthogonaux, le
potentiel scalaire du champ se réduit a

1.
o =%-vig!, (3.199)

c’est-a-dire que c’est le produit scalaire de la vitesse observable v/ de la
particule, et du potentiel vectoriel spatial observable ¢g'.

Nous allons maintenant trouver la formule du carré du vecteur glo-
bal Q%, en supposant que la structure du potentiel électromagnétique est
décrite par A® = g % (3.187), d’otr il découle que le vecteur du champ
A? est colinéaire au vecteur impulsion P“ de la particule. Alors

2 2 2
0,0% = m? — ’:—2 vivi+ i—4(<p2 - q,-qi) = mg + %go%. (3.200)

Multipliant ensuite chaque membre de 1’équation par c¢*, et notant
I’énergie relativiste de la particule E = mc?, on obtient

E? - C2p2 + ezgoz - ezq,-qi = E(Z) + 6290(2). (3.201)

3.9 Les équations minkowskiennes comme cas particulier

Au paragraphe §3.6, nous avons considéré une particule massive
chargée dont le mouvement dans un espace pseudo-riemannien a été
déduit par la méthode du transport paralleéle. Nous avons ainsi obtenu
les projections chr.inv. des équations covariantes du mouvement.

Dans un repere galiléen, leur projection temporelle chr.inv. (3.147)
coincide avec leur composante temporelle déduite des équations min-
kowskiennes (3.98), et ces équations représentent alors le théoreme des
forces vives de 1’électrodynamique classique (3.92) dans le 3-espace
euclidien. Cependant, les membres de droite des projections spatiales
chr.inv. contiennent le terme chr.inv. —e (E s % gtkmy, H*m), au lieu de
la force de Lorentz chr.inv. & = —e (E Ly % gkmy, H*m), ainsi que de tres
nombreux termes supplémentaires qui dépendent des caractéristiques
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observables du champ électromagnétique actif, et de 1’espace méme.
Par conséquent, le principe de correspondance entre les projections spa-
tiales chr.inv. et les équations tridimensionnelles, s’ établit ici de maniere
non triviale.

D’un autre c6té, les équations des lignes de direction constante obte-
nues au moyen du transport parallele dans un espace pseudo-riemannien
est un cas plus général des lignes extrémales déduites de la méthode du
principe de moindre action. Les équations du mouvement obtenues a
partir de ce principe (§3.7) possedent une structure qui coincide avec
celle des équations minkowskiennes. Nous pouvons donc supposer que
les projections chr.inv. des équations du mouvement (§3.6) ont bien un
caractere plus général. Dans un cas particulier, elles peuvent étre iden-
tifiées aux projections chr.inv. des équations du mouvement, obtenues a
partir du principe de moindre action (§3.7).

Pour trouver les conditions qui conduisent a cette possibilité, nous
allons considérer les projections chr.inv. des équations du mouvement
(3.157) qui contiennent les termes interdisant la concordance avec la
force de Lorentz. Pour la commodité de 1’analyse, nous noterons M’
I’ensemble des termes de droite (3.157). Substituant le champ magné-
tique H i (3.12) dans le terme i—fAika de M, celui-ci s’ écrit

ep O éqn)_ Loy v, (3.202)
= 2c

ik, _ € rimon

ATVie= 5 i (axn " o
ot e*™mH,, = H*. A présent, on substitue les composantes chr.inv. du
potentiel électromagnétique A%, comme cela a été fait pour (3.188) dans
(3.157). Avec ce potentiel, le vecteur C%A“ de I’impulsion supplémen-
taire communiquée a la particule chargée par le champ électromagné-
tique, est tangent a la trajectoire de la particule.

Appliquant maintenant la premiére formule ¢, = % Vi, ON trouve que
I’expression de droite ne dépend que du potentiel scalaire du champ

. R
M :—e(E’+—g’k’"ka*m)+
C

2\ * * 2
ie(p V|00  ew w0 (v
+ eh (1 c2)axk+ > h 6x’<(1 cz).

(3.203)

Substituant la formule relativiste du potentiel scalaire ¢ (3.181) dans
cette dernicre équation, on voit que la somme des deux derniers termes
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de 1a formule de M’ (3.203) est nulle

ep i 0 v w0 v2
-—h—\1-— h 1-—]=0 3.204
2 Oxk ( cz) 27 oxk ( c? - )

M’ se présente donc sous la forme de la force de Lorentz chr.inv.

Ml':—e(E"+
C

L gitmy, H*m) . (3.205)
ce que nous voulions démontrer.

Nous nous proposons maintenant d’étudier 1’expression ¢>T de
I’équation scalaire du mouvement chr.inv. (3.147), sous la condition
que le vecteur A* posséde la structure décrite précédemment, et soit
en méme temps tangent a la trajectoire de la particule.

Insérons les projections chr.inv. ¢ et ¢’ du vecteur A ainsi défini
dans (3.146), la quantité ¢>T prend alors la forme

*a e *a
, ) vk (3.206)
* ¢ v & ey * A%

= eE,Vl 6;(1—2)"’ > leVlV +C_2vk ot

Substituant ensuite la définition relativiste de ¢ (3.181) dans la pre-
miere dérivée puis rétablissant cette valeur apres dérivation, on obtient
finalement le résultat suivant

. ep 0 . e . e vk
AT = —eEjvi - . hix vivE) + —¢Dikv’vk + —‘pvk— =
c? ot c? c?

2¢2 0 ot
: i eg ("Ohi ;& *ovk
= — eE,-V‘ - 2—62 ( ot vivE + 2Vk o + (3207)
* k
ey ik ey ov" i
+C—2Dikvlv +?Vk 5 =—¢eE;V',

compte tenu de la définition du tenseur des déformations d’espace Dj
(1.40), ot 2% =2 Dy

Par consequent I’utilisation de la méthode du transport parallele
conduit a la conclusion suivante : dans un espace pseudo-riemannien,
les équations du mouvement d’une particule chargée coincident avec
celles déduites du principe de moindre action dans le cas particulier ou :
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a) Le potentiel du champ électromagnétique A® possede la structure
A = g 5= (3.187);

b) Le potentiel du champ électromagnétique A® est tangent a la tra-
jectoire quadridimensionnelle de la particule.

Il en résulte que dans I’espace de Minkowski rapporté a un repere
galiléen, pour un tel potentiel électromagnétique, les équations dyna-
miques chr.inv. ainsi déduites, coincident formellement avec 1’expres-
sion du théoreme des forces vives (équations scalaires du mouvement
chr. inv.) et avec les équations minkowskiennes de 1’électrodynamique
classique (équations vectorielles chr.inv.) décrites dans le 3-espace eu-
clidien.

Il convient de noter que du point de vue dynamique, cette circons-
tance illustre & nouveau le fait que les lignes extrémales déduites du
principe de moindre action, ne sont qu’un cas particulier des lignes de
direction constante qui résultent de la méthode du transport parallele.

3.10 Structure de I’espace empli d’un champ électromagnétique
stationnaire

Il est évident qu’en attribuant une structure particuliere aux champs
électromagnétiques, on impose certaines limites aux mouvements des
charges, qui a leur tour exercent certaines contraintes sur la structure de
I’espace pseudo-riemannien dans lequel elles se déplacent. Nous nous
proposons de définir la structure de cet espace qui puisse permettre a
la particule chargée de se mouvoir dans un champ électromagnétique
stationnaire.

Dans notre Univers, les équations du mouvement chr.inv. d’une par-
ticule massive chargée, ont la forme

dE . . d .
& mEv +mDyvivk = —e £ 4 & (Fq -~ Dugvt),  (3.208)
dr dr
d(mv' . S .

(mv') -mF'+ Zm(D,i +AZ_)Vk +mA;1kVnd =

dr d (3.209)
__t99 _¢(¥ i eP i € i ok

o ocdr c(cv+q)(D +A)+62F CAnqu'

Etant donné que le champ électromagnétique est stationnaire, les
potentiels du champ ¢ et ¢* ne dépendent que des coordonnées spatiales.
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, inv. du ur du S -
Dans ce cas, les composantes chr.inv. du tenseur du champ électroma
gnétique s’écrivent

_T0p @ Oy 0 w

Ei= g ah=gnmegan(i-5) (3.210)
R 1 . (9gm  Ogu 2

HY = 2 6" Hyy = 5 ™ (—ai’:j - —85,’; - —‘pAmn) (3.211)

A ce stade, nous parvenons aux limites de la métrique spatiale impo-
sées par le caractere stationnaire du champ électromagnétique qui agit
dans I’espace.

Les formules pour E; et H*, ainsi que les dérivées chr.inv. des po-
tentiels scalaire et vectoriel incluent déja les propriétés de I’espace, a
savoir le vecteur chr.inv. de la force d’inertie gravitationnelle F;, et le
tenseur chr.inv. de non holonomicité d’espace Aj. Dans les champs élec-
tromagnétiques stationnaires, les propriétés de 1’espace ainsi défini sont
manifestement aussi stationnaires

* ] * i % . * ik
8171:0’ oF _o0. aA’k:O, 0A
ot ot ot ot

=0. (3.212)

A partir de ces définitions, on voit que les quantités F; et Ay sont
stationnaires (indépendantes du temps), si la vitesse linéaire de rotation
d’espace est également stationnaire ‘9;' = 0. Donc, cette derniere condi-
tion %U’ =0, a savoir rotation d’espace stationnaire, réduit la dérivée spa-
tiale chr.inv. a la dérivée spatiale ordinaire

* *
—a.:i—i—azi. (3.213)
oxt Oxt 2ot Ox

Etant donné que la dérivée chr.inv. par rapport au temps ne differe de
la dérivée ordinaire que par le multlphcateur = (1 - —) 0? la dérivée
temporelle usuelle d’une grandeur statlonnalre est également nulle.

Pour le tenseur des déformations d’espace Dj, exprimé dans une
rotation spatiale stationnaire, il vient

*(9D,-k *8h,k 170 1 Lo 1 *0gix
or 2 or 20r\ 9T TR T T

(3.214)

Dans le cas envisagé, le membre de droite des équations du mouve-
ment étant stationnaire, le membre de gauche doit étre aussi stationnaire.
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Il s’ensuit que I’espace ne se déforme pas. Selon (3.214), le 3-tenseur
métrique g;x ne dépend pas du temps, et donc les symboles de Christoffel
chr.inv. Aj.k (1.47) sont également stationnaires.

Au moyen des composantes chr.inv. du tenseur de Maxwell (3.210,
3.211) nous transformons les équations de Maxwell (3.63, 3.64) pour le
champ électromagnétique stationnaire. En conséquence on obtient

OE' Olnvh . 2
_i+ n\i/_El__Q*mH*m:47Tp
ox'  Ox ‘2 I, (3215
Sikm *Vk(H*m\/E) — Tﬂ]t\/z
OH*  dlnvh .. 2
-+ mi/_H*’+—Q*mE’”=O
Ox Ox ¢ Il. (3.216)

gikm *Fvwk(Em \/ﬁ) =0

Par suite, la condition de Lorenz (3.65) et I’équation de continuité
(3.66) prennent respectivement la forme

“Vig' =0, W, ji=0. (3.217)

Nous avons donc trouvé la fagcon suivant laquelle 1’état stationnaire
d’un champ électromagnétique perturbe les propriétés observables de
I’espace pseudo-riemannien et donc les équations principales de 1’élec-
trodynamique.

Au cours des prochaines sections §3.11-§3.13, nous utiliserons ces
résultats pour résoudre les équations du mouvement d’une particule
chargée (3.208-3.209) dans le cas de 3 types de champs électromagné-
tiques stationnaires :

1) Un champ électrique stationnaire (vecteur magnétique nul);

2) Un champ magnétique stationnaire (vecteur électrique nul);

3) Un champ électromagnétique stationnaire (les deux vecteurs sont
non nuls).

3.11 Mouvement dans un champ électrique stationnaire

Envisageons le mouvement d’une charge massive dans un espace
pseudo-riemannien balayé par un champ électromagnétique réduit a sa
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contribution électrique, la composante magnétique ne se révélant pas a
I’observateur.

Cherchons a connaitre les conditions auxquelles doit satisfaire I’es-
pace pour permettre I’émergence d’un champ électromagnétique sta-
tionnaire strictement électrique. A partir de la formule décrivant 1’état
stationnaire du champ magnétique

dgi  dqx  2¢
Hiy=——-—-—A; 3.218
ik Ik Ol c ik ( )
nous voyons que pour Hj, =0, il faut que les deux conditions suivantes

soient vérifiées :
g _ 9 .

. l' . .
a) Le potentiel vecteur ¢' est irrotationnel, = = =5 ;

b) L'espace est holonome, A;, =0.

Le vecteur électrique E; (3.210) est la somme de la dérivée spatiale

du potentiel scalaire ¢ et du terme c% F;, mais a la surface de la terre, le

rapport du potentiel de gravitation a la vitesse de la lumiére n’est rien
d’autre que

w  GM,

5= 10710, (3.219)
@

Par suite, dans un laboratoire physique terrestre, le second tenseur
dans (3.210) est négligeable de sorte que les E; ne vont dépendre que de
la distribution spatiale du potentiel scalaire

E; = (9_(,0 . (3.220)
oxt

Les membres de droite des équations du mouvement représentant la
force de Lorentz sont stationnaires et implique donc la méme propriété
pour les membres de gauche. Dans les conditions envisagées ici, cette
circonstance se vérifie si le tenseur des déformations est nul (I’espace
ne se déforme pas). Par conséquent, si un champ électromagnétique sta-
tionnaire est caractérisé par une composante électrique non nulle, et en
I’absence de composante magnétique, I’espace pseudo-riemannien qui

contient le champ doit satisfaire aux conditions suivantes :

a) Le potentiel w du champ gravitationnel actif est négligeable w = 0 ;
b) L’espace n’est pas en rotation A;; =0;
c) L’espace ne se déforme pas Dy =0.
Pour faciliter le calcul, nous supposerons que notre 3-espace s’iden-
tifie a ’espace euclidien, c’est-a-dire Ailk ~ 0. Les équations chr.inv. du
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mouvement d’une particule de charge e (3.208, 3.209) prennent alors la
forme suivante

dm e dy

o _rF 221
dr c2dr’ (3-221)
d i edq'

E(mv )= prt (3.222)

A partir des équations scalaires chr.inv. du mouvement (théoréme
des forces vives), nous voyons que les variations de 1’énergie relativiste
de la particule E = mc?, résulte du travail effectué par le champ élec-
trique E;.

A partir des équations vectorielles du mouvement chr.inv., on voit
que I'impulsion observable de particule a changé sous I'influence de
la variation du potentiel vecteur ¢'. En supposant que le 4-potentiel est
tangent a la trajectoire quadridimensionnelle de la particule (comme au
§3.9), on obtient la 3-force de Lorentz

O = —¢E' (3.223)

au membre de droite. Autrement dit, I’impulsion observable de la par-
ticules a varié sous I’action du vecteur champ électrique.

Les deux groupes d’équations de Maxwell chr.inv. se rapportant a un
champ stationnaire (3.215, 3.216) prennent dans ce cas la forme parti-
culierement simple

i

—.:4 .

Ox! Yy I gzkm% =0 } II.
ji=

— (3.224)
0

Intégrant les équations scalaires dynamiques chr.inv. (théoréme des
forces vives), on parvient a la fameuse intégrale des forces vives
e
m+ —f = B = const, (3.225)
c
ou B est la constante d’intégration.
Comme conséquence supplémentaire des équations de Maxwell chr.
inv., on note que le potentiel scalaire du champ satisfait soit 1) ou 2) :
Py, Py _

2 . . 02 N
1) Equation de Poisson 7 + a7 + gz =4mp, ol p#0;
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o =L+ gy‘” +5£

De la sorte, nous aurons deﬁm les proprletes de I’espace pseudo-
riemannien qui déterminent le mouvement des particules chargées dans
un champ électrique stationnaire. Il semblerait alors naturel de déduire
maintenant les solutions exactes des équations chr.inv. du mouvement
pour une telle particule, a savoir les équations (3.221, 3.222). Cepen-
dant, on peut voir que cela n’est possible qu’a la condition d’attribuer
au champ une structure particuliere fixée par les équations de Maxwell.
A cet effet, et dans un souci simplificateur, on supposera donc le champ
parfaitement homogene.

Le vecteur champ électrique covariant chr.inv. est ici dirigé suivant
I’axe x. En accord avec Landau et Lifchitz (cf. §20 Théorie des Champs
[10]), nous envisagerons le cas d’une charge électrique repoussée par le
champ (valeur numérique négative du champ électrique par rapport aux
valeurs croissantes de la coordonnée x de la particule™). Alors

2) Equation de Laplace —— =0,0up=0.

E\=E,=—-F = const, E,=E;=0. (3.226)

Puisque le champ homogene entraine E; = o= = const, et le potentiel

ﬁ
scalaire ¢, fonction de x, satisfaisant I’équation de Laplace
¢ OE
—=—=0 3.227
0x2  Ox ( )

on en déduit que le champ électrique stationnaire satisfait la condition
d’absence de charges p=0.

Supposons que la particule se déplace le long du vecteur champ élec-
trique E;, c’est-a-dire suivant x. Les équations chr.inv. de son mouve-
ment seront donc

dm e dy edp . e _dx

dm __edp e dy i_ ¢ pdx 3.228
dr ctdr c2 dxt v ¢z dr ( )
d({ dx d{ dy d dz

dT( dT) £\ ( dT) 0. dr(md) 0. (3:229)

Intégrant les équations scalaires du mouvement chr.inv. (théoréme
des forces vives), on parvient a I’intégrale des forces vives

E
m= e_z x+ B, B = const. (3.230)
c

*. Bien évidemment, si la particule est attirée par le champ, le vecteur champ élec-
trique est positif avec les coordonnées de la particule dans le sens décroissant.
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Cette derniere constante s’obtient a partir des conditions initiales
d’intégration m|.—o = my) et x|r=o = x(0)

eE
B =mq) — = X(0) » (3.231)
d’ou la solution (3.230) qui prend la forme
eE
m = ? (x - X(o)) + m) - (3.232)

Substituant I’intégrale des forces vives ainsi déduite dans les équa-
tions vectorielles dynamiques chr.inv. (3.229), on trouve”

eE 24 eE _
02 (B+C—2x)x eE
E ¢E
e—zxg+(3+—2x)y=o . (3.233)
C C

E E
e—2XZ+(B+e—2X)Z=O
C C

Nous remarquons que I’on peut séparer les variables dans les deux
dernieres équations de (3.233)

y__ = =< (3.234)
y

et en les intégrant, on obtient
C .. O

= —, z= (3.235)
B+ec—fx B+ ec—fx

ou Cj et C; sont des constantes d’intégration qui peuvent étre détermi-
nées en fixant les conditions initiales if|.—o = §(0), et x|=0 = X(0), €t en
utilisant la formule pour B (3.121). Il en résulte

Ci = mo) ) » C2 = m0)Z(0) - (3.236)
Il nous faut maintenant résoudre l’équation du mouvement suivant
x — la premiere équation de (3.233). Posons x = % = p. Donc
d’x _dp dpd
=l 2P Py (3.237)

drr ~ dt  dxdt

*. Le point signifie la dérivation par rapport au temps observable.
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et I’équation précédente du mouvement suivant x devient une équation

a variables séparées
pdp  eEdx

- ’
1-5 B+‘;—§x

(3.238)

qui est une intégrale standard. Apres intégration, on trouve la solution
P’ Cs

=—, C3 = const. (3.239)
B+ X
C

Posant p = x|,-9 = (o) et substituant B de (3.231), on trouve

C3 =mo\|1 - % . (3.240)

Dans le cas envisagé, on peut remplacer I’intervalle de temps phy-
siquement observable dt, par I’intervalle de la coordonnée temporelle
dt, ce qui sera explicité au prochain paragraphe.

Dans leur ouvrage la Théorie des Champs, Landau et Lifchitz ont ré-
solu les équations du mouvement d’une particule chargée dans I’espace
de Minkowski de la relativité restreinte rapportée a un référentiel gali-
léen [10]. Afin de comparer leurs solutions avec les notres, nous devons
alors envisager le méme cas particulier (mouvement dans un champ ho-
mogene et stationnaire (cf. §20 de la Théorie des Champs). Mais dans
ce cas, comme montré précédemment dans ce paragraphe par les mé-
thodes des invariants chronométriques, on a F; =0 et A, =0, et par suite

w
c2

1 .
dr = (1 )dt — — vdx = dr. (3.241)
C

Autrement dit, dans le domaine quadridimensionnel ot la particule
se déplace ici, la métrique est galiléenne.
Substituant la variable p = % dans la formule (3.239), on arrive a

E \? 2

o By -c

2o : (3.242)
dt B+ <%x

dont la solution est la fonction

2

2
E
ct = ¢ (B + e—x) - C% +Cyq, C4=const, (3.243)

eE CZ
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et ou compte tenu des conditions initiales a I’instant # =0, la constante

d’intégration C4 est
Cy = -20% (3.244)
YT e O '

A présent, formulant la coordonnée x explicitement & partir de
(3.243) au moyen de #, on obtient la solution finale des équations chr.inv.
du mouvement de la particule chargée suivant x

2 22
c e“E
x=— ct—Cy)*+C2 - B|, 3.245
ou apres avoir substitué les constantes d’intégration
. 2 o) 2 xz
M) C X M)
x=q|et+ 22O} L [ZO 1--91-
¢E 22 c? (3.246)
_roc |,
eE ©

Si le champ attire la particule (le vecteur champ électrique est positif
E| = E, = E =const), on obtient la méme solution pour x mais avec un
signe inversé

2

c
xX=—
eE

A

2E2
B- \/e (ct = Cy)? +c§l. (3.247)

Dans la Théorie des Champs [10], un probleme similaire est envi-
sagé, mais Landau et Lifchitz I’ont résolu par intégration des 3-compo-
santes des équations covariantes du mouvement (les équations minkows-
kiennes tridimensionnelles), sans tenir compte du théoréme des forces
vives. Leur formule pour x s’écrit

x= = \/(mo(:Z)2 +(ceEr? . (3.248)
ek
Cette formule coincide avec la solution (3.245), si x() — méol);z =0, et
lorsque la vitesse initiale de la particule est nulle x(g) = 0. Ces dernicres
restrictions qui apparaissent dans la Théorie des Champs, constituent
des simplifications notables, qui impliquent la nullité¢ des constantes
d’intégration.
Comme on peut facilement le voir, résoudre les équations dyna-
miques dans un référentiel galiléen de I’espace de Minkowski en appli-
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quant la méthode des invariants chronométriques, met en évidence cer-
tains facteurs cachés qui sont totalement omis dans la résolution clas-
sique des équations tridimensionnelles.

Cela signifie que méme lorsque les grandeurs observables coinci-
dent avec les coordonnées, il est géométriquement plus correct de ré-
soudre un systéme d’équations dynamiques chr.inv., car le théoréme des
forces vives représentant leur partie scalaire va inévitablement influen-
cer la solution des équations vectorielles.

Nous nous proposons maintenant de calculer la trajectoire tridimen-
sionnelle de la particule dans le champ électrique homogene et station-
naire envisagé. A cet effet, nous intégrerons les équations du mouve-
ment suivant les axes y et z (3.235), puis nous en déduirons ¢ afin de
le substituer dans la solution pour x ainsi obtenue. Substituant d’abord
la solution déduite pour x (3.245) dans 1’équation pour 7, on obtient
I’équation a variables séparées

dy _ g

— = , (3.249)
\/62(52 (ct=C4)* +C3
et intégrant
o) (o) C eEt+ mpyx
y= R UEIULS arc sinh ——— 07O Cs, (3.250)
ek 2
mqyc/1 — %

ou Cs est une constante d’intégration. Avec y =y a t =0, on trouve

m) Y0)C X

Cs = yo) — QIO e sinh — 2 (3.251)

ek o)

C 1 - L—z

Substituant la constante dans y (3.250), il vient finalement
M) §0) ¢
= + — X
Yy=Y0 ok
eEt + m) X % (3.252)
X < arc sinh 910 _ arc sinh ©

2 2

X X

(0) ()
moye\1 -3 cyl-=

Exprimant ¢ a I’aide de y et yq), et compte tenu de a =arc sinh b,
b = sinh a, et apres avoir substitué la formule arc sinh b = In(b + Vb%+1)
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dans le second terme, on a

2
LI N T
eE)|O c?
(3.253)
— X)) +C
X sinh M eE +1n SO |- m) X(0)

mayY)¢C i2

cqf1 =22

CZ

Nous substituons maintenant cette valeur dans notre solution pour x
(3.246). Il en résulte que les équations décrivant la trajectoire tridimen-
sionnelle de la particule s’écrivent

2 %2
me)C
X = X(0) + © 1 - —ég) X
) (3.254)

— X)) + € mo)C
X cosh I ?(0) ¢E +1n —2 -0
m) o) € 2 eE

cq/1 =22

(,‘2

Les formules déduites impliquent qu’une particule chargée située
dans notre Univers balayé par un champ électrique homogene et station-
naire se déplace en décrivant une courbe apparentée a une chainette,
tandis que les termes qui “dévient” de cette forme sont fonctions des
conditions initiales.

Notre formule (3.254) coincide formellement avec les résultats don-
nés dans la Théorie des Champs

2
moy C el
x= 2O osh —£2Y (3.255)
ek m) ¥y ¢
mg) >

(formule 20.5 dans [10]), en ayant posé x(g) — (eE =0 et la vitesse ini-
tiale %) = 0. Cette dernicre condition suggere que la constante d’inté-
gration dans I’équation dynamique scalaire chr.inv. (théoréme des forces
vives), soit nulle, ce qui n’étant pas toujours vrai, reste ici un cas parti-
culier.

Aux faibles vitesses de mouvement de la particule apres avoir annulé
les termes relativistes, et en développant en séries le cosinus hyperbo-
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. . 24 6 . . .
lique suivant coshb =1+ % + % + % + ..., notre équation décrivant la
trajectoire tridimensionnelle de la particule (3.254), prend la forme (en
négligeant les termes d’ordre supérieur)

2
eE(y - y©)

- , (3.256)
2my) y(zo)

X = X0) +

d’ou I’on voit que la particule se déplace en décrivant une parabole. Par
suite, une fois annulées les coordonnées initiales de la particule, (3.256)
coincide avec le résultat indiqué dans la Théorie des Champs

eEy?

= (3.257)
2]’}1(0) y(zo)

X

Lintégration de 1’équation du mouvement suivant I’axe z donne un
résultat identique. Cela provient de la seule différence existante entre les
équations par rapport a j et z (3.235), a savoir un coefficient fixe — la
constante d’intégration (3.236), qui est égal a I’impulsion initiale de la
particule suivant y (dans I’équation pour j), et suivant z (dans 1’équation
pour z).

Trouvons maintenant les propriétés de la particule (son énergie et
son impulsion), modifiées sous 1’action du champ électrique homogene
et stationnaire.

Compte tenu des conditions assumées ici, on calcule la racine carrée
relativiste

) "2 )
1 NORMZOREO)

2 24242 MO - 2
\/1_V_ - \/1_ rry T < , (3.258)
c? c? eE (o _
m) + 5 (x = X))

et on obtient I’énergie de la particule
2 2
m)C myc” +eE (x —x
o Moc Mo ( (M, (3.259)

2 22 ) 22

A%

1-= _tothot o
c 1

2

qui, a une vitesse beaucoup plus faible que celle de la lumiere, s’écrit
E = myc* + eE (x - x()) . (3.260)

Limpulsion relativiste de la particule s’obtient de la méme fagon,
mais en raison de sa complexité, ce résultat ne sera pas reproduit ici.
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Nous avons donc analysé ici le mouvement d’une particule chargée
dans notre Univers balayé par un champ électrique homogene et station-
naire.

Nous allons maintenant considérer le mouvement d’une particule
analogue astreint aux mémes contraintes, dans I’Univers miroir.

Compte tenu de ces contraintes sur la structure géométrique de 1’ es-
pace, les équations du mouvement chr.inv. de la particule chargée de
I’Univers miroir s’écrivent

dm e dy

— = 3.261
dr  c*dr ( )
d i edq'

E(mv )= prt (3.262)

En d’autres termes, la seule différence qui subsiste avec les équa-
tions de notre Univers (3.221, 3.222) est le signe dans le théoréme des
forces vives.

Nous supposons que le champ électrique est négatif (le champ re-
pousse la particule), tout en considérant que cette particule se déplace
suivant le vecteur du champ, et donc colinéaire a I’axe des x.

Par suite, en intégrant le théoréme des forces vives pour la particule
de I’Univers miroir (3.261), on obtient I’intégrale des forces vives

m=—%x+B, (3.263)
c
ou la constante d’intégration B = const calculée a partir des conditions
initiales, est

el
B = mg) + C_2 X(0) - (3.264)

Substituant les résultats dans les équations vectorielles du mouve-
ment chr.inv. (3.262), on a (comparé avec 3.233)

E
—ec—z).é'z-i'(B—ec—z)C)X'ZEE
E E
—e—zxg+(3—e—2x)y:o . (3.265)
c c
e eE
—ZXZ (B C_ZX)ZZO
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Apres un calcul algébrique similaire a celui qui nous a permis d’ob-
tenir la trajectoire de la particule chargée de notre Univers, on parvient &

2 212
c , e°E 2
X_E B—\/C3— = (ct—Cy) l, (3.266)
N o) M%)
ouCs; =mpy/1+ = etCy = ——,F  ouencore,
2 2 . \2
x=- (m(O)CZ) (1 + @] - (ct+ w) +
eE c? ek (3.267)
mq)c
+ + X0) -

eE

La coordonnée x de la charge repoussée par le champ obtenue dans
I’Univers miroir, correspond dans notre Univers a une particule char-
gée qui est attirée par le champ (3.247), lorsque le vecteur champ élec-
trique est positif E; = Ex = E = const. De ce fait, on parvient ici a une
conclusion intéressante : la transition (le passage) de notre Univers vers
I’Univers miroir, équivaut au changement de signe de la charge. Il est
digne d’intérét qu’une conclusion identique peut étre déduite pour ce qui
concerne la masse des particules, le signe de celle-ci s’inversant lors de
ce passage [19]. On voit alors clairement apparaitre une complémenta-
rité générale entre les deux univers.

Trouvons maintenant la trajectoire tridimensionnelle de la particule
chargée dans I’ Univers miroir balayé par un champ électrique homogene
et stationnaire. Calculant y de la méme maniere que pour la particule
appartenant a notre Univers, il vient

m0) ¥0) €
= + ——— X

. . 3.268
eEt+ m(0) X(0) X(0) ( )

/ i i
mqc 1+ % c 1+ %

Contrairement a 1’équation se rapportant a la particule associée a
notre Univers (3.252), cette formule contient un arcsinus habituel et un
signe “plus” sous la racine carrée.

X < arcsin — arcsin
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A partir de 13, on peut exprimer le temps 7 a ’aide des coordonnées
y ety

2
t—L m)C 1+®x
cE)O \ c?

- X)) +¢C
Y=Y ¢E +1n (0)

m© ()¢ 2,
Cc 1+C_2

et apreés substitution dans notre formule pour x (3.267), on obtient la
formule finale de la trajectoire

(3.269)

X sin = m) X ( »

2
X=X _m(o)c2 1+@><
© eE c2
(3.270)

- X meyC

X COS Y70 :11(0) eFE + arcsin © -0

m) Y(0)C 2, ek

C 1+ L_2

Le mouvement de la particule est celle de ['oscillateur harmonique.
Une fois posées les coordonnées initiales de la particule égales a zéro,
ainsi que la vitesse initiale Xy = 0, avec la constante d’intégration B =0,
I’équation de la trajectoire prend la forme simple

m) C2 eE Yy

x= cos - .
eE m) §(0) €

(3.271)

A la faible vitesse de déplacement de la particule, aprés avoir annulé

tous les termes relativistes, et développant en séries le cosinus suivant
2 4 2 . . .
cosb=1- % + Z—! 2 g—! (ce qui est applicable aux petites por-

tions de la trajectoire), notre formule (3.270) devient

¢E (y - yo)

—— (3.272)
2 m(()) y(ZO)

X = X(0) +

qui est I’équation d’une parabole. Donc, la particule chargée caractéri-
sée par une faible vitesse dans I’Univers miroir, se déplace en décrivant



3.12 Mouvement dans un champ magnétique stationnaire 125

une parabole, tout comme la particule appartenant a notre Univers ol
regne les mémes contraintes du champ.

En fin de comptes, dans les champs électriques stationnaires, une
particule chargée associée a notre Univers, se déplace en suivant une
ligne du type chainette, qui a faibles vitesses, se réduit a une parabole.
Une particule analogue de I’Univers miroir se déplace suivant une tra-
jectoire harmonique, qui partiellement, se réduit aussi a une parabole
aux faibles vitesses. (comme dans le cas de notre Univers).

3.12 Mouvement dans un champ magnétique stationnaire

Considérons le mouvement d’une particule chargée dans un champ
électromagnétique en 1’absence de contribution électrique, et dont la
composante magnétique est stationnaire. Dans ce cas, les vecteurs chr.
inv. des champs électrique et magnétique s’écrivent

_*6_(,0 ¢ . _0p ¢ 1 0w

E=—2_2p=2_% oo, 3273
Pooxt 2 ox 2y W Ox! ( )
C
1 1 . (0qm Oqn 2
HY = 2 6" Hyy = 5 6™ ( ai’;’ - Mi; - 7"" A # 0 (3.274)

car alors le champ étant strictement magnétique (¢ = const et E; =0),
les effets gravitationnels peuvent étre négligés. A partir de (3.274), on
voit que le vecteur H* n’est pas nul, si une des conditions suivantes
s’applique :

a) Le potentiel ¢’ est rotationnel ;

b) L'espace est non holonome (A, # 0).

Nous nous proposons d’évaluer le mouvement de la particule dans
le cas général, ou ces deux conditions sont réunies simultanément (ulté-
rieurement, I’espace non holonome nous servira dans le cadre de notre
étude sur les particules a spin). Comme au §3.11, nous supposons qu’il
n’existe pas de déformation d’espace, et ot gj; = d;x. Dans ce cas, la mé-
trique observable hj, = —gix + %2 v; v ’est pas galiléenne, car un espace
non holonome est caractérisé par hj # —gi.

Autour de I’axe z, I’espace est ici considéré en rotation a la vitesse
angulaire constante Q1 = —Q,; = Q. La vitesse linéaire correspondante
vi = Qe xF posséde deux composantes non nulles vy =Qy et vp = —Qx.
Tandis que le tenseur de non holonomicité n’a qu’une composante non
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nulle Ajp = —-A; = —Q. Dans ce cas, la métrique prend la forme
ds* = 2di* = 2Qudtdx + 2Qxdtdy — dx* — dy* — dz>.  (3.275)

Dans cet espace, F; =0 et Djz =0. Au paragraphe précédent §3.11,
on a examiné la charge se déplacant dans un champ électrique station-
naire en supposant la nullité des symboles de Christoffel. En d’autres
termes, le mouvement était envisagé dans 1’espace de Minkowski rap-
porté a un référentiel galiléen. Dans ce paragraphe au contraire, la 3-
métrique observable A n’est pas euclidienne, car la rotation d’espace
et les symboles de Christoffel A;k (1.47) ne sont pas nuls.

Si la vitesse linéaire de la rotation d’espace, n’est pas infinitésimale
par rapport a la vitesse de la lumiere, les composantes du tenseur mé-
trique chr.inv. A;; sont

Q%y° Q% x* Q%x
Y hn=1+ 5 ,h12=——2y
c C

hip =1+ , hy3 =1, (3.276)

c2

son déterminant et les composantes de 4 s’écrivent donc

Q2 (x2 + yz)
h = det||hyll = hiyhay — B3, = 1+ —, (3.277)
C

1 Q%x? 1 Q%2
=1+ ., KR =—(1+

h( c? ) h 2

(3.278)

B2 = Q2X.’/7 LN

hc?

Corrélativement, on obtient les composantes non nulles des sym-
boles de Christoffel chr.inv. A’jk (1.47), a savoir

204 xy?

L _

A11 - Q2+’ (3.279)
ct [1 = ]

2 20242
AL = ° y(H sz) (3.280)
12 2 [1 n Qz(x2+y2)] ’ '

c2

2.2
202x 1+2%x
1 _ c
My = -5 e (3.281)

C
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ool 2%y 1+ 2y (3282)
1n=""2 2(2+42) ° :
L —(xcz )

Qa1+ 2L
C

A2, = , 3.283

? c? [1 + _Qz(xj;f)] ( :
294 2

A2 = - aliZ (3.284)

4 [1 + _QZ(X;WZ)] )

Nous allons maintenant résoudre les équations chr.inv. du mouve-
ment d’une particule chargée se déplacant dans un champ magnétique
stationnaire a I'intérieur d’un espace pseudo-riemannien. Pour faciliter
les calculs, nous supposerons que le 4-potentiel A* est tangent a la tra-
jectoire quadridimensionnelle de la particule. Puisque la composante du
champ électrique E; =0, ne fournit aucun travail les membres de droite
des équations dynamiques chr.inv. s’annulent. Appliquant les équations
chr.inv. du mouvement d’une particule chargée (3.208, 3.209) a celle se
déplagant dans le champ magnétique stationnaire engendré dans notre
Univers, on trouve

d
an_y, (3.285)
dr

d i di ok i onok € ikm
%(mv)+2mAk.v +mA, V'V :_ES ViH.n, (3.286)

alors que pour une particule analogue se déplagcant dans un champ iden-
tique engendré lui, dans 1’Univers miroir, on a

d
_ o, (3.287)
dr
d i Ai nok _ € _ikm H 3288
E(mv)+m Y ——;s ViHn . (3.288)

Le théoreéme des forces vives appliqué a la particule de notre Univers
et a celle de I’Univers miroir, conduit respectivement aux équations

m=&=c0nst=3, —m=&=const=§, (3.289)

1- ¥ 1-2
-z -2
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ol Bet B sont des constantes d’intégration. Il en résulte que v>= const, et
en I’absence de la composante électrique du champ électromagnétique,
le module de la vitesse observable de la particule demeure inchangé. Les
équations vectorielles chr.inv. du mouvement de la particule attachée a
notre Univers (3.288) sont
av'’ dgk o Ai k ¢ ik
E + 2Ale + A:lkVnV = - % g kaH*m . (3290)
tandis que celles de I’Univers miroir (3.288) sont identiques au terme
dok N
2A; V" pres i ,
— + A VW= —— gy H, (3.291)
dr mc
Le vecteur magnétique est ici défini par les équations de Maxwell
pour les champs stationnaires (3.215, 3.216), qui, en 1’absence de vec-
teur électrique sont astreints aux conditions précipitées, et s’écrivent

Q.ulH™ = -21cp

. 4 . I, (3.292)
8lkm *Vk (H*m‘/ﬁ) — TN jl \/E

*1
VHY = oHT M H"=0 } II. (3.293)
ox! ox!

De la premiere équation du ler groupe, on voit immédiatement que
le produit scalaire du pseudo-vecteur d’espace non holonome, et du
pseudo-vecteur magnétique, est seulement fonction de la densité de
charge. Si cette densité satisfait p =0, les pseudo-vecteurs Q,; et H*
sont orthogonaux.

Par suite, nous sommes amenés a envisager 2 orientations possibles
du vecteur magnétique par rapport au pseudo-vecteur de non holonomi-

cité d’espace.

3.12.1 Le champ magnétique est colinéaire au champ non holo-
nome

Nous supposons que le pseudo-vecteur magnétique H*, est dirigé
suivant ’axe z, qui est de méme direction que le pseudo-vecteur des
vitesses angulaires de rotation d’espace Q= % e Ay, Le pseudo-
vecteur des rotations d’espace ne possede alors qu’une composante non
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nulle Q*3 = Q, tandis que le pseudo-vecteur magnétique possede lui

1 1
H*3 — _83mnHmn — 5 (8312['112 +8321H21) =Hp =

2

ax oy c
La condition ¢ = const résulte de 1’absence de la composante du
champ électrique. Le ler groupe des équations de Maxwell (3.292) de-
vient dans ce cas
Qs H? =

ox Oy

Q 2002
go(avl 8V2)+ L4 =-2nmcp

c c

y (H*3 Vi = 'V (3.295)

——(H*3‘/_)— —] 2vh

i*=0
Le deuxieme groupe d’équations (3.293) se révele trivial en se ré-
duisant a ag—z =0, d’ott H*3 = const. En fait, ceci implique que le champ

magnétique stationnaire envisagé soit homogene le long de z. Nous sup-
poserons par la suite que le champ magnétique est homogene et station-
naire au sens strict, ¢’est-a-dire H* = const. De la premiére équation du
ler groupe (3.295), on déduit que le champ est homogene si les deux
conditions sont vérifiées

( ov 1 BVQ QZ

o G_y) = const, p=- frcz = const. (3.296)

Donc la densité de charge p >0 si le potentiel scalaire ¢ <0, et les
autres équations du ler groupe (3.295), s’écrivent

1 iﬁln\/ﬁ

/= 4w Oy

o _ ¢ dnVh 4. (3.297)
4n Ox

j'=0
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. _ Q22 +y?) . <

Puisque h =1+ ——>—— (3.277), il en résulte que dans le champ
magnétique homogene et stationnaire, le vecteur courant est non nul,
si ’espace est caractérisé par un champ holonome intense, c’est-a-dire
si la vitesse de rotation de cet espace est comparable a la vitesse de
la lumiere. Dans un champ non holonome faible 2 =1, et donc on a
1 22 0
J =J =V

Exprimons maintenant le vecteur magnétique a partir des équations
de Maxwell (3.295) en écrivant les équations vectorielles chr.inv. du
mouvement pour les particules attachées a notre Univers (3.290, 3.291)

2Q [ Q%xyx Q252
+—[ xyx+(1+ x)y + A} P+ 2AL Y +

h c? c?
| .o eH Q*xyx Q%% |
+ Ayy _—%[— = +(1+ = [/}
2Q [ Q%xyy Q2y? , (3.298)
y_T[ :Z'W+(1+ Czy )x + AT+ 2A%, kg +
2 .o eH szyy Q2y2 )
+ A% Y _%[— 2 +11+ 2 X
z=0
et pour les particules de 1I’Univers miroir
X+ A+ 2AL 50 + Ay i =
eH| Q’xyx Q2x%\ .
=-——|- +11+ Y
mc c? 2
(3.299)

. 2 .2 2 .. 2 .2
P+ A X +2A0X0+ A5 5" =

H QZ . 922
e 2),

mc c?

£=0

On voit apparaitre les termes de droite qui contiennent ?—22, car dans
la rotation d’espace, la métrique chr.inv. h;, n’est pas euclidienne. Par
suite, dans le cas envisagé, nous devons distinguer la vitesse observable
contravariante de sa contrepartie covariante. Les membres de droite in-
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cluent les composantes covariantes

Q’xy
2

vy = /’lQ]Vl + h22V2 )
C

QZ 2
x+(1+ al )y (3.300)
C

V] = h]]Vl + h]zV2 = -

QZ QZ 2
f”y+(1+ é/
c c

)x. (3.301)

En I’absence de rotation d’espace Q =0, les équations chr.inv. du
mouvement de la particule associée a notre Univers (3.298), coincident
au signe pres avec les équations dynamiques dans un champ magnétique
homogene et stationnaire décrites par Landau et Lifchitz (cf. Théorie des
Champs, form. 21.2)

eH eH

= —y, j=-—%, £=0. (3.302)
mc mc

Tandis que nos équations (3.298) impliquent que

x:—ﬁy, yzﬁx, z=0. (3.303)
mc mc

La différence provient du signe “plus” attribué par Landau et Lif-
chitz au vecteur magnétique de la force de Lorentz, alors que nos équa-
tions comportent le signe “moins” en raison de notre choix de la signa-
ture d’espace.

En présence de rotation d’espace (espace non holonome), les équa-
tions du mouvement incluront les tenseurs contenant €, ?—22 ?—:

Dans un espace caractérisé par un champ non holonome intense, la
résolution des équations obtenues releéve d’une trés grande complexité,
qui souhaitons-le, pourra étre facilitée par des logiciels spécifiques.

Nous pouvons néanmoins déterminer ici leur solution exacte pour
un champ non holonome faible en négligeant les termes du second ordre.
Dans ce cas, les équations du mouvement obtenues en (3.298, 3.299)
pour les particules de notre Univers, se réduisent a

eH

H
x+2Qy=—;—Cy, j-20i=—i, £=0, (3304)

et celles se rapportant aux particules de 1’Univers miroir

i=-y,  j=—%,  £=0. (3.305)
mc
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Considérons d’abord les équations associées a notre Univers. Le
long de z les équations s’integrent immédiatement et donnent

Z2=Z0)T + 20) - (3.3006)

A Iinstant initial, nous observons que la vitesse de la particule au-
tour de z est nulle, et donc se déplace uniquement dans le plan xy. Les
deux équations restantes (3.304) s’écrivent

dx dj
Zo_earwy,  L=eo+wi, (3307
dr dr

ou par commodité, nous avons posé w = % C’est la méme notation

qui a été employée au §21 de la Théorie des Champs. Si maintenant on
formule x a I’aide de la deuxiéme équation, en substituant cette valeur
dans la premiere, on obtient

d*y

Y L 20+w?ti=0, (3.308)

dr?

qui représente I’équation de I’oscillateur dont les solutions sont :

J=CrcosQQ+w)t+Crsin(QQ+w) 7, (3.309)
ouCy =y et C2 =3 g‘i’w, sont les constantes d’intégration. Réinsérant

7 (3.309) dans la premiere équation (3.307), on obtient

di
d_x =—-2Q+ w) ) cos QA+ w) T — i) sin(2Q + w) T, (3.310)
=
ou apres intégration
X=poysinCQ+w)t - & cosQQ+w)Tt+Cz, (3.311)
2Q+w
avec la constante d’intégration C3 = () + 3 g“j:w.

Ayant substitué toutes les constantes, les formules obtenues pour x
(3.311) et iy (3.309) deviennent finalement

X=hosin2Q+w) 1 - 2chos(2Q+a))r+

Q+w . (3.312)

o boy .
y—y(o)cos(2Q+w)T+—2Q+ws1n(2£2+w)‘r. (3.313)
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Donc, les formules donnant les composantes de la vitesse de la par-
ticule x et iy dans le champ magnétique homogene et stationnaire, sont
les équations de I’oscillateur harmonique. Dans un espace ou le champ
holonome est faible, la fréquence sera 2Q + w=2Q + %

A partir de I’intégrale des forces vives dans un champ magnétique
stationnaire (3.289), on voit que le carré de la vitesse de la particule est
une grandeur constante. Calculant v = X2 + > + 7% pour la particule de
notre Univers, on en déduit que la quantité

22 2 2 ) 710)
V= Xyt Yoy ) Z(x(o) + 0+0 w) X

§(0)
2Q+w

. (3.314)
Y0)

m + y(()) sin (2Q + (/_))T -

cosRQ+w) Tt

est constante (v2 = const), sous la condition C3 = X0+ 3 é“i’w =0.
Intégrant maintenant x et  par rapport a 7 (c’est-a-dire intégrant les

équations 3.312, 3.313), on obtient les coordonnées de la particule asso-

ciée a notre Univers se déplacant dans le champ magnétique homogene

et stationnaire

1= =29 §in@2Q+w) - o) cos 2Q + w) | X
20+ w
.. (3.315)
x—l +[x +—y(0) 7+C
20+0 \"? 720+ w +
S 70)
y= [y(o) sinQQ+ w) T+ Tcos(29+w)7 X
T (3.316)
X —— +Cs,
2Q+w
ou les constantes d’intégration sont
Y(0) Yo
Cq=x0 + ——, C5=y0 + . (3.317)
OT 204w © Q2Q+ w)?

D’apres (3.315), on voit que la particule effectue des oscillations

. . 192 . . Yoy _ L 04
harmoniques le long de. x, si I'équation X() + 55— .—0 est vérifiée.
C’est également la condition pour que le carré de la vitesse de la par-
ticule soit constant (3.314), c’est-a-dire que I'intégrale des forces vives

est bien satisfaite. Compte tenu de ces résultats, on parvient a I’équation
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de la trajectoire de la particule dans le plan xy

)
1 j 2C
2 2 .0 0) 4
X +y=— + - X
! (29+w)2{y(0) (2Q+w)2l 20+ w
. yoy .
X y(o)cos(2Q+w)T+Tsm(2Q+w)T +
tw (3.318)
+| i) sin QQ + w) T + IO s+ w)t|x
2Q+w
X +Cy+Cs.
20+0w 473

A l’instant initial §j = 0, on considére que les constantes d’intég-
ration Cy4 et Cs sont égales a zéro, et les équations (3.315, 3.316) se
simplifient

I
x-—2Q+wy(o)cos(ZQ+w)T, (3.319)
.
y= ZQ+wy(O) sin(2Q +w) 7. (3.320)

Compte tenu de ces formules, nos équations de la trajectoire (3.318)
se réduisent a une simple équation du cercle

-2
2. 2 Yo

= — (3.321)
2Q + w)?

Par suite, si la vitesse initiale de la particule de notre Univers par
rapport a la direction du champ magnétique homogene (1’axe z) est nulle,
cette particule décrit dans un plan xy, un cercle de rayon

bo _ Yo (3.322)

T20+w 204 ]
mc

qui dépend étroitement de 1’amplitude du champ magnétique et de la
rotation d’espace.

Si la vitesse initiale de la particule suivant la direction du champ
magnétique n’est pas nulle, sa trajectoire est une hélice de rayon r. D’une
facon générale, la particule décrit une ellipse dans le plan xy (3.318)
qui se déforme a partir du cercle en fonction des conditions initiales du
mouvement.
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Il est facile de voir que nos résultats coincident avec ceux du §21 de
la Théorie des Champs

X =——1Y©CcoswT, Yy =—1yqsinwt, (3.323)
w w

lorsque © =0 (en I’absence de rotation d’espace). Dans ce cas particu-
lier, le rayon r = % = 2210y de la trajectoire de la particule ne dépend
pas de la vitesse de rotation d’espace. Si Q2 # 0, le champ non holonome
perturbe le mouvement de la particule dans le champ magnétique, et son
effet s’ajoute a celui-ci par la correction 2Q2 apportée au terme w = fnif
dans les équations. Dans un espace caractérisé par un champ holonome
intense, ou € est non négligeable devant la vitesse de la lumiere, la per-
turbation est encore plus importante.

Par ailleurs, dans I’espace non holonome, I’argument des fonctions
trigonométriques de nos équations contient la somme de deux termes,
I’un déduit de I’interaction charge/champ magnétique, 1’autre résultant
de la rotation d’espace qui ne dépend ni de la charge électrique, ni de la
présence du champ magnétique. On est alors conduit a envisager deux
cas particuliers du mouvement de la charge dans un champ magnétique
homogene et stationnaire, engendré dans un espace non holonome. Dans
le premier cas, on envisage la particule électriquement neutre, en I’ab-
sence de champ magnétique ; son mouvement s’identifie alors a celui
qui est soumis a la composante magnétique de la force de Lorentz, avec
la différence notable que c’est la rotation d’espace 22 qui se substi-
tue a w= %

Pour comprendre la signification de ce cas, il convient d’évaluer en
toute premiere approximation le rapport de la vitesse angulaire de la ro-
tation d’espace, au champ magnétique H. Le meilleur exemple est celui
de I’atome, car a I’échelle des orbites électroniques, I’ordre de gran-
deur de I’intensité des interactions électromagnétiques est treés proche
de celles des autres interactions, en sachant que les vitesses orbitales
des électrons sont tres élevées.

On peut alors admettre I’approximation

eH
mc

-2Q, (3.324)

ou I’argument des fonctions trigonométriques dans les équations du
mouvement s’évanouit.
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Nous considérons le référentiel de ’observateur dont I’espace de
référence sera attaché au noyau d’un atome. Le rapport caractéristique
pour I’électron de cet atome qui nous concerne, s’écrit dans le systeéme
d’unités de Gauss et CGSE

Q e 4.8x10710

H ™ 2mec  182x10283.0x10° (3.325)

= -8.8x10° cm!/? gram_l/z,

ou le signe “moins” provient du fait que Q et H dans (3.324) sont dirigés
en sens inverse.

Nous résolvons maintenant les équations du mouvement de la par-
ticule appartenant a notre Univers balayé par un champ magnétique ho-
mogene et stationnaire (3.305), qui coincident avec les équations écrites
en I’absence d’espace non holonome

i=-wy, j=wi, =0. (3.326)

La solution de la troisieme équation du mouvement (suivant z) est
simplement I’intégrale z = Z() 7 + z(p).

Les équations de la troisieme équation dynamique suivant x et y,
sont similaires a celles de notre particule d’univers, a la différence que
I’argument des fonctions trigonométriques est w a la place de w +2Q

X = f/(()) sinwTt — __1/(0) CoOSwT + )'C(Q) + @ , (3.327)
w w

L. Joy .

¥ = 1J(0) COS WT + W sinwTt. (3.328)

On constate alors que les formules se rapportant aux composantes
de la vitesse de la particule de I’Univers miroir X et i sont les équations
de I'oscillateur harmonique de fréquence w = %

Par conséquent, leurs solutions, a savoir les formules des coordon-
nées de la particule de 1I’Univers miroir se déplagant dans le champ
magnétique homogene et stationnaire, s’écrivent

1 (i .
— (@ sinwT — ¥(0) cos a)T) + ()'C(()) + @)T + Cyq, (3.329)
w\ W w

| )
y=— (y(o) sinwr + 2@ cosan') +Cs. (3.330)
w w
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ou les constantes d’intégration sont

() 0)
C4=)C(o)+(—, Cs =y(0)+—2. (3.331)
w w

Ainsi que nous I’avons déja mentionné, 1’intégrale des forces vives
dans les champs magnétiques stationnaires (3.289) implique que la
masse relativiste de la particule dans ces champs soit constante, ainsi
que le carré de sa vitesse observable. Exprimant alors les solutions pour
les vitesses de la particule dans I’Univers miroir, ¢’est-a-dire, élevant au
carré les grandeurs %, y, Z et en sommant, on voit que

2 _ .2 .2 2
VE= X0 tYo) Tiot

. jo (o . . i0) (3.332)
+ 2| i) + = || =2 + g0y sinwT — == coswt
w w w
soit constant, v> = const, 4 condition que
Xo) + 70 _o. (3.333)
w

D’apres la formule écrite pour x (3.329), on constate que la par-
ticule effectue des oscillations harmoniques strictes suivant x, sous la
méme condition (3.333). Compte tenu de cette circonstance, et élevant
au carré x (3.329) et y (3.330), puis sommant pour la particule associée
a I’Univers miroir dans le champ magnétique homogene et stationnaire,
on obtient sa trajectoire dans le plan xy

Pyt =

222 .
Ly +@ _2G, cosw7+@sinw‘r +
= 2o T2 w (YO ) (3.334)

— (o 2C
+ (y(o) sinwr + 22 coswr) i A Ci+ Cg .
w w

Cette trajectoire differe de celle de la particule de notre Univers
(3.318), uniquement par le terme w + 2 qui se réduit ici a w, et par
les valeurs numériques des constantes d’intégration (3.331). Par suite,
une particule chargée dont la vitesse initiale est nulle suivant z (direc-
tion du champ magnétique), se déplace en décrivant une ellipse dans le
plan xy.
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Une fois posées ij(o), et les constantes Cy4 et Cs égales a zéro, les
solutions se simplifient notablement

X =——1YCcoswT, Yy =—1y@Sinwr. (3.335)
w w

Dans un tel cas particulier, la particule de 1’Univers miroir qui est
au repos par rapport a la direction du champ, décrit un cercle dans le
plan xy

%)
y
o +y2 _ (0)

— (3.336)
w

dont le rayon est r = % = 72 ). Par conséquent, si la vitesse initiale
de la particule suivant la direction du champ magnétique (axe z) est non
nulle, celle-ci décrit une hélice autour de la direction du champ magné-
tique. On en conclut alors que le mouvement des particules chargées
dans un champ magnétique homogene et stationnaire de I’Univers mi-
roir est identique & celui d’une particule chargée associée a notre Uni-

vers, en ’absence d’espace non holonome.

3.12.2 Le champ magnétique est orthogonal au champ non holo-
nome

Nous allons maintenant examiner le cas ot le pseudo-vecteur H* du
champ magnétique, est orthogonal au pseudo-vecteur Q" = % "M AL,
du champ d’espace non holonome

ovy v
H2=Hy = 2|23 -0 const. (3.337)
c\ox 0z

Alors, si le champ non holonome est faible, les équations du mou-
vement de la particule de notre Univers s’écrivent

H H
$42Q5=2z, §-20i=0, i=-L% (3.338)
mc mc
ou en posant w = %,
F42Q0=wi, §-2Q5=0, i=-wi. (3.339)

Différentiant la premiere équation par rapport a 7, et substituant jj et
7 dans la seconde et la troisieme équation, il vient

¥+ (492 + aﬂ)x =0. (3.340)
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Posant x = p, on parvient a I’équation de ’oscillateur
) —_ eH 2
p+Pp=0, B= VAQ?+a? = 492+(—) . (3.341)
mc
dont la solution est
p=Cicoswt+ Cysinwt, (3.342)

ouCy =X etCy= % sont les constantes d’intégration. Nous intégrons
maintenant X = p par rapport a 7, et I’on obtient les expressions pour x

X0 X0 — X0
= OQsinar - ~(—2)cosa)r+x(0) + ~(—2), (3.343)
w w w
ol x(0) + % = C3 est encore une constante d’intégration.
Substituant alors X = p (3.342) dans les équations du mouvement en
termes de y et z (3.339), puis intégrant, il vient

2Q ZQ ZQ
J = — X0 Sinwt — = ¥ CosWT + §) + = X0, (3.344)
w

w — w —_ w
Z = — X)) COSWT — = X0 SINWT + Z0) — = X0) > 3.345
=2 ) = X0 0~ =5 X0 ( )

=Cyetz) — = Cs sont de nouvelles constantes d’in-
tégration. Integrant une f01s encore les équations (3.344, 3.345) par rap-
port a 7, on obtient les formules finales pour y et z

2!2 X(0)
y=- X(o) COSWT + 7 sinwTt| + y(Q)T+
20 2Q (3.346)
+ = x(())T + Yo + = x(o) .
0.)
w [, — X0 . — .
zZ= = (X(o) COSWT + — sman') +20)T —
w w (3.347)

w " w
— = X0)T T 20 — =5 X0) >
o2 (] (0) 2 )

) = Cg et Z(0) — wggo) =C7.

A la condition que Q = 0 (absence de rotation d’espace), et en suppo-
sant nulles certaines constantes d’intégration, on observe que les équa-
tions précédentes coincident parfaitement avec celles bien connues de
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I’électrodynamique relativiste dans le cas ot un champ magnétique sta-
tionnaire est dirigé suivant I’axe z
X0 .o~ , Yo
X=—slnwt, Yy=yo +yonT, = —y COSWT. (3.348)
w

Lintégrale des forces vives implique la constance du carré de la
vitesse observable d’une charge se déplacant dans un champ magnétique
stationnaire, ce qui offre donc la possibilité de calculer v? = &> + j + 2°.
On obtient alors

2
2 .2 .2 .2 . . .
V= o) o) Gy T = (Gloy + 2Q40) — wio) X

" . (3.349)
Xo . .~ X(0) —
X (T + X)) SINWT — TCOS&)T),
w w
et donc v2 = const, i condition que
X0y +2Qy0) — w0 = 0. (3.350)

On peut déterminer la trajectoire spatiale de la particule en calculant
x% +y? + 72, de telle facon a obtenir I’équation

1
Ly +P = = [x(zo)+ (0)]+C2+C2+C2

+(C3+C3) T +2(CaCs + C5C) 7+ [(wC7 = 2QC6) +

. (3.351)
+2(wC5—2QC6)T] ()'C(())COS@T-F(TO)SinaT) = +
w w

2C X0)
+ —- | %) cos wT — = sinwt

qui inclut un terme linéaire (par rapport au temps) et un terme quadra-
tique, ainsi qu’un terme paramétrique et deux termes harmoniques, ou
T= VAQT+ P = 402 + (<)

Dans le cas particulier ou les constantes d’intégration sont toutes
nulles, la formule (3.351) que nous avons obtenue prend la forme de
I’équation d’une sphére réguliere

1
Py = (?0)+ (O)), (3.352)
(l.)
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dont le rayon est

(3.353)

Par conséquent, dans notre Univers empli d’un champ magnétique
homogene et stationnaire orthogonal au champ non holonome de I’es-
pace, la particule chargée se déplace a la surface d’une sphére dont le
rayon dépend du vecteur champ magnétique et de la vitesse angulaire
de rotation d’espace.

Dans le cas particulier, ot le champ non holonome est absent, et
I’accélération initiale est nulle, notre équation de la trajectoire se sim-
plifie notablement en se réduisant a 1’équation d’une sphere

1 1 mc

2 2 2 2 . .

X+ +77 = —= X, r=—2Xx = — X 3.354
Y wr O o 0= o G359

dont le rayon dépend uniquement de I’interaction de la charge avec le
champ magnétique — résultat bien connu en électrodynamique (cf. §21,
Théorie des Champs [10]).

Pour une particule de 1’Univers miroir se déplagcant dans un champ
magnétique homogene et stationnaire qui est orthogonal au champ non
holonome, on trouve les équations du mouvement sous la forme

x:ﬁz, =0, Z=—£z’c. (3.355)
mc mc

Celles-ci different des équations de la particule de notre Univers
(3.338), par ’absence de termes relatifs a la vitesse angulaire 2 de ro-
tation d’espace. En conséquence, les solutions de ces équations ne dé-
pendront pas de la rotation de I’espace.

3.13 Mouvement dans des champs électriques et magnétiques sta-
tionnaires

Dans cette section, nous nous proposons d’étudier le mouvement
d’une particule chargée soumise a I'influence combinée des compo-
santes magnétique et électrique d’un champ électromagnétique station-
naire.

Nous considérerons un espace non holonome en rotation autour de
I’axe z a la vitesse angulaire constante Qy =—Qy; =€, donc corres-
pondant a la métrique (3.275). Dans un tel espace, F; =0, et Dy =0,



142 Chapitre 3 Particules chargées dans I’espace pseudo-riemannien

et nous résoudrons le probleme en supposant un champ non holonome
faible qui implique que le 3-espace soit muni d’une métrique eucli-
dienne.

Ici, les équations de Maxwell chr.inv. pour les champs stationnaires
(3.215, 3.216) sont

QunH™ = -21cp

. 4 . I, 3.356
£V (HowVh) = — jivh = 0 (5:556)
C
QumE™ =0
. , (3.357)
"V (ExNh) =0

car la condition d’homogénéité observable du champ équivaut a I’an-
nulation de sa dérivée chr.inv. [9, 11-13]. Dans le cas particulier envi-
sagé ici, les symboles de Christoffel étant nuls (métrique galiléenne),
la dérivée chr.inv. se confond avec la dérivée usuelle. Les équations de
Maxwell impliquent donc que les conditions suivantes soient vérifiées :

a) Le pseudo-vecteur de non holonomicité d’espace Q.. et le vecteur
champ électrique £ sont orthogonaux Q.,, E™ =0;

b) Le pseudo-vecteur de non holonomicité d’espace €., et le vec-
teur champ magnétique H*" sont orthogonaux Q.,,, H*"=0. Ici,
la densité de charge est nulle (p=0);

¢) Le courant du champ électromagnétique est absent (j' =0).

Cette derniere condition implique que la présence de courants du
champ électromagnétique, traduit I’inhomogénéité du champ magné-
tique actif.

Nous devons donc envisager le mouvement de la particule pour deux
cas d’orientations des champs :

DHLEet HIG,

2) HIE et H1G,

en ayant préalablement posé que le vecteur champ électrique est coli-
néaire a I’axe des x. Par rapport a la métrique de fond (3.275), le pseudo-
vecteur des rotation d’espace est colinéaire a 1’axe des z. Par suite, dans
le premier cas, le vecteur magnétique est aussi colinéaire a z, alors qu’il
est colinéaire a x dans le deuxieme cas.

Lorsque le vecteur champ électrique est colinéaire a x, les équations
chr.inv. du mouvement d’une particule chargée dans notre Univers ba-
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layé par un champ électromagnétique stationnaire, s’écrivent

dm eE dx
— == 3.358
dr ¢ dr ( )

. . A
i(mv’) +2mAlvE = e (E + = glkmka*m), (3.359)
dr c

et pour I’Univers miroir

dm eE; dx

dr c21 dr’ (3.360)
d i i1 ik

E(mv )=—el|E'+ - eV Hup | (3.361)

Comme nous 1’avons fait précédemment, nous envisagerons le cas
d’une particule réfléchie (ou repoussée) par le champ. Les composantes
du vecteur champ électrique E; colinéaire a x, sont (indices covariants/
contravariants confondus)

d¢
E\=E,=— =const = —-E, E,=E;=0. (3.362)
Oox

Le théoreme des forces vives fournit ensuite par intégration les so-
lutions respectives inhérentes a notre Univers et a I’Univers miroir, qui
s’écrivent £ £

e e ~
m=—2x+B, m=——2x+B, (3.363)
c c
ou B est la constante d’intégration de notre Univers, et B est la constante
d’intégration de 1’Univers miroir. Calculons ces constantes a 1’instant
initial 7 =0, on obtient

eE ~ eE
B = mgy — C_2 X(0) » B = mq) + C_2 X0) » (3.364)

ol m(p) est la masse relativiste de la particule et x() son déplacement a
I’instant initial.

Ce résultat a une conséquence importante. En examinant les inté-
grales (3.363), on voit que les différences entre les 2 cas considérés
(orientations des vecteurs H, E, et vitesse angulaire d’espace ﬁ) se ma-
nifestent dans les équations vectorielles dynamiques chr.inv., tandis que
les équations scalaires chr.inv. (3.358, 3.360) et leur solutions (3.363)
restent inchangées.
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Notons que le vecteur E peut étre dirigé le long de I’axe y, mais
pas suivant I’axe z. Cette circonstance est due a ce que dans 1’espace
caractérisé par notre métrique particuliere, et qui est colinéaire a z, le
pseudo-vecteur de non holonomicité € doit étre orthogonal a E, de par
la définition mé&me du 2¢me groupe des équations de Maxwell.

Tenant compte des résultats obtenus pour le théoreme des forces
vives (3.363), nous allons écrire les équations vectorielles chr.inv. pour
tous les cas envisagés.

Casl. HL1EetHIIQ, doncle champ magnétique H est orienté suivant
I’axe z (parallele au champ non holonome).

Dans ce cas, de toutes les composantes du champ magnétique, la

seule composante non nulle est

0 0 2
ovi _ov2 + —‘pAlz =const=H. (3.365)
oy Ox c

Par conséquent, les équations vectorielles du mouvement chr.inv. de
la particule appartenant a notre Univers s’écrivent

H*3=H12=f(
C

E E H
6—2X2+(B+e—2x)(jé+2§2g)=eE—e—y
C C C
E E H
e—xy+(B+ e—x)(y—mx): i ., (3.366)
c? c? c
E E
Sz (Br G x)z=0
C C
et pour I’Univers miroir
E S H
e—2x2+(B—e—2x)X:eE—e—y
C C C
E — H
e—zxy+(3—e—2x)y:e—x . (3.367)
C C C
E S
e+ (B-a)z=0
C C

Par ailleurs, le ler groupe des équations de Maxwell exige que soient
vérifiées les conditions

QsH? = -2ncp, (3.368)

ou Q.3 =Q=const et H*> = H = const. De cette formule, on déduit la
condition évidente : I’orientation mutuelle envisagée du pseudo-vecteur
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de non holonomicité et du champ magnétique, n’est possible qu’en pré-

sence de charges dans cet espace, c’est-a-dire pour p # 0.

Cas2. HIE HL1Q, et ELQ, donc les vecteurs magnétiques et élec-
triques sont colinéaires suivant 1’axe x, alors que le champ non
holonome est toujours dirigé le long de z.

Ici, de toutes les composantes du champ magnétique, seule la pre-
micre n’est pas nulle

oy, 0
H' = Hy = L[ 22 DB _ const = H. (3.369)
c\0z Oy

A I’aide de cette formule, on obtient les équations vectorielles chr.
inv. du mouvement de la charge appartenant a notre Univers

E E
e—x2+(B+ e—2x)()'é+2Qy)=eE
C

2

E E H
e—xy+(B+e—x)(y—2Qx):—e—z . (3.370)
c? c? c

ek . eE \. eH
—xz+(B+—x)Z=_y

c? c? c

et celles se rapportant a la particule de I’Univers miroir

E — eE
e—2x2+(B—e—2x))'c'=eE
c c
E — eE H
_xy+(3_e_x)y:_e_z . (3.371)
c? 2 c
— eE H
e—zx +(B—e—2x)2—e—y
c c

Ayant ainsi établi les équations du mouvement de la particule char-
gée pour les deux cas d’orientations mutuelles des champs électroma-
gnétique et non holonome stationnaires, nous cherchons a les résoudre.

3.13.1 Le champ magnétique est orthogonal au champ électrique
et paralléle au champ non holonome

Nous résolvons les équations vectorielles chr.inv. du mouvement de
la particule chargée (3.366, 3.367) a I’approximation non relativiste (la
valeur absolue de la vitesse observable est négligeable devant la vitesse
de la lumiere). Nous pouvons donc supposer que la masse de cette par-
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ticule a I’instant initial, est égale a sa masse au repos

mo

mo) = ———
2
Ji-s

De plus, nous supposons que le champ électrique est également né-
gligeable, et donc omettre le terme eCE—Z" Dans ces conditions, les équa-
tions vectorielles du mouvement chr.inv. se présentent sous deux

formes : pour la particule de notre Univers

13

my . (3.372)

H
mo (i +2Q7) = eE - <2
C
H
mo (- 2Q%) = — & (3.373)
C
myz =0

pour la particule de 1’Univers miroir

H H
moi=eE— Sy, moj="x, mpi=0. (3.374)
C C

Ces équations coincident avec celles obtenues au §22 de la Théorie
des Champs [10], dans le cas particulier d’un espace holonome (Q =0),
et pour le vecteur champ électrique dirigé suivant 1’axe des x.

Les équations déduites pour I’Univers miroir, sont un cas particu-
lier des équations exprimées dans notre Univers pour Q = 0. Par suite,
les équations de notre Univers ne peuvent s’obtenir que par intégration,
alors que les solutions de I’ Univers miroir s’obtiennent en posant Q = 0.
Intégrant I’équation le long de z, on parvient a

Z=Z0)T + Z0) - (3.375)

Intégrant I’équation le long de y, on parvient de méme a

H H
j= (ZQ+ e—)x+C1, clzy<0)—(29+e—)x<o). (3.376)
moc myc
Substituant j dans la premiere équation (3.373), on obtient une
équation différentielle du second ordre par rapport a x

E
X+ a)2X = ;— + CL)ZX(O) - a)y(()) , (3.377)
0
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ouw=2Q+ ;;—OHC Introduisant maintenant la nouvelle variable

A E
U=x-—, A= & + U)ZX(()) — WY (©) , (3.378)
w my

on obtient I’équation de I’oscillateur harmonique
i+ wu=0, (3.379)

avec la solution
u==Ccoswt+Cysinwt, (3.380)

ou les constantes d’intégration sont C = u(g), C3 = @ Revenant a la
variable x par substitution inverse des variables, on obtient

1. eE Xo) .
X =— y(())—m COS(,()T+7$11’1(1)T+
@ 0 , (3.381)
+ + X0) — @ ;
mow? O~

substituant celle-ci dans 1’équation par g (3.376), et intégrant, il vient

y=—\y0 — SINWT — — COSWT +
w mow w

(3.382)
+

mow? Yot
Les équations vectorielles chr.inv. de I’ Univers miroir ont les mémes
solutions mais avec la fréquence w = niTIi" car = 0. Dans notre Univers
et]’Univers miroir, les énergies de particules correspondantes s’écrivent
respectivement E = mc?, et E = —mc?.
Finalement, on obtient I’impulsion tridimensionnelle de la particule
se déplacant dans notre Univers

ek .
pl = moX = (— - moy(o))SleT + mOX(O) CoOSwT
w

9 ) 2Qmy  eH\( eE ) )
pT=myy = +— —Y©o)| + Moy +
w wc ]l \myw , (3.383)
Syt || o ean T
+ + — Yo — COSWT + X)) SINWT
w wc mow

P3 = moZ = myZz()
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et celle de 1’Univers miroir

1 eE ) . .
p — — Moy |SINWT + mgy X)) COSWT
w

eE eE .
p2 = — +my (y(o) - )cos WT + Xy SINWT » (3.384)
w Ny w
3 .
P = moz)
ou contrairement a notre Univers, la fréquence se réduit a w = ;—OHC

Nous voyons clairement que 1’impulsion de la charge se déplacant
dans notre Univers sous la configuration des champs envisagée, effec-
tue des oscillations harmoniques le long de x et y, tandis que le long
de z, cette impulsion est une fonction linéaire du temps observable 7
(vitesse initiale z # 0). Dans le plan xy, la fréquence de I’oscillateur est
w=2Q + 2L

Il convient de noter qu’en présence des deux composantes électrique
et magnétique, [’obtention des solutions exactes des équations dyna-
miques reste problématique, car le calcul exige la résolution d’intégrales
elliptiques. On peut espérer que les logiciels spécifiques pourront bien-
tot faciliter la résolution complete, mais ce type d’étude sort du cadre de
cet ouvrage. A ce sujet, on peut d’ailleurs penser que Landau et Lifchitz
ont été confrontés au méme probleme” (cf. §22 Théorie des Champs),
ce qui les a conduit a envisager une résolution dans le cadre de vitesses

non relativistes et avec un champ électrique faible "’f—zx ~ 0.

3.13.2 Le champ magnétique est parallele au champ électrique et
orthogonal au champ non holonome

Cherchons maintenant a résoudre les équations chr.inv. du mouve-
ment de la particule chargée (3.370, 3.371) a la méme approximation
que dans le premier cas. Alors, pour notre Univers et I’Univers miroir,
les équations sont respectivement

E H H
F4200=2 jo2ai=-ST: 5=y (3.385)
mo myc myc

eE eH eH
¥=—, j=——13%, i=—j. (3.386)
my nmoc nmoyc

*. Contrairement au propos de notre livre, les auteurs ont employé les méthodes
généralement covariantes, et n’ont pas tenu compte d’un espace non holonome.
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Intégrant la premiere équation (3.385), suivant I’axe des x, on ob-

tient £
e
x=—1-2Qy+C(Cy, (3.387)
mg
ou Cy| = const = X(Q) + ZQy(o).
Intégrant de méme la troisieme équation suivant z, il vient
eH

z=—y+Cy, (3.388)
mgpc

ot Cy = const = %) — ;—OHC Y(0).-
Substituant la formule obtenue pour x et Z dans la deuxieéme équation

du mouvement (3.385), on obtient les équations différentielles linéaires
du 2éme ordre

e?H? 2QeE H
y‘+[492+ v = 200 -2, (3389)
moc mg moc

Par changement de variable u, nous pouvons résoudre cette équation

1 27172
u—y+—2(—C2—2QC1) W =40 + — S, (3.390)
w*= \moc o¢
on obtient une équation des oscillations forcées
2QeFE
i+ = 1, (3.391)
mo

dont la solution est la somme d’une solution générale des oscillations
libres
i+ wu=0, (3.392)

et d’une solution particuliere de I’équation inhomogene
i=Mt+N, (3.393)

ou M =const et N = const sont des coefficients linéaires. Différentiant
it deux fois par rapport a 7, et substituant les résultats dans I’équation
inhomogene (3.391), puis égalant les coefficients obtenus pour 7, on
obtient les coefficients linéaires pour I’équation (3.393)
2Q¢eFE
M=——- N=0. (3.394)

myw? ’
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La solution générale de I’équation inhomogene initiale (3.391) de-
vient

2Q¢eFE
T?

Mo w?

u=Czycoswt+ Cysinwt + (3.395)
ou les constantes d’intégration C3 et C4 peuvent s’obtenir en substituant
les conditions initiales 7 = 0 dans les formules déduites. Il en résulte que
Csy= uq) et Cy= (0)

Revenant a I’ an01enne variable (3.390), on trouve la solution finale
pour cette coordonnée

1

H
y=1Yyo + E (% Cy+ Zch)] COSWT +

(3.396)
2QeFE
-

Mo w?

1
+&smw ——2(—C2 2QC1)+
w w?* \mgpc

Substituant alors cette formule dans les équations pour x et Z

eE (1 492)T2 20

x= ——(y(o)+A)smwT+
2
2mo w (3.397)
ZQy(o)
+ coswT+ (C; +2QA) T+ Cs,
o .
7= — [(y(o) +A)sinwt - YO coswr|-
mo w
(3.398)
eH
—(—A—Cz)T+C6,
moc
ol (par commodité de notation)
1 {eH
A=— (e— Cs- 2ch), (3.399)
w? \myc
tandis que les nouvelles constantes d’intégration sont
2Qj eHj
Cs=x0- =29 4=z + —22 (3.400)
moc w

Si maintenant nous supposons = 0, alors a partir des coordonnées
de la particule chargée associée a notre Univers (3.396-3.398), on ob-
tient immédiatement les solutions pour celle de I’Univers miroir

E
Xx= ;—m 72+ X0 + X(0) (3.401)



3.14 Conclusions 151

Z

y= 2O coswr + 0 sinwTt — Q + Y©) » (3.402)
w w
20y . / '

zZ= O sSinwTt — Yo COSwWT + @ + 20) - (3.403)
w w w

Par conséquent, on écrira les composantes de 1’impulsion tridimen-
sionnelle de la particule associée a notre Univers

1 . 407
p =mpXq) +eE 1——2 T—
w

20

- 2myQ Y0 Gnwr + (W) +A)coswt — — —A]
w w
: . 2Q¢eE
p* = mo [ 90y cos wT — w (Yo + A)sinwt | + — , (3.404)
3 . eH
P =mpZo) + T X
2QeE
X (y(()) + A) COSWT + ——= y( ) sinwt —A + m()z)z T—= y(O):|
ou la fréquence w est
2H2
w= 40+ e (3.405)
moc

Toujours dans cette méme configuration des champs, les compo-
santes de la 3-impulsion de la particule chargée associée a 1’Univers
miroir, sont

pl =mpXo) +2eET

p? = mo (J0) cOS WT — Z(0) SiNWT) , (3.406)
P> = my (20 cos T — o) sin w7)
ou, contrairement a notre Univers, la fréquence est w = "f(gc.

3.14 Conclusions

En résumé, la théorie que nous avons élaboré au cours de ce chapitre
peut étre plus précisément appelée Représentation chronométriquement
invariante de 1’électrodynamique dans un espace pseudo-riemannien.
Etant donné que 1’appareil mathématique décrivant les quantités physi-
quement observables est initialement fondé sur la relativité générale, on
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peut I’appeler tout simplement : [’électrodynamique chronométrique-
ment invariante. Résumons maintenant I’ensemble des résultats de base
obtenus pour cette théorie :

— Les composantes chr.inv. du tenseur du champ électromagnétique
(le tenseur de Maxwell) ;

— Les équations de Maxwell sous forme chr.inv. ;

— Laloi de conservation de la charge électrique sous forme chr.inv. ;

— La condition de Lorenz sous forme chr.inv. ;

— Les équations de d’Alembert sous forme chr.inv. (équations de
propagation des ondes), pour le potentiel scalaire et le potentiel
vecteur du champ électromagnétique ;

— La force de Lorentz sous forme chr.inv. ;

— Le tenseur d’énergie-impulsion du champ électromagnétique et
ses composantes chr.inv. ;

— Les équations chr.inv. du mouvement d’une particule d’épreuve
chargée ;

— La structure géométrique du potentiel quadridimensionnel d’un
champ électromagnétique.

Il est manifeste que I’électrodynamique chr.inv. se présente comme
une théorie qui englobe un champ d’applications beaucoup plus vaste.
Ajoutons que nous aurions pu aussi déduire les équations dynamiques
chr.inv. d’une charge spatialement étendue, ou encore envisager le mou-
vement d’une particule susceptible d’émission électromagnétique inter-
agissant avec le champ. De méme, il était loisible d’envisager les équa-
tions du mouvement d’une particule se déplagant suivant un angle arbi-
traire par rapport au champ magnétique (particule individuelle ou dis-
tribution de charges), au méme titre que toute autre situation plus com-
plexe.

De plus, bien siir, nous parlons ici d’électrodynamique non quan-
tique. Comme on le sait, I’appareil mathématique des invariants chro-
nométriques a été créé pour I’espace pseudo-riemannien a quatre dimen-
sions. Dans un espace avec une géométrie différente, les opérateurs dé-
finissant formellement les observables physiques, bien sfir, seront éga-
lement différents. Cependant, la création des méthodes mathématiques
déterminant les grandeurs physiques observables dans I’espace de la
mécanique quantique et de I’électrodynamique quantique est en prin-
cipe également possible : nous avons effectué les travaux préliminaires
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nécessaires dans ce sens, et seul le manque de temps, ainsi que le dépla-
cement de nos intéréts scientifiques vers d’autres problemes incommen-
surablement plus intéressants, ont arrété la création d’une mécanique
quantique des invariants chronométriques et électrodynamique quan-
tique des invariants chronométriques.




Chapitre 4 Particules douées de rotation
intrinseque dans I’espace
pseudo-riemannien

4.1 Position du probleme

Au cours de ce chapitre, nous nous proposons d’écrire les équations
du mouvement d’une particule caractérisée par un moment intrinseéque
de rotation (nous parlerons aussi bien de “spin” de la particule, bien que
cette terminologie possede en physique quantique une signification bien
particuliere). Ainsi que nous I’avons indiqué au chapitre 1, ces équations
sont déduites du transport parallele du 4-vecteur dynamique Q¢ de la
particule, qui est la somme des vecteurs

Qa = pY 4 Sa, (41)
ou P*=myg % est le vecteur impulsion quadridimensionnel de cette par-
ticule. Le 4-vecteur S représente une impulsion supplémentaire com-
muniquée a la particule sous I'influence de son moment intrinseque,
et qui rend donc son mouvement non géodésique. Le vecteur S¢ sera
appelé ici impulsion de spin. Comme nous connaissons déja les com-
posantes du vecteur impulsion P?, la connaissance des composantes du
vecteur S¢ suffira a définir le vecteur dynamique global Q.

Par suite, notre premiere étape consistera a définir le spin de la par-
ticule comme une grandeur géométrique dans 1’espace-temps de la re-
lativité générale (I’espace pseudo-riemannien quadridimensionnel). Au
§4.2, nous déduirons donc le vecteur impulsion de spin S proprement
dit. Au §4.3, nous trouverons les équations du mouvement d’une parti-
cule a spin dans I’espace pseudo-riemannien, et leur projections chr.inv.
Les autres paragraphes de ce chapitre seront consacrés au mouvement
des particules élémentaires.

La valeur numérique du spin est =n#, mesurée en fractions de la
constante de Planck, ot n est le nombre quantique de spin. A ce jour,
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aux différents types de particules élémentaires répertoriées, ont attribue
les nombres n = 0, %, 1, %, 2. Un signe alterné devant chaque nombre
traduit le sens de rotation, vers la droite ou vers la gauche de la particule
envisagée.

Par ailleurs, la constante de Planck 7, a les dimensions d’'un moment
de rotation [gram cm? sec™!]. A elle seule, cette dimension indique que
la structure géométrique d’un tenseur de spin doit étre identique a celle
du tenseur du moment cinétique [gram cm? sec™!], c’est-a-dire a celle
d’un tenseur antisymétrique de second rang. Nous allons vérifier cette
circonstance par un moyen différent.

Le second postulat de Bohr stipule que la longueur de 1’orbite d’un
électron comprend un nombre entier de longueurs d’ondes de de Bro-
glie A= %, associées a ces €lectrons, en accord avec le dualisme onde-
particule. Autrement dit, si la longueur de ’orbite de 1’électron est 2xr,
elle comprendra k longueurs d’onde brogliennes

h
2ar=kd=k—, 4.2)
p
ou p est I’'impulsion orbitale de 1’électron. Compte tenu de la constante
de Planck 7 = %, cette derniere équation s’écrit

rp=kh. 4.3)

Le rayon vecteur de ’orbite électronique étant normal au vecteur
impulsion orbital pk, la formule (4.3) s’écrit en notations tensorielles
sous la forme d’un produit vectoriel

[ ri;pk] = ki'*. 4.4)

La constante de Planck ainsi déduite du second postulat de Bohr, se
présente alors comme un tenseur antisymétrique de second rang.

Une telle transcription de la constante de Planck est liée a la repré-
sentation du modele orbital d’un atome simple, mais généralement les
systemes qui décrivent les particules élémentaires ou électrons, sont
beaucoup plus complexes. Il reste que le spin qui est défini a partir
de cette constante, est une propriété intrins¢que des particules élémen-
taires, et suivant le second postulat de Bohr, nous sommes donc conduits
a envisager la structure géométrique de la constante de Planck, exclusi-
vement a partir des propriétés internes de 1I’électron.
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A ce titre, I’expérience de Stern et Gerlach nous offre une opportu-
nité intéressante. Un des principaux résultats de cette expérience, con-
firme I’existence d’un moment magnétique propre Ly, de I’électron, pro-
portionnel a son moment de rotation intrinseque (spin)

% Ly, = nh. (4.5)

ol e est la charge de 1’électron, m. sa masse et n est le nombre quantique
de spin (pour I’électron n = %).

Le moment magnétique résultant de la circulation d’une charge e
le long d’un contour fermé d’aire S =772, et qui produit un courant 7,
est Ly, = 1S . Ce courant est égal a la charge e divisée par sa période de

circulation T = 2~
eu

I1=—, 4.6

2nr (4.6)
ou u est la vitesse (linéaire) tangentielle de cette charge. Par suite, le
moment magnétique propre de I’électron est

1
Ly = —eur, “4.7)
2
ou en notations tensorielles”
w1 ik Lri &
Lm=§e[r,u]=§[r,pm], 4.8)

otl 7 est le rayon vecteur de 1’orbite décrite par le courant électronique,
et u* est le vecteur vitesse de la circulation de 1°électron.

On voit alors clairement que la constante de Planck calculée au
moyen du moment magnétique interne d’un électron (4.5), est aussi le
produit vectoriel de 2 vecteurs. Cette constante peut étre alors représen-
tée sous la forme d’un tenseur antisymétrique de 2éme rang

ne

Z[ s pk | = ni, (4.9)

qui reste en parfait accord avec le second postulat de Bohr.

*. Les équations (4.8) et (4.9) sont exprimées dans 1’espace de Minkowski, qui reste
un cadre expérimental acceptable. Dans un espace de Riemann, I’intégrale dépend du
chemin d’intégration, et le rayon vecteur de dimension finie ne peut plus étre défini, car
sa longueur dépend des directions qui varient elles-mémes en permanence.
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Dans I’espace pseudo-riemannien, les composantes spatiales de ce

tenseur appartiennent au tenseur antisymétrique quadridimensionnel de
Plank h®

hOO hOl hOZ h03
th h] 1 h12 h] 3
h20 h2 1 7’222 h23 >
h30 h31 h32 h33

K = (4.10)

auquel correspond le pseudo-tenseur de Planck h**F =1 E“#" .
Donc, le spin d’une particule dans un espace pseudo-riemannien est ca-
ractérisé par le tenseur antisymétrique n7%, ou par son pseudo-tenseur
n#*® 11 est 4 noter que la nature physique du spin n’importe pas, car
il suffit que cette propriété fondamentale soit inhérente a un tenseur ou
a un pseudo-tenseur particulier, comme nous venons de le démontrer.
Gréce a cette approche, on peut résoudre le probléme du mouvement
des particules a spin, sans faire d’hypothése préalable sur leur struc-
ture interne, c’est-a-dire en ayant exclusivement recours a une méthode
strictement mathématique.

Géométriquement parlant, la constante de Planck 7 se présente donc
comme un tenseur antisymétrique de 2eéme rang %% dont la dimension
est homogene a un moment cinétique, indépendamment de la nature des
grandeurs a partir desquelles il est déduit : mécanique ou électromagné-
tique. I en résulte que le tenseur de Planck 7% n’est pas lié a la rotation
des masses a I’intérieur des atomes, ou a celles contenues dans les par-
ticules élémentaires. Ce tenseur /% est au contraire déterminé par une
rotation quantique particuliere de I’espace méme, et fixe ainsi toutes les
rotations “élémentaires” de cet espace, indépendamment de leur nature
physique.

La rotation d’espace est caractérisée par un tenseur antisymétrique
chr.inv. A;; (1.36), obtenu en abaissant les indices A = Ay, iy A" des
composantes A™" du 4-tenseur contravariant

1(db, Ob
aff _ paup By - | = _ H
AP = ch™h™ay,, aw_2(6x/‘ axv)' “4.11)
Dans le référentiel d’accompagnement (b’ = 0), les grandeurs auxi-
liaires ay,, ont les composantes

1 ((?W 61),-) 1(81),- Ovk
s Ak

- = (2 %) 42
2¢2 2¢ \ Oxk ax‘) (412)

apo =0, aoi o
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Donc, nous aurons

Ao =0, Api = —Ajp =0,
4.13)
1({0v, O 1 (
Aix = E(ﬁ - ﬁ) + z—cz(FiUk — Fv;)

En I’absence de champs gravitationnels, le tenseur des vitesses an-
gulaires de la rotation d’espace ne dépend que de la vitesse tangentielle
de cette rotation v;, et donc, nous le notons A,z = Qg

1 8vk 81),-
Qo =0, Qp=-Qip=0, Q= 5 ((‘3xi 6xk)' (4.14)

Par ailleurs, le dualisme onde-particule implique qu’a chaque parti-
cule soit associée une onde d’énergie E = mc? = liw, oll m est la masse
relativiste de la particule, et w sa fréquence propre. En d’autres termes,
du point de vue géométrique, une particule peut étre représentée par une
onde étalée et infiniment proche de la position de cette particule, et dont
la fréquence propre va dépendre d’une certaine distribution des vitesses
angulaires w,g, définies dans ce voisinage. De ce fait, la relation quan-
tique écrite plus haut devient une relation tensorielle mc> = "%Pwep.

Le tenseur de Planck étant antisymétrique, toutes ses composantes
diagonales sont nulles. Ses composantes mixtes d’espace-temps dans le
référentiel d’accompagnement, sont également nulles suivant le méme
schéma que les composantes respectives du 4-tenseur de rotation d’es-
pace (4.14). Les valeurs numériques observables des trois composantes
spatiales du tenseur de Planck sont +7#, dépendant du sens de rotation,
et forment ainsi le tenseur de Planck tridimensionnel chr.inv. k.

Pour une rotation interne de type vers la gauche, les composantes
K2 523 K3 sont positives, tandis que les composantes A3, 132, 2! sont
négatives. Le 4-tenseur de Planck est représentable par la matrice

0 0 0 O

N 0 0 h -h

K = 0 -7 0 h (4.15)
0 n -h O

Pour une rotation interne de type vers la droite, les composantes
72, 123, 3! changent de signe et deviennent négatives, alors que les
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composantes /'3, 732, 2! deviennent positives

0o 0 0 o0
hP = 8 2 _Oh _hh (4.16)
0 - n O
Le carré du 4-tenseur de Planck peut étre calculé selon
hoph™ = 217 [(911 g — g%z) +(g1193 — 9%3) +
+ (92293 — 933) + 2 (912923 — gmgis - (4.17)

—d12933 t 913923 — g11923 + 912913)],

et dans un référentiel galiléen rapporté a I’espace de Minkowski, ou la
métrique est diagonale (2.70), le carré est égal a 7i g 7% = 672, Dans un
espace riemannien, la grandeur 7, h peut se déduire en substituant
le tenseur métrique fondamental chr.inv. hj = — g + }2 v;ivg dans (4.17).
Par conséquent, méme si les composantes physiquement observables 7%
du tenseur de Planck sont constantes (signes de rotation opposés), son
carré dépend en général de la vitesse angulaire de rotation d’espace.

Ayant ainsi défini le tenseur de Planck, nous sommes maintenant en
mesure d’aborder le calcul de I’'impulsion supplémentaire dii au spin,
ainsi que celui des équations du mouvement de la particule a spin se
déplagant dans I’espace pseudo-riemannien (voir §4.2).

4.2 Impulsion d’une particule en rotation dans les équations du
mouvement

L’impulsion supplémentaire S¢ communiquée a la particule sous
I’influence de son spin, peut s’obtenir a partir de 1’action appliquée a
cette particule a spin. Considérons tout d’abord une particule caractéri-
sée par un champ scalaire interne k, et qui interagit avec un champ sca-
laire extérieur A. L’action S traduit son déplacement sur un intervalle
élémentaire ds, selon

b
S = aga f kAds., (4.18)
a

ol a(ka) est une constante scalaire inhérente aux propriétés de la par-
ticule, lors de I’interaction considérée, et qui, de plus, balance les di-
mensions de 1I’équation. Si le champ scalaire interagit avec un champ
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extérieur représenté par un tenseur du ler rang A,, I’action sera donnée
par

b
S = g, f kAqydx®. (4.19)
a

Pour un champ extérieur représenté par un tenseur du 2éme rang,
Aqp, on aura de méme

b
S = @an) f kAqp dx®dxP. (4.20)
a

A titre d’exemple, si le potentiel vecteur spécifique de la particule
est k%, et le champ vectoriel extérieur A,, I’action sera donnée par

b
S = a/(kaAa)f kaAQdS. (4.21)
a

Indépendamment de la nature des particules et des champs consi-
dérés, I’action peut s’écrire sous forme générale

5]
S = f Ldt, (4.22)
1

ot L est appelée la fonction de Lagrange. Etant donné que les dimen-
sions de I’action S sont [erg sec = gram cm? sec™!], la fonction de La-
grange a les dimensions d’une énergie [erg = gram cm? sec™?]. Sa déri-
vée par rapport a la 3-vitesse u' = % de la particule

oL
ou'

représente en notations covariantes, son impulsion tridimensionnelle
p'=cP', qui est usuellement exploitée pour rétablir le 4-vecteur impul-
sion de la particule P¢.

Apres avoir acquis ces notions préliminaires, nous sommes a présent
en mesure de calculer précisément le supplément d’impulsion commu-
niqué a la particule, résultant de son spin. Nous savons déja que I’action
pour une particule libre dans I’espace pseudo-riemannien, s’ écrit”

b
S=f mocds . (4.24)
a

*. Dans la Théorie des Champs [10], Landau et Lifchitz écrivent le signe “moins”
devant I’action, contrairement a notre texte ol nous conservons le signe “plus” devant
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Dans I’espace de Minkowski rapporté a un systeme galiléen, 1’é1é-
ment d’espace-temps est

2
ds = \|gapdx¥dxP = cdt|1 - % (4.25)

et I’action (4.24) devient

b 1% I/t2
S:f mocds:f moc? 1-—dt. (4.26)
a n c

Par suite, on en déduit la fonction de Lagrange pour la particule libre
dans le référentiel galiléen de cet espace

2
L=my1-%. (4.27)
C

Différentiant maintenant par rapport a la vitesse des coordonnées,
on obtient la forme covariante de I’impulsion tridimensionnelle

oL 28 I_Z_; mou; (4.28)
= —— = MmMnC " = — . .
pi ou' 0 ou! u2

2

Puis, en élevant les indices, on trouve 1’expression du vecteur im-
pulsion quadridimensionnel

o My  dx”
cq/1 —Z—z d

Ici, mg et % sont des quantités covariantes qui sont conservées dans
n’importe quel systeme de référence. Cette circonstance se vérifie donc
pour n’importe quel espace pseudo-riemannien.

Considérons a présent le mouvement d’une particule douée d’une
certaine propriété interne, qui se manifeste sous la forme de son spin.
Dans I’espace pseudo-riemannien, cette rotation intrinseque de la par-
ticule n%% correspond a I’influence du champ extérieur engendré par

. (4.29)

P
ds

I’action et la fonction de Lagrange. Cette différence provient du choix de la signature
de I’espace pseudo-riemannien considéré. La signature adoptée par Landau et Lifchitz
est (—+++), avec donc un temps imaginaire, et des coordonnées spatiales réelles, ainsi
qu’une impulsion positive (voir plus bas). Notre choix (+———) est celui de Zelmanov [9,
11-13], car dans ce cas, le temps est réel avec les 3 coordonnées spatiales imaginaires,
et donc la 3-impulsion observable est positive.
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la rotation de cet espace A,g. Par suite, I’action de la particule a spin
s’écrit

b
S = f (mocds + a1 Agp ds). (4.30)

ol ag) [sec cm™!] est une constante scalaire qui caractérise I’interaction
de la particule avec son spin. Etant donné que les constantes associées
a I’action se rapportent aux propriétés des particules considérées, il est
évident que a représente ici le nombre quantique de spin n, fonction des
propriétés internes de la particule, divisé par la vitesse de la lumiere :
a =n/c. Donc, I’action correspondant a I’interaction du spin de la par-
ticule avec le champ non holonome de I’espace A, s’écrira

b b
S = ag f 1P Ay ds = g f P Ay ds | 4.31)
a a

Notons que la méthode qui conduit a définir la 4-impulsion d’une
particule libre, n’est pas applicable a la définition du 4-vecteur impul-
sion d’une particule a spin. Dans I’espace de Minkowski, nous avions
déduit I’'impulsion de la particule de I’action S dans un repere galiléen,
en utilisant ’expression ds tirée de (4.25). Il a été montré que la for-
mule covariante déduite de (4.29) reste valable dans tout référentiel de
I’espace pseudo-riemannien, mais 1’on voit que dans 1’action de la par-
ticule a spin, la perturbation de son mouvement n’est effective que dans
le cadre d’un espace non holonome A, # 0. Donc, les €léments non
diagonaux du tenseur métrique fondamental go; sont non nuls. Dans un

référentiel galiléen, tous les termes non diagonaux sont nuls, et avec eux,
90i

Vg0’
ainsi que les composantes du tenseur A,g. Il est donc inutile de vouloir

déduire la formule de la particule a spin dans I’espace de Minkowski
rapporté a un référentiel galiléen (ol elle est manifestement nulle), et
donc, seul I’espace pseudo-riemannien peut se préter a ce calcul.

Dans un référentiel d’accompagnement d’un observateur arbitraire,
Iintervalle d’espace-temps s’écrira

[ 2
ds = cdrt l—V—2:
c

—car1- 253

les composantes de la vitesse linéaire de rotation d’espace v; = —c¢
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ol la vitesse des coordonnées de la particule u' = % peut s’exprimer en

. . : i
fonction de la vitesse observable v’ = %, selon
. -
. u' hj u'u
vVie —— | v —5 - (4.33)
| — Whvu! W+ v ui \2
— (1-22p)

Alors, I’action supplémentaire (4.31) produite par I’interaction du
spin et du champ non holonome d’espace, s’écrit

t i 2 2
_ B _whouuw) _u
S=n le 1% A g \/(1 > ) Sdr. (434

La fonction de Lagrange pour cette action sera finalement

N2 2
TN (ST e
C

Pour déterminer le supplément d’impulsion dii au spin, il suffit de
différentier la fonction (4.35) par rapport a la vitesse des coordonnées
de la particule. Prenant en compte le fait que le tenseur des rotations
intrinséques /% de la particule, et le tenseur des rotations d’espace Agp
(4.13), ne sont pas fonctions des vitesses de la particule, on obtient apres
différentiation

oL 0 wtou\ w2
Pi= G =M A g \/(1 - —) 2T

4.36
nh™ Ay, (4.36)
= - (vi + Vi),
2\ 1-2%

ol v; = hy vk, Comparons (4.36) avec les composantes spatiales cova-
riantes p; = cP; du 4-vecteur P% =my % de la particule dans I’espace
pseudo-riemannien.” Si la particule est située dans notre Univers, elle
se déplace du passé vers le futur, par rapport a nous, et sa 3-impulsion
covariante est

pi = cP; = cgigP* = =m0 + Vi) = —— 2 (0; + v}). (4.37)

\'%
1-2

*. Dans ce type de comparaison, nous avons considéré une particule massive.
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Nous voyons ici que la 4-impulsion S supplémentaire que le spin
communique a la particule (impulsion du spin), est
1 dx®

nh’”’Awd— s (438)

5% =
c? s

ou encore, en introduisant o =nh*’A,, =nh""A,,,, on obtient

1 dx®
SY=—=no—. 4.39
20 (4.39)
Le vecteur global Q% (4.1) qui caractérise le mouvement de la par-
ticule a spin, s’écrit ainsi
dx* 1 dx®
Y=P*+S8Y=my— + = nht"A,, —. 4.40
Q ds T2 " ds (4.40)
En résumé, dans un espace non holonome (A4, # 0), toute particule
a spin recoit une impulsion supplémentaire, qui la fait dévier de sa ligne
géodésique et rend son mouvement non géodésique. En I’absence de ro-
tation d’espace (un espace holonome, A, = 0), le spin de la particule ne
perturbe pas le mouvement. Il est cependant rare, de trouver un endroit
de I’espace dépourvu de rotation, et particulicrement dans le domaine
de la physique atomique, ou I’influence du spin est prépondérante.

4.3 Les équations du mouvement d’une particule en rotation in-
trinséque

Nous écrivons ici les équations du mouvement d’une particule, dé-
duites par transport parallele du vecteur global Q¢ = P* + §¢ (4.40), le
long de la trajectoire de la particule (dans 1’espace riemannien)

dx"
ds
ou O, Q% = const, pendant son transport. Les projections chr.inv. de ces
équations (voir chapitre 2) ont la forme générale

d
T (P74 S+ Ty (P +54) 0, (4.41)

de 1 dr 1 - dx*
— ——-Fq¢g —+-Dyqg'— =0, 4.42
ds ¢ qu+c kq ds 0 ( )
dq’  (pdx rdr (Di+Al)
ds c ds d k k
d dik (4.43)

@ _.dt .

FiZl— 4 A m —

c ds+ mkd S 0,
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ou ¢ est la projection du vecteur global Q% sur la ligne de temps de
’observateur, et g' est sa projection sur la section spatiale

Qo __Po N So
V900 V900 \/goo’

q =h,0"=Q =P +S". (4.45)

SD:baQa:

(4.44)

Nous devons donc déduire ¢ et ¢, puis les substituer dans (4.42,

4.43) et annuler les termes similaires, d’oll on obtient les projections

. . . a
chr.inv. du vecteur impulsion P% = my d;v

P 1
O —4m, P =-mv. (4.46)

V900 c
Dans la formule pour le vecteur impulsion du spin S¢ (4.39), I'in-
tervalle d’espace-temps formulé a 1’aide des quantités observables étant
ds =cdt+/1 —v¥c?, on obtient pour les composantes de S*

0 _ inhmnAmn (Uivi + C2)

= , (4.47)
2 2 2 w
S r-5e(-3)
1 nhmA,,
st= S TEm (4.48)
C
Vi-=
1 A
So = (1-35) =, (4.49)
c? c? )
vi-a
1 nh™A
S; = —g”—”’: (0 £ V). (4.50)
1=

Par conséquent, les projections chr.inv. du vecteur impulsion du spin
q proj P p
s’écrivent
So
V900

ou la quantité n est donnée par

1 o1 ;
Zi—zﬂ, Sl=—3T]Vl, (451)
c c

A
n= ”—’"2 . (4.52)
-



166 Chapitre 4 Particules douées de rotation intrinseque

Les signes alternés qui résultent de la substitution de la fonction
temporelle [% (1.63), indiquent le sens du déplacement de la particule,
vers le futur (signe supérieur), ou vers le passé (signe inférieur). Par
suite, le carré du vecteur impulsion du spin est

1 dx®dxP 1
SaSY = gop SSP = 5 m Gop— 57— =3 % (4.53)

et le carré du vecteur global Q¢ est

2 1
00 Q% = gop Q*0F = mj + S Mmoo+ - (4.54)

En définitive, le carré du vecteur global d’une particule a spin se

décompose en 3 parties, a savoir :

2.
0 9
b) Le carré de son vecteur impulsion de spin S, 5% = Ci4 n(z) ;

a) Le carré du vecteur impulsion de la particule P, P* =m

c) Le terme C%mo 10, qui décrit I’interaction spin-gravitation de la
particule.

Pour effectuer le transport parallele (4.41), il est indispensable que
le carré du vecteur transporté demeure inchangé le long de I’intégralité
du chemin. La formule obtenue (4.54), implique cependant que le carré
du vecteur Q¢ demeure inchangé seulement si 79 = const, c’est-a-dire

Ino
dnp= —dx*=0. 4.55
M= G (4.55)
Divisant alors les deux membres de I’équation par dr, ce qui est tou-
jours possible, puisque I’intervalle élémentaire du temps physique de
I’observateur est plus grand que zéro,” on trouve la condition de conser-
vation du carré du vecteur global attaché a la particule a spin

dno _"0mo  kZ0m0 _

= =0. 4.56
dr ot Oxk (4.56)
Substituant g =n#A""'A,,,, on obtient
*0A *0A
a2 gk ) — 0, 4.57
" ( o oxk 7

*. La condition d7 =0 a du sens seulement dans un domaine entierement dégénéré
(zéro-espace), ou la dégénérescence du tenseur métrique g,z est possible, et qui héberge
des zéro-particules, qui sont capables de mouvement instantané [19].
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Pour illustrer ces résultats, nous formulerons le tenseur de non holo-
nomicité d’espace Ajx, qui est en fait le tenseur des vitesses angulaires de
rotation d’espace, au moyen du pseudo-vecteur des vitesses angulaires
de cette rotation

A
Q= 5 gzmnAmn , (4.58)
et qui est aussi une quantité chr.inv. Multipliant Q* par &; pg
i _ 1 imn _ 1 men nom _
Q" sipg = 5 ™" 8ipgAmn = 5 (65 — 846™) Ay = Apg . (4.59)

on obtient (4.57) sous la forme

*[ K *[
3 (@) ¥ 5 (om0 =

1 %0 vi N
Z5 () et o5 (Vi )] _

Le vecteur de la force d’inertie gravitationnelle et le tenseur de non
holonomicité, sont reliés par les identités de Zelmanov, dont 1’une est
(voir formule 13.20 dans [9])

2 %9 N
AT (VhQ) + ™V, F =0, (4.61)

ou en notations différentes
*O0A ik
ot

(4.60)

mn
= nh"" &imn

1 * *
+ 5 OV Fi = "ViFi) =

*0A ik +l *OFy B *OF;
ot oxt Oxk

) =0, (4.62)

ou ik *V; Fy est le rotationnel chr.inv. du champ de la force d’inertie
gravitationnelle F. Il est alors évident que la non stationnarité de la
rotation d’espace A, est due au caractere rotationnel du champ de force
d’inertie gravitationnelle F;.

Compte tenu de I’équation (4.61), notre formule (4.60) devient

mn *a *\ _
"N, Fy + nl ™ e, v \/‘a k(vm )_o, (4.63)

ou en notations différentes

(4.64)

olnvh  *oQ
nR™ Vi Fy = nH™ & VE (Q*’ vk ) .

+
Oxk Oxk
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Rappelons ici que cette formule n’est rien d’autre que la notation dé-
veloppée chr.inv., de la condition de conservation pour le vecteur global
(4.57). Le membre de gauche de (4.64) est alors

iZnh(*Vl F> —*VQFl +*V1 F3 —*V3F] +*V2F3 —*V3F2), (4.65)

ou le “plus” et le “moins” traduisent la rotation vers la droite ou la
rotation vers la gauche des référentiels respectifs. Par conséquent, le
membre de gauche de I’équation (4.64) dépend de I’orientation spatiale
du pseudo-vecteur Q* de la rotation d’espace.

Pour que le carré du vecteur associé a la particule a spin puisse se
conserver dans le transport parallele, il faut que les membres de droite et
de gauche (4.64) soient égaux, tout au long de la trajectoire. Dans le cas
général ol aucune hypothese supplémentaire n’est faite sur la structure
géométrique de I’espace, cette condition sera vérifiée pour un équilibre
entre le champ vertical de la force d’inertie gravitationnelle, et la dis-
tribution spatiale du pseudo-vecteur des rotations d’espace. Si le champ
des forces d’inertie gravitationnelle est irrotationnel (absence de tour-
billon), le membre de gauche de la condition de conservation (4.64), est
nul, et cette méme condition devient

A &y VK —— ! 2(%Q*")zo. (4.66)

. ;‘?k = (')?ck + c2 Uk a(? nous aurons
1[0 N :
mn k *[ LAY
A" iV 7 [6)5" (Vh) - Sy (Vhe )] =0. (4.67)

Comme le champ de forces F; est irrotationnel, et compte tenu de
(4.66), le deuxieme terme dans cette formule est nul. Par suite, le carré
du vecteur global associé a la particule a spin, demeure inchangé dans
le champ de forces irrotationnel F;, a condition que la formule chr.inv.
(4.66) et la formule des dérivées usuelles, soient nulles

(\/— Q) =0 (4.68)

N & VE —
\/_ axk

C’est le cas pour les particules massives, oll par exemple, v¥=0,
c’est-a-dire lorsqu’elles sont au repos par rapport a un observateur, et
son systeme physique de référence. L’annulation des dérivées dans
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(4.68) n’est donc pas essentielle dans ce dernier cas. Par contre, pour
les particules dépourvues de masse, et qui voyagent a la Vitesse de lalu-
micre dans le champ de forces irrotationnel F;, les dérivées e (\/ﬁ Q*’)

et % (\/ﬁ Q*i) doivent étre nulles.

Trouvons maintenant les équations chr.inv. du mouvement d’une
particule a spin dans I’espace pseudo-riemannien. Substituant (4.46) et
(4.51) dans (4.44) et (4.45), on parvient aux projections chr.inv. du vec-
teur global de la particule a spin

1 -1 1
¢ = (m + = 7]) g = —-mv' + — 77V (4.69)
c

En substituant ces quantités pour ¢ >0, dans (4.42, 4.43), on obtient
les équations chr.inv. du mouvement d’une particule a spin massive, si-
tuée dans notre Univers (la particule voyage du passé vers 1’avenir)

dm m .om x_ Lldn 7
- p

T Fv! D v -4 EFvi— 2L p. 4.
E % +C2 PAAY = T+C TV s ,kVV 4.70)

—(mv’)+2m(D’+A )V —mF' +mAlkV vk =
1 d i 277 i k
=_c_2d_‘r 77V) (D +A ) +C_FZ_C_A;lkV \'%

tandis que pour la particule de I’Univers miroir (qui se déplace vers le
passé), en substituant les quantités (4.69) pour ¢ <0, il vient

@4.71)

dm k_ldn n_ . 7
—E—C—ZFV + DileV = _zd_+_EVl_c D,kVV (472)
— (mv) +mF +mA vk =
( nk
4.73
__ii i) N opi _ A0 ynyk (4.73)
c2dr 2 c2 Tk '

Nous écrirons maintenant les équations déduites, en faisant appa-
raitre la partie géodésique dans les membres de gauche qui décrit le
mouvement libre de la particule, et en laissant dans les membres de
droite les termes liés au spin de la particule, qui rendent son mouvement
non géodésique (partie non géodésique). De la sorte, pour une particule
sans spin, les membres de droite sont nuls, et on obtient les équations
chr.inv. du mouvement inertiel, forme qui facilite leur analyse.
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Dans le cadre du dualisme onde-corpuscule, une particule dépour-
_ wdx®

vue de masse est décrite par le 4-vecteur d’onde K = ¢ <-—, expression
dans laquelle do? = hy dxtdx*, représente le carré de I’intervalle spa-
tial physiquement observable, qui n’est pas nul le long des trajectoires
isotropes. Puisque les particules sans masse voyagent en suivant des tra-
jectoires isotropes (trajectoires du genre lumiere), le vecteur K¢ est éga-
lement isotrope : son carré est nul. Mais comme la dimension du vecteur
K% est[cm™!], ces équations ont des dimensions distinctes de celles des
équations du mouvement des particules massives. Cette différence inter-
dit par ailleurs d’établir une formule unique pour 1‘action des particules
avec, et sans masse [9].

Par contre, le spin est un attribut physique qui caractérise les deux
types de particules, et donc, la déduction des équations du mouvement
pour des particules a spin, requiert obligatoirement un vecteur unique
pour ces deux particules.

Un tel vecteur peut étre alors obtenu en appliquant les conditions

physiques vérifiées le long des trajectoires isotropes
ds* =c*dr* —do* =0,  cdr=do #0, (4.74)

au 4-vecteur impulsion de la particule massive

dx® B mdx® _ dx®

PY =m, 4.75)

s T car  Mdo

Il en découle que I’intervalle spatial observable qui ne s’annule pas
le long des trajectoires isotropes devient le parametre de dérivation, tan-
dis que la dimension de (4.75) coincide avec la dimension du 4-vecteur
impulsion P® [gram]. Le 4-vecteur impulsion (4.75) dépend donc de sa
forme, et peut décrire a la fois le mouvement des particules massives
(trajectoires non isotropes), et celui des particules dépourvues de masse
(trajectoire isotrope). En fait, pour les particules sans masse mg =0 et
ds =0, leur rapport dans (4.75) est une indétermination 8. Néanmoins,
la transition de (4.75) % a %, leve cette indétermination, car la masse
relativiste de toute particule sans masse est m # 0, et donc le long de leur
trajectoire, nous aurons do # 0.

Dans la forme applicable aux particules sans masse (trajectoires iso-
tropes), il est évident que le carré de P (4.75) est nul

dx® dxP 5 ds*

O _ apf _ .2 wr et
FoP™ = gap P°P MY G de T o2

=0. (4.76)
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On écrit ensuite les projections chr.inv. du 4-vecteur impulsion

d’une particule sans masse P% =m ‘s;

P 1
O —4m, P=-mc, 4.77)

V900 c
ol ¢! est le vecteur chr.inv. de la vitesse de la lumiere. Dans ce dernier
cas, le vecteur d’impulsion du spin de la particule (4.39) est aussi iso-
trope

1 dx* 1 dx* 1 dx°

S =—=np—=—=n——=—=n—o", 478
c? 0" c? Tedr c? T do (4.78)
car son carré est nul
1 dxdxP 1 ds?
SuS” = gup S"S" = S gep——— = 2 -— =0, (479

et donc le carré du vecteur global associé a la particule Q¢ = P* + §¢,
est lui aussi nul

So 1 o1
o ==+ 2 St = c—3nc’. (4.80)

On voit alors que sa projection spatiale observable coincide avec
celle d’une particule massive (4.51), qui possede la vitesse chr.inv. de
la lumiere ¢/, au lieu de la vitesse observable v de la particule (4.51).
Par voie de conséquence, les projections chr.inv. du vecteur global pour
les particules a spin dépourvues de masse, s’écrivent

1 o1 1
0= (m +—= 17) q'=~-mc' + = nc (4.81)
¢

Ayant substitué ces quantités pour ¢ positif, dans les formules ini-
tiales (4.42, 4.43), on parvient aux équations chr.inv. du mouvement de
la particule a spin sans masse, située dans notre Univers (la particule
voyage du passé vers le futur), c¢’est-a-dire
k_ Lldn 7

i m i
— -5 Fic+—5Dycc’ =——5—+
c c

i N k
2 C4F,-c’—c—4lecc (4.82)

—(mc’)+2m(D‘+A )c —mF! +mA’kc ck =
1 d . _
=570 ’)——(D’+A )k + S = 2 ALt

c
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et pour la particule analogue dans 1’Univers miroir (elle se déplace du
futur vers le passé), on obtient apres substitution des quantités (4.81)
pour ¢ <0, les équations du mouvement chr.inv.

d ; , 1d
—ﬁ—%ﬂd+%gﬂ&:§£ EF’—EQWC (4.84)
E(mc")+mF‘ +mA! " ck wss)

Vd o M opi Mo ok 0
:_EE(UC)_ZF_C_ZAIM(CC.

4.4 Les conditions physiques de I’interaction de la rotation intrin-
seque

Ainsi, le spin d’une particule, interagit avec un champ extérieur re-

présentant la rotation d’espace décrite par le tenseur de non holonomi-

ob,,

cité d’espace A% = 1 ch™hP” (gi’L - W) et qui dépend du rotationnel

du 4-vitesse b* de I’ observateur, par rapport a son corps de référence.
Dans un champ électromagnétique, la charge d’une particule interagit
avec le champ électromagnétique extérieur — le champ du tenseur de

Maxwell Fz = Z’:f - % . Par suite, il semble alors naturel de comparer
les projections chr.i 11‘1V du tenseur de Maxwell F,z, avec les projections
chr.inv. du tenseur de non holonomicité d’espace Ag.

Au chapitre 3, nous avons montré que le tenseur de Maxwell Fyg
induit deux groupes de projections chr.inv., engendrés par le tenseur

lui-méme, et son pseudo-tenseur dual F* = %E "ﬁ’“‘VF#V

Fy
o Ei, Fik — Hik
V900
y (4.86)

V900

Par ailleurs, les projections chr.inv. du tenseur de non holomicité
Agp (4.11), et ceux de son pseudo-tenseur A*B = %E “ﬁ“VAm, sont

Aé ik impkn

o =0, A" = "R AL,

i (4.87)
0 =0, Ak =0
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Comparant les formules, on voit que 1’analogie de I’interaction du
spin ne s’applique que pour la contribution “magnétique” H* = A’ =
hmpkn A, du champ d’espace non holonome. La contribution ‘.‘élec—

trique” du champ dans I’interaction du spin, se réduit & & = 37% =
comme il fallait s’y attendre. En effet, le champ de rotation intrinseque
d’une particule (son spin), interagit avec le champ d’espace non holo-
nome, comme avec n’importe quel autre champ extérieur, et ce, pour
produire un mouvement.

Par ailleurs, la composante “magnétique” du champ non holonome

. . R .y AL oo
Hk = A £ 0 ne peut étre dual a zéro H* = \/T% =0. La similitude to-
tale avec les champs électromagnétiques est de ce fait incomplete. On

ne peut toutefois pas atteindre une correspondance formelle, car le ten-

e b,
seur de non holonomicité A% = h""hlg" (gi’ﬂ 6xv) apparait comme
un rotationnel “rapporté”, par rapport au tenseur de Maxwell, qui est

. ” 9A
un rotationnel “pur” Fyg = 6xf OA“ . Il reste qu’une analyse plus pous-

sée devrait permettre d’aboutir a une théorie de I’interaction du spin en
harmonie complete avec I’électrodynamique.

La similarité incomplete du champ espace non holonome a un
champ électromagnétique conduit aussi a un autre résultat. Si on dé-
finit la force de I’interaction du spin de la méme fagon que la force de

Lorentz ®* = £ F U7, la formule obtenue ®¢ = %A‘ff U7, ne contient
pas ’ensemble des termes dans les membres de droite des équations
du mouvement des particules a spin. Mais la force extérieure, qui agit
sur la particule, doit par définition inclure tous les facteurs qui sont res-
ponsables de la déviation géodésique de la particule, c’est-a-dire tous les
termes des membres de droite des équations du mouvement. En d’autres
termes, la 4-force d’interaction du spin, ®* [gram/sec], est définie par
DS* dS¢ o dx”

(D(l’ - - (l/
ds ds vS ds

(4.88)

dont la projection chr.inv. sur la section spatiale, apres division par c,
exprime la force observable tridimensionnelle chr.inv. de I’interaction
@ [gram cm sec~2]. Par exemple, pour une particule massive située dans
notre Univers, on aura a partir de (4.71)

1 d n

q;i:_c_Zd_ ’)——(D’+A)v +§Fi A’kvv (4.89)
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Au moyen d’une comparaison analogue entre I’interaction électro-
magnétique et le spin, et en exploitant la similitude avec les invariants
du champ électromagnétique (3.25, 3.26), on en déduit les invariants du
champ d’espace non holonome sous la forme

Ji = AgpAP = A A* = g4 €M QQ,, = 2Q, Q7 (4.90)
Jo = Agp A = 0. (4.91)

On voit que I’invariant scalaire J; = 20,0 est toujours non nul,
sinon I’espace serait holonome (absence de rotation), et il n’existerait
pas d’interaction du spin.

Nous abordons maintenant les conditions physiques du mouvement
des particules élémentaires a spin. Utilisant la définition du vecteur chr.
inv. de la force d’inertie gravitationnelle

1 ow  0v; ) Bln(l - Cﬁz) *Ov;
F, = ——-—= _ 4.92
1_%( ) oxt! ot (4.92)

oxi Ot

on peut formuler le tenseur de non holonomicité A;; comme suit

1(* *O; 8lnw/1—cE Oln,/1 - %
((9vk_ 6v)+ ' 2 2

C

) ey R v M

En raison de la faible valeur numérique de la constante de Planck,
I’interaction du spin ne doit perturber que les particules élémentaires.
Ainsi que nous le savons, a de telles échelles de masses et de distances,
Iintensité de I’interaction gravitationnelle est de quelques ordres de
grandeur, inférieure a celles des interactions électromagnétiques, faibles
(spin), ou fortes. Nous pouvons donc supposer le potentiel de gravita-
tion w — 0, pour I’interaction du spin, dans la formule pour A, (4.93).
Dans ce cas, a 1’échelle microphysique des particules élémentaires, le
tenseur A;; devient le rotationnel observable dans sa “stricte’” notation

1 *&)k *al),'
T2 ( Oxi axk) 54

tandis que la force d’inertie gravitationnelle (4.92), contient seulement
sa partie inertielle

*81)1' _ 1 avi__%
e g_wa o

(4.95)
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Les identités de Zelmanov

2 %0

\h Ot

qui relient la rotation d’espace a la force d’inertie gravitationnelle qui
lui est appliquée, devient pour les particules élémentaires (w — 0)

. 1
(VhQ")+ "V F =0, "V Q* + S FQ* =0, (4.96)
C

) 3 * 02 *62 .
Lﬁ(@9*1)+lguk(ﬂ_ ”f):o

ot 2 oxiot  Oxkor
Vi 4.97)
1 *Oug
"Vt~ Q=0
¢ 2 ot
Lorsqu’on substitue ici % =0, en supposant donc que la rotation

observable de I’espace soit stationnaire, on obtient *Vj Q* =0, c’est-a-
dire que le pseudo-vecteur de rotation d’espace demeure inchangé. La
1ere identité de Zelmanov devient

"oQ
=0 4.98
5 , (4.98)

QD+

d’ou I’on peut voir que D =det || D}} || = %ﬁ =0, et le taux de dilatation
relative du volume élémentaire d’espace, est nul.

Par conséquent, nous avons obtenu qu’a I’échelle des particules é1é-
mentaires, le champ des vitesses angulaires avec lequel I’espace d’une
telle particule tourne reste inchangé (*V;, Q** = 0), et aussi I’espace ne
se déforme pas (D =0).

Il est alors tout-a-fait concevable que le caractere stationnaire du
champ non holonome de I’espace (le champ extérieur interagissant avec
le spin), soit la condition nécessaire de stabilité pour la particule élémen-
taire soumise a cette influence. En dehors de ces considérations, nous
pouvons conclure que les particules a spin et a longue durée de vie,
devraient étre animées de rotations intrinseéques stables, tandis que les
particules a courte durée de vie, seraient elles, représentables par des
tourbillons spatiaux instables.

L’étude des particules a courte durée de vie, se révele néanmoins
problématique, en raison du manque de données expérimentales rela-
tives a la structure des tourbillons instables qui en seraient a ’origine.
Parallelement, les particules a longue durée de vie, peuvent par contre,
faire I’objet d’une étude dont les solutions sont précises (champ station-
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naire de la rotation d’espace). Une telle étude va faire I’objet du prochain
paragraphe §4.5.

4.5 Mouvement des particules élémentaires en rotation

Ainsi que nous I’avons vu, la petitesse de la constante de Planck in-
finitésimale, ne concerne que le domaine des particules élémentaires,
ou I’intensité des interactions gravitationnelles n’est inférieure que de
quelques ordres de grandeur, aux interactions faibles et fortes. Par suite,
en supposant w — 0, dans les équations chr.inv. du mouvement des par-
ticules a spin, (4.70-4.73), et (4.82—4.85), on parvient aux équations chr.
inv. du mouvement des particules élémentaires. Au paragraphe précé-
dent (§4.4), nous avions du reste, déduit que dans les rotations station-
naires d’espace ‘;”" 0, a I’échelle des particules élémentaires, la trace
du tenseur des déformations d’espace est nulle D = 0. Bien entendu, la
nullité de la trace d’un tenseur n’entraine pas nécessairement que le ten-
seur soit lui-méme nul. Par contre, la déformation d’espace est un phé-
nomene rare, et donc, nous supposerons ici légitimement Dj; = 0.

Au paragraphe §4.3, nous avons démontré que dans les rotations
stationnaires d’espace, la condition de conservation pour le vecteur im-
pulsion de spin $¢ d’une particule a spin arbitraire, devient (4.68), et
donc

nhHmn Eimn V

\/_ A (\/_ Q") =0 (4.99)

Par ailleurs, pour ‘;— 0, les identités de Zelmanov appliquées aux

particules élémentaires (4.97) impliquent
o L0 xf 1 4

Ve Q= —— VhQ*)=0. (4.100

‘ Oxk (9xk \/_ Axk ( ) ( )

La premiere condition est vérifiée si a_ (\/ﬁ Q*k) 0, ce qui est vrai

lorsque le pseudo-vecteur de rotation d’espace, est

Q*i Q?(l)) *1

(0) = const. 4.101)

i
Compte tenu de ce qui a été dit précédemment de (4.70, 4.71), et
apres calculs, on trouve les équations chr.inv. du mouvement d’une par-
ticule élémentaire massive. Pour la particule de notre Univers (se dé-
placant vers le futur par rapport a un observateur usuel), les équations
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s’écrivent comme suit

dm 1 dn

— =1 4.102
dr c2dr ( )
d . . .

—(mv') + 2mA}<’.Vk + mA’kV”Vk =

dr | d G (4.103)

=——— ’)__

— L AL yvk,
c? dT 2k

Alors que pour les particules de I’Univers miroir voyageant vers le
passé, on obtient a partir de (4.72, 4,73)

dm 1d
_an_ A (4.104)
dr  2dr
k__1d
czdr
Ainsi que ’on peut facilement le voir, les équations chr.inv. du mou-
vement sont les mémes pour les particules de notre Univers et celles de
I’Univers miroir. Intégrant I’équation scalaire pour la particule de notre
Univers (écoulement du temps direct), a savoir

d . .
d—(mv’) +mA V"V v — = A wV nvk. o (4.105)
-

9
f d (m+ L )ar =0, (4.106)
7,20 dr c
on obtient .
m+ — = const = B, 4.107)
C

ou B est la constante d’intégration définissable a partir des conditions
initiales.

Pour illustrer le sens physique de I’intégrale des forces vives, on peut
établir une comparaison entre les projections chr.inv.

Py 1 1

=+m, Pl=-mvi=-p'
V900 c c
(4.108)

1 i
:i'—zn, S :C—37]V

V900

du 4-vecteur impulsion de la particule et celles du vecteur impulsion de
spin, ¢’est-a-dire entre P =mg 4~ - et S¥= ’70 d" . Par analogie avec la

masse relativiste +m, la quantité + c2 7 sera appelee ici la masse de spin
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relativiste, et ainsi, la quantité C]—2 no représentera la masse de spin au re-
pos. De plus, sous les conditions précitées, le théoreme des forces vives
appliqué aux particules élémentaires a spin, implique que la somme de
la masse relativiste et de sa masse de spin, demeure inchangée le long
de la trajectoire.

Examinons a présent les équations du mouvement d’une particule
élémentaire massive appartenant a notre Univers (4.103), en appliquant
I’intégrale des forces vives.” Substituant cette derniére intégrale (4.107)
dans (4.103), en ayant annulé les constantes, on obtient les équations
dynamiques sous la forme dépouillée

l
i% +2AVE+ AL vV =0, (4.109)
qui sont dans ce cas, géodésiques. Le terme A;k v"v¥, contraction des
symboles de Christoffel chr.inv., avec la vitesse observable de la parti-
cule, est relativiste en ce qu’il est une fonction quadratique de la vitesse.
Ce terme peut étre négligé si la métrique observable hj; = —gix + Ciz V; U,
le long de la trajectoire est quasi euclidienne, ce qui est toujours réali-
sable lorsque la vitesse de rotation d’espace est de tres loin inférieure
a celle de la vitesse de la lumiere, et pourvu que la métrique g;; soit
elle-méme euclidienne.

Alors, les composantes diagonales du tenseur métrique chr.inv. se

réduisent a

k

hit = hyy = h33 = +1, (4.110)

toutes les autres h;, =0, si i # k. Il est intéressant de remarquer que la
4-métrique ne peut pas étre ici galiléenne, du fait de la rotation de la
section spatiale par rapport au temps. Autrement dit, méme si le 3-
espace observable (section spatiale), est plan, I’espace quadridimen-
sionnel n’est pas minkowskien, mais un espace pseudo-riemannien dont

la métrique est
ds* = goo dx"dx® + 2goi dx’dxt + gik dx'dx* = @11
= 2d* + 2 goicdtdx’ — (dx')? — (dx®)* = (dx3).

Nous supposons ici que la vitesse angulaire de rotation d’espace, est
constante Q = const, autour de I’axe x>, par exemple. Dans ce cas précis,

*. En termes d’invariants chronométriques, 1’intégrale des forces vives est la solu-
tion de I’équation scalaire du mouvement chr.inv.
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les composantes de la vitesse linéaire de rotation de 1’espace v; = Qi x¥

prend la forme suivante
v =Qpx’=Qy, v=Qyxl =-Qx, (4.112)

ol Ajx = Qj. Par suite, le tenseur de non holonomicité d’espace A;; pos-
seéde 2 composantes non nulles

Ap =-Ay =-Q. (4.113)

Les équations vectorielles du mouvement chr.inv. (4.109) prennent
alors la forme suivante

av' dv? av?
— +2Qv? =0, —-20vl=0, — =0, 4114
dr v dr v dr ( )
ou la 3eme équation admet la solution immédiate
v = vgo) = const. 4.115)
Compte tenu de v° = %, on représentera x> comme suit
3_ .3 3
X" = Vi) T+ X 4.116)

ou x?o) représente la valeur numérique de la coordonnée x> & I’instant

initial 7 =0 du mouvement.
De la premicre équation (4.114), on déduit pour v
2 1 dv!

Vi 4.117)

Différenciant cette derni¢re équation par rapport a I’intervalle de
temps physique observable dt, on obtient I’équation évidente
av? 1 d?>v!

T Tadn (4.118)

2

et substituant ensuite dans la seconde équation de (4.114), il vient
d2 1
Y L40%' =0, (4.119)
dr?

c’est-a-dire 1’équation de I’oscillateur libre. Sa solution s’écrit

vl = Clcos2Q71) + Cosin (2Q7), (4.120)
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ou C; et C, sont les constantes d’intégration qui sont définies a partir
des conditions 7=0

1
V(O) = C]
vl ' , (4.121)
i 2QC, sin (2Q7)|__ +2QC; cos 2Q7)|__,
7=
l
dou Cy = (0)’ Cy= 2(8, V(IO) = %L:O sont des constantes, on obtient
alors finalement 1’équation pour v!, sous la forme
-1
Pyl 207) + -2 §in 20 4.122
v —V(O)COS( T)+m811’1( T), 4.122)

d’ou I’on voit que la vitesse de la particule élémentaire a spin massive,
effectue des oscillations sinusoidales suivant x', 4 une fréquence égale

au double de la vitesse angulaire de rotation d’espace.

Prenant en compte v! ddx , nous intégrerons la formule déduite

(4.122), par rapport a dt. Il vient ainsi

l 1

1
2Q7) —
X s1n Q1) 1

=23 Q O cos2Q7) + C5. (4.123)

Q

Yo)
(0) + 7% €N sup-

Nous aurons ainsi

On pourra écrire la constante d’1ntegrat10n C3=

posant qu’a instant initial 7=0, on ait x! = x(o)
1’équation pour x! (4.123) sous la forme suivante
1 o1

L \i
2Q71) —
X sm Q1) 2

29 Q)z cos (2Q7) + x) + Yo (4.124)

40?%°
et donc, la coordonnée x' de la particule élémentaire effectue elle aussi
des oscillations libres de fréquence 2 Q.

Ayant maintenant substitué les v! (4.122) dans la seconde équation
(4.114), on parvient a

dv? 1
= 2Qv,, cos (2QT) + Vg, sin 2Q7), (4.125)
qui, aprés intégration donne la solution pour v?
: 1

A
v2 = V(O) sin(2Q71) — Q cos QA1)+ Cy4. (4.126)
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Supposant v> —V(O)(T 0), on obtient C4 = v (0)+ Yo . Alors

1

0
V2 = vl sin(2Q7) — Q “2 cos 2Q1) + V2, + 2(9) L4127

dx
d b
obtient alors la formule pour la coordonnée x? de cette particule

Compte tenu de v? on integre la formule par rapport a dr. On

()

+C 4.128
) 5. ( )

= 4;2) sin (2QT1) — (Q) cos (2QT) + V(O)T + —

(0

La constante d’intégration Cs = (0 ) est obtenue a partir de la

2

)t

condition x- = x(o)(r =0). En définitive, la coordonnee X2, est

l l
2 (0) (0)

X = Vo T+ 5o o 102 sin(2Q71) —

1 (4.129)
Yo MO
20 2Q0°

A partir de cette formule on voit que : si a I’instant initial du temps
observable 7 =0, la particule élémentaire a spin massive avait la vitesse
(0) suivant x%, et I’accélération v\ suivant x!, celle-ci, ainsi que les os-

—cos (2Q71) + x(o)

(0)
cillations libres de la coordonnée x? 2 la fréquence double de la rotation

d’espace Q, est soumise 2 un déplacement linéaire Ax* = V(O)T + ﬂ

En se référant a I’intégrale des forces vives (la solution des equatlons
scalaires du mouvement chr.inv.), pour cette particule m + L% = B=const
(4.107), on trouve la constante d’intégration B. Ecrivant 4.107)

o v
m0+—2:B 1——2, (4130)
c c
et le carré de vitesse observable de la particule est v> = const. Puisque
les composantes de la vitesse ont été déja définies, on peut écrire la
formule relative a son carré, comme suit

(V) + () + () =

o1 2
\

1 32 2 \2 3 \2
= (V)™ + (Vig)” + (V)™ +

.1 \2
(V) ©)V(0)

202 Q (4.131)
-1 1

Vo
+ 2( va, + 2};)(%) sin 2Q7) — Q ) cos (2Q7)
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(ceci en tenant compte que la 3-métrique en question, est euclidienne).
On voit que le carré de la vitesse demeure inchangé si V(ZO) =0,et \'/(10) =0.
La constante B de I’intégrale des forces vives est

+
B=——5, (viy)’ = (vlg) + (Vi) = const, (4.132)

Ty
moy+ —

m+ =2 (4.133)
c? "
-2

et constitue donc la condition de conservation pour la somme de la
masse relativiste m de la particule et de sa masse de spin C%

Tout ce qui a été dit a propos des particules élémentaires, nécessite
ici quelques remarques. Dans la définition g = ni"™"A,,,, compte tenu
que A = Emnk Q* ona

1m0 = ™Ay = 2nhy QF, (4.134)

ol 7y = % Enmi W™ Ici, Ty est le 3-pseudo-vecteur du moment intrin-
seque de la particule élémentaire. Donc, g est le produit scalaire de
pseudo-vecteurs tridimensionnels : celui du moment intrinseque 7. de
la particule élémentaire, et celui de la vitesse angulaire de rotation d’es-
pace Q. Linteraction du spin est donc absente, si les pseudo-vecteurs
de la rotation de la particule et du champ extérieur de rotation d’espace,
sont observés orthogonaux.

Revenons a présent aux équations du mouvement des particules a
spin. Prenant en compte les constantes d’intégration obtenues, les équa-
tions chr.inv. du mouvement des particules a spin massives situées dans
notre Univers, ont les solutions

1
v
vl = v(lo) cos(2Q1), X! = % sin(2Q71) + x(lo)
v Vi 4.135
V2 = V(ZO) sin(2Q7), x> = —% cos (2Q71) + % + x(zo) - (4.135)

— 3 3 _ 3 3
A V(O)’ X = V(O)T + X(O)
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Examinons alors la forme de la courbe spatiale suivie par la parti-
cule. Nous fixons le systeme de référence de 1’observateur, de telle sorte
que le déplacement initial de la particule soit égal a zéro, c’est-a-dire
x(10> = x(zo) = x(30) =0. A un instant arbitraire, toutes les composantes spa-
tiales sont

x =x=asin(2Q7)
¥ =y=a[l -cosQr)] }, (4.136)
x=z=bt

1
olla= %, b= V(30). Les solutions obtenues pour les coordonnées sont les
solutions paramétriques d’une surface, sur laquelle se déplace la parti-
cule. Afin de mieux visualiser ce type de surface, on peut passer des
notations paramétriques a celles de coordonnées en éliminant le para-

metre 7. Elevant au carré les équations pour x et y, il vient

X4yt =2a"[1 - cos Q)] =

Q 4.137
= 44% sin? (Q7) = 44’ sin’ % . ( )

Les résultats ainsi déduits, présentent toutes les caractéristiques de
1’équation d’une hélice x? + y? = a?, 7= br. Néanmoins, la similitude est
incomplete — la particule voyage le long de la surface d’un cylindre a la
vitesse constante b = v(30), suivant son axe z, alors que son rayon oscille
a la fréquence Q, dans I’intervalle” compris entre z€ro et son maximum

1
2a= %, pour 7= ’;—kg.

La trajectoire de la particule élémentaire a spin massive, située dans
notre Univers, prend I’aspect d’une hélice enroulée autour d’un cylindre
oscillant. La durée de vie de cette particule est égale a la longueur du
cylindre, divisée par sa vitesse le long de z (axe du cylindre). Les oscil-
lations du cylindre figurent les “pulsations” de la particule. Le cylindre
ainsi défini représente le cylindre des évenements de la particule, a partir
de son apparition dans notre Univers (acte de matérialisation), jusqu’a
sa fin (dématérialisation). Cependant, méme apres sa fin, son cylindre
des événements ne disparait pas totalement, car il se divise en d’autres
petits cylindres semblables, rattachés a d’autres particules issues de la

désintégration, soit dans notre Univers, ou dans I’Univers miroir.

* Ouk=0,1,2,3,... Si v3

0 =0, la particule oscille simplement dans le plan xy
(section du cylindre).
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Par conséquent, I’analyse de 1’apparition ou de la disparition (désin-
tégration) des particules élémentaires en relativité générale, implique
I’étude des points de ramifications des cylindres des particules, en con-
sidérant leurs extensions possibles dans 1I’Univers miroir. Si nous envi-
sageons le mouvement de deux particules a spin liées, qui tournent au-
tour d’un centre de masses commun, par exemple celui du positronium
(systeme constitué d’un électron et d’un positron), on est immédiate-
ment conduit a I’image hélicoidale double de ’ADN, dont les “pas”
(liens avec les particules), s’enroulent autour du cylindre oscillant de
leurs évenements.

Résolvons les équations chr.inv. du mouvement des particules a spin
massives, qui se déplacent dans 1’Univers miroir, un univers caracté-
risé par un écoulement du temps inversé. Selon les conditions physiques
précitées,” les équations mentionnées (4.104, 4.105) deviennent

dm 1dn
= 4.138
dr  c2dr’ ( )
d. . 1d, ,

La solution de I’équation scalaire du mouvement chr.inv. est I’intég-
rale des forces vives m + Clz = B =const, comme c’était le cas pour les
particules analogues situées dans notre Univers (4.107). En la substi-
tuant dans les équations vectorielles chr.inv. (4.139), on obtient

' =0, (4.140)
dr
et donc v/ = VEO) = const. Du point de vue d’un observateur régulier, ce
résultat implique que la particule a spin massive, voyage dans 1’Univers
miroir a une vitesse constante, contrairement a la particule de notre Uni-
vers, dont le mouvement observable s’effectue en suivant une trajectoire
hélicoidale oscillante.

Par ailleurs, du point de vue d’un observateur, qui serait situé dans
I’Univers miroir, le mouvement des particules a spin massives apparte-
nant a notre Univers, apparaitrait linéaire et uniforme, alors que celui
des particules de son Univers miroir suivrait une “hélice” oscillante.

*. A savoir — la rotation stationnaire de 1’espace a faible vitesse, I’absence de dé-
formations d’espace, et la 3-métrique euclidienne.



4.6 Particule en rotation dans un champ électromagnétique 185

D’une facon identique, on pourrait tenter d’évaluer le mouvement
des particules a spin dépourvues de masse (du genre lumiere), mais
notre approximation de la vitesse linéaire de rotation d’espace, négli-
geable par rapport a la vitesse de la lumicere, ne suffit plus, et constitue
donc un sérieux obstacle pour la résolution de ce probléme. Rappelons
nous en effet, que c’est cette approximation qui nous a permis de trouver
les solutions exactes des équations chr.inv. du mouvement des particules
élémentaires a spin massives. On peut néanmoins légitimement penser
que les méthodes de résolution sont les mémes, pour les deux types de
particules.

4.6 Particule en rotation dans un champ électromagnétique

Dans ce paragraphe, nous allons déduire les équations chr.inv. du
mouvement d’une particule qui posséde a la fois un spin et une charge
électrique, et qui se déplace dans un espace pseudo-riemannien balayé
par un champ électromagnétique.

Le vecteur global de la particule est

0% = P" + S A + 57, (4.141)
C

ou P? est le vecteur quadridimensionnel d’impulsion de la particule. Les
deux 4-vecteurs restants sont des impulsions supplémentaires, commu-
niquées a la particule et qui sont dues a I’interaction de sa charge, avec
le champ électromagnétique, ainsi que celle de son spin avec le champ
non holonome de I’espace. Etant donné que les vecteurs P® et S sont
tangents a la trajectoire quadridimensionnelle de la particule, on peut
légitimement supposer le vecteur A% (potentiel du champ électromagné-
tique) soit lui-méme tangent a cette trajectoire. Dans ce cas, le vecteur
est A% =g %, tandis que la formule ¢’ = %Vi (voir §3.8) fixe la relation
entre le potentiel scalaire ¢ et le potentiel vecteur g’ du champ électro-
magnétique.

Les projections chr.inv. @ et §' du vecteur global Q¢ de la particule
considérée (4.141), sont

& = i(m+@+1), §= 5 mvi+ =+ e@)V, (4.142)
C C

ou m est la masse relativiste de la particule, ¢ est le potentiel scalaire du
champ électromagnétique actif, tandis que 1 décrit I’interaction du spin
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de la particule avec le champ non holonome de I’espace

m=—20 o= -0 (4143

v2 v2 v2

Utilisant les formules pour @ et §' (4.142), on obtient les équations

chr.inv. du mouvement de la particule massive a spin chargée située dans
notre Univers (elle se déplace du passé vers le futur)

d .
an_ FV + Dy vivk =
dr & c? (4.144)
1 d +eso i_ntep g
=y Mten Fivi = —2= DV,

—(mV’)+2m(D’ + A} )V —mF +mA V" vk =

= —c—2$ [(n+e<p)v’] M(D’ +A’)Vk+ (4.145)

ntep ;. ntep k
+ F' - AL vV,
2 c2 nk
alors que la particule analogue appartenant a 1’Univers miroir (qui se
déplace du futur vers le passé), est

d .
_d_’f_ 2FV t 3 D,-kv’vk=
c
1d ntep . i ntep i (*.140)
ZEEW”"DH — Fivi- = Dy v'v®,
d ) ) .
d—(mv’) +mF' +mA;kV"Vk =
’ 1d n+ep . nt+ep (4.147)
= ———[(77+€<P)V]_ P F'— A;lkvnvk'

Dans les espaces riemanniens, le transport parallele préserve la lon-
gueur des vecteurs transportés. Leur carré est donc invariant dans n’im-
porte quel systeme de référence, et en particulier dans le référentiel d’ac-
compagnement

QaQa=gag(P“+%A“+S")(Pﬁ+%Aﬁ+Sﬂ)=

C

4.148

ego no)2 dx® dxP ( ego 770)2 (4149
=\my+ —— .

=g (mo + =+ = + =
af 2 ) ds ds 2 2
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Au §3.9, en introduisant une direction spécifique du 4-potentiel élec-
tromagnétique A par rapport a la trajectoire d’une particule chargée,
nous avons démontré que le champ se déplace, et nous avons pu simpli-
fier substantiellement les membres de droite des équations chr.inv. de
son mouvement.

Le membre de droite des équations vectorielles du mouvement chr.
inv. devient la force de Lorentz chr.inv. ®' = —¢ (E iy % gikmy, H*m), alors
que le membre de droite de I’équation scalaire chr.inv. s’obtient en for-
mant le produit scalaire du vecteur champ électrique E;, avec la vitesse
observable de la particule. A 1’aide de ces éléments, nous allons expri-
mer les équations chr.inv. déduites (4.144-4.147) sous une forme parti-
culiere. Pour la particule située dans notre Univers, on a

d 1 .
d (m+ ]72) 2(m Z)FV +
T «croc | . (4.149)
;(m+ ) ,kv’vk:—c—2E,~V’,
d m+£ i l D’ +A m+ — i Fi+
dr c? c2 c?
1 (4.150)
+( )A’kv \ ——e(E’+Es’kmka*m).

Et pour la particule analogue de I’Univers miroir, il vient

—i(m+l)—l(m+l)Fv +
c?

2 2
dr “roc (4.151)
+i +£D ik—_iE.i
C2 m C2 lkVV - C2 lva
e 2 s 2o B
(4.152)

R
= —e(E’ + ZglkakH*m)'

Afin de pouvoir conclure trés précisément sur le mouvement des
particules massives chargées a spin dans I’espace pseudo-riemannien,
il nous faut fixer une structure géométrique tangible de 1’espace.

Comme nous 1’avions fait au paragraphe précédent §4.5, o nous
avions analysé le mouvement de particules neutres a spin, nous suppo-
serons ici que :
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a) En raison de la faiblesse des interactions gravitationnelles a 1’é-
chelle des particules élémentaires, w — 0;

b) La rotation d’espace est stationnaire, et *% =0;

¢) Il n’y a pas de déformations d’espace Dy =0;

-1, i=k.
0, i#k’

e) L'espace est en rotation constante a la vitesse angulaire € autour
de I’axe x* = z, donc les composantes de la vitesse linéaire corres-
pondante, sont v; = Qpx?= Qy, vy = Qo xl=—Qx.

d) La 3-métrique gjx dx'dx* est euclidienne gik =

Considérant I’ensemble de ces contraintes, on obtient le ds”> pour
les particules élémentaires sous la forme

ds* = 2d* = 2Qydrdx + 2Qxdtdy — dx* — dy’ — dz%, (4.153)

tandis que les caractéristiques physiquement observables de 1’espace de
référence, dans cette métrique sont

Fi=0, Dg=0, Ajp=-Ay =-Q, Az =A3=0. (4.154)

Comme nous I’avons fait au paragraphe §4.5, en examinant le mou-
vement des particules élémentaires a spin, nous admettons une vitesse
linéaire de rotation d’espace treés inférieure a la vitesse de la lumiere
(champ non holonome de I’espace tres faible).

Dans ce cas, le tenseur métrique chr.inv. A, est euclidien, et tous les
symboles de Christoffel chr.inv. A;.k s’annulent, simplifiant notablement
ici I’algebre en question. Les équations chr.inv. du mouvement de la
particule située dans notre Univers sont

d n e  dx'
Cm+L)=-S B, 4.155
dT(m c) 2 'dr ( )
d(m+%)v1
L T A +2( +£)Q 2=
dr mr 2 v
——e(E1 +—elkakH*m)
c
d(m+ Z)v?
( cz) —2(m+1)9v1 _ . (4.156)
dr c?
= —e(E2+—82kmka*m)
d(m+ZL)v3 1
( 62) — _e(E3 + _83kakH>km)
dr c



4.6 Particule en rotation dans un champ électromagnétique 189

et celles de la particule de 1’ Univers miroir

d( ’7)—6 dx' (4.157)

= —E—
2 dr’

|
|
Q
—_
o1
+
|
M
=
3
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>~
=
3
~————

(4.158)
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Examinons attentivement 1’équation scalaire chr.inv. du mouvement
dans notre Univers (4.155), et celle de 1’Univers miroir (4.157). On
observe que la somme de la masse relativiste de la particule, et de sa
masse de spin, est égale au travail fourni par la composante électrique
du champ électromagnétique actif, pour déplacer cette particule chargée
sur le parcours élémentaire dx’. A partir des équations vectorielles du
mouvement chr.inv., on voit que dans notre Univers (4.156), ainsi que
dans I’Univers miroir (4.158), la somme du vecteur impulsion spatial
de la particule, et de son vecteur impulsion de spin le long de x> =z, est
définie uniquement par la composante de la force de Lorentz, suivant le
méme axe.

Notre tache va maintenant consister a trouver la trajectoire d’une
particule élémentaire a spin chargée, dans un champ électromagnétique
sous les conditions annoncées.

Ainsi que nous I’avons fait au chapitre 3, nous supposons ici le
champ constant, ¢’est-a-dire que les vecteurs champ électrique et ma-
gnétique E; et H*, sont respectivement

oy
E=2 (4.159)
4 1 1, [0@evy) 0(pvy,)
H = 5 glmnHmn = Z glmn e - Ao - 2¢Amn . (4160)

Au chapitre 3, nous avons abordé le méme genre de probleme — ré-
solvant les équations chr.inv. du mouvement pour une particule massive
chargée, mais sans tenir compte de son spin. Manifestement, pour le cas
d’une particule chargée sans spin, les solutions des équations chr.inv.
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du mouvement d’une particule a spin chargée devraient coincider avec
celles obtenues au chapitre 3, dans le cadre de 1’électrodynamique théo-
rique classique.

Afin de comparer nos résultats avec la théorie classique, it serait per-
tinent d’analyser le mouvement de la particule massive a spin pour trois
cas typiques de champs électrodynamiques, qui ont fait ’objet d’une
étude au chapitre 3, et dans la Théorie des Champs [10] :

a) Un champ électrique homogene et stationnaire (le vecteur champ
magnétique est nul);

b) Un champ magnétique homogene et stationnaire (le vecteur champ
électrique est nul);

¢) Un champ électromagnétique homogene et stationnaire (les deux
vecteurs sont non nuls).

Néanmoins, I’électrodynamique étudiant le mouvement des parti-
cules macroscopiques usuelles, il n’est pas évident que les 3 cas précités
soient applicables a I’échelle microphysique, en raison des contraintes
imposées par la métrique.

Tout d’abord, le spin d’une particule élémentaire perturbe son mou-
vement seulement si un champ extérieur de non holonomicité d’espace
existe, et son tenseur représentatif qui est A;; # 0. Par contre, a partir des
formules pour les champs électrique et magnétique E; et H*' (4.159,
4.160), on voit que I’espace non holonome ne perturbe que le champ
magnétique.

C’est la raison pour laquelle nous prétons une attention particuliere
au mouvement des particules élémentaires a spin dans un champ électro-
magnétique de nature strictement magnétique.

Ensecond lieu, I’équation scalaire chr.inv. du mouvement d’une par-
ticule massive a spin chargée (4.155)

d 1 ;
(mo+’7—§)—— = -2 Ev (4.161)
c¢*/dr 1_¥ c
2
devient a I’approximation non relativiste
Ev'=0, (4.162)

et donc, la composante électrique du champ ne fournit aucun travail
pour déplacer la particule dans le cadre des contraintes de la métrique
imposées par I’échelle des particules élémentaires.
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Puisque nous considérons ici des champs stationnaires, les condi-
tions déduites (4.162), s’écrivent
. 0o Opdxt dy
EiV = —V =——=—=
oxt oxt dr dt

qui impliquent pour le champ du potentiel scalaire ¢ = const, ce qui con-
duit a

0, (4.163)

H*i

- 2¢ axt  oxm  “\gxn  gxm

d aimn[av’" ALL 2(6’)’” Oon )} (4.164)

Dans le cas relativiste, la composante électrique se manifeste (elle
fournit un travail pour déplacer la particule), a condition que la valeur
absolue de la vitesse de la particule soit non stationnaire

2
o (mo+ ) DL ENi£0. (4165
22 (1 _ ) / 2/ dr c
C
Par suite, la composante électrique du champ électromagnétique se-
lon les contraintes imposées par la métrique dans le domaine des parti-
cules élémentaires, ne se manifeste que pour les particules relativistes,
dont la vitesse n’est pas constante le long de la trajectoire. Dans un
champ strictement électrique, toutes les particules “lentes” ne sont donc
pas concernées.
En définitive, le caractére général” de notre étude exige un champ
électromagnétique stationnaire de nature purement magnétique, ou le
champ électrique est absent. Cette étude sera entreprise au §4.7.

4.7 Mouvement dans un champ magnétique stationnaire

Dans ce paragraphe, nous allons examiner le mouvement d’une par-
ticule a spin chargée se déplacant dans un champ électromagnétique sta-
tionnaire de nature strictement magnétique.

Comme nous 1’avons fait au paragraphe §4.6, nous supposerons que
I’espace-temps a la métrique (4.153), d’ot F; =0, et Dy =0. Le champ
non holonome est stationnaire. Dans la rotation d’espace autour de z, de
toutes les composantes du tenseur de non holonomicité, seules les com-
posantes Ay = —Aj; = —Q = const, sont non nulles, et I’espace entre en
rotation dans le plan xy a la vitesse constante €.

*. Mouvement d’une particule élémentaire a spin chargée animée d’une vitesse ar-
bitraire, faible ou relativiste.



192 Chapitre 4 Particules douées de rotation intrinseque

Dans les conditions indiquées, la quantité g =n#""A,,,, qui décrit
I’interaction entre le spin de la particule (sa rotation intrinséque), avec
un champ extérieur de I’espace non holonome, est

no = n(h12A12 + h21A21) =2nh"%A, = £2nhQ,  (4.166)

ou “plus” représente les 7 et Q co-orientés (avec Ajp = —€, la valeur
numérique de %' est également négative, 1'2 = —#), et “moins” signifie
qu’ils sont dirigés de maniére opposée (A1, = —Q, et 7i'2 = + 7).
% 2 . . .
Dans ce cas,” les équations chr.inv. du mouvement de la particule
de notre Univers deviennent

d n

O R A 4.167
dr (m c2) ’ ( )
d . 4 .

o [(m + C%)Vl + Z(m + C%)AZ.VI‘ + (m + :—Z)Azkvnvk =

o (4.168)
- _- 8lkm Vi Ha
c

alors que pour la particule analogue située dans 1’Univers miroir, on a

_i(m+_):0, (4.169)

(m + %)V‘] i (’” * %)A;kv”v" = &My . (4.170)
c c ¢

dr

Apres intégration du théoreme des forces vives (I’équation scalaire
chr.inv. du mouvement), on obtient I’intégrale des forces vives. Dans
notre Univers et I’Univers miroir, celle-ci s’écrit respectivement

m+%=B=const, m+%=—§=const, “4.171)
c c
ol B et B sont les constantes d’intégration de notre Univers et de 1’ Uni-
vers miroir respectivement. En substitution 7 =0 dans (4.171), on a

WA,
B:mo+c—(2)— 0 ”T (4.172)
_ A

B:—mo—Z—g—— 0~ . @.173)

*. A condition que le potentiel électromagnétique A soit dirigé le long de la tra-
jectoire quadridimensionnelle de la particule.
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Les formules pour les intégrales des forces vives, (4.171) impliquent
qu’en I’absence de la composante électrique du champ électromagné-
tique actif, le carré de la vitesse de la particule a spin chargée demeure
inchangé v2 = hy, vivk = const.

Ayant substitué les formules des intégrales des forces vives dans
(4.168, 4.170), on parvient aux équations vectorielles du mouvement
chr.inv. pour notre Univers, et I’Univers miroir

dv! . . .
d—VT +2AVE £ AL IV = - ciB %N Ho (4.174)
dv' .

v, A vk = - L gty g (4.175)
dT cB

Celles-ci sont semblables aux équations chr.inv. du mouvement
d’une macro particule chargée (particule chargée sans spin), dans un
champ magnétique homogene et stationnaire (3.290, 3.291). A la diffé-
rence ici, que la constante d’intégration relative a I’intégrale des forces
vives présente au membre de droite, n’est pas égale a la masse relati-
viste m de la particule, comme c¢’était le cas en électrodynamique (3.290,
3.291), mais correspond a (4.171), qui rend compte de I’interaction du
spin de la particule et le champ de 1’espace non holonome. Cette difté-
rence reste vraie pour les équations vectorielles chr.inv. (3.298, 3.299).

A Pattention de nos lecteurs qui s’intéressent de prés a la méthode
des invariants chronométriques, nous ferons une remarque concernant la
forme des équations du mouvement chr.inv. Lorsque nous avons obtenu
les composantes du terme A}(’:vk, trouvées seulement dans les équations
de notre Univers, nous avons par exemple pour i =1

ANVE = AN + ANV = h2A v + R AV, (4.176)

oll Ajp = —Ajp; = —£. Puis obtenant A'll. et A'21., ona
Al =n"A, = i AL+ hPAL = RPA, (4.177)
AL = h'"Ay, = i Ay + WAy = KM Ay, (4.178)

ou les 4 sont les éléments d’une matrice inverse de la matrice Ay, et
dont les composantes utiles s’écrivent

hao hio
Pl = == 2 = == 4.179
p 0 ( )
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Par suite, le déterminant du tenseur métrique chr.inv. (voir §3.12,
pour plus de détails), est
Q2 (x2 + yz)
h = detllhill = 1+ ———, (4.180)
c
la quantité inconnue A}{llvk (4.176) est donc (la composante Aﬁvk trou-
vée dans 1’équation du mouvement suivant y, peut étre déduite de la

méme maniere)

Q QZ QZ 2
Alvk = z[C—zxym(l + Cj )y] (4.181)

Revenons maintenant aux équations vectorielles chr.inv. du mou-
vement d’une particule a spin chargée dans un champ magnétique ho-
mogene et stationnaire. Nous aborderons ces équations dans deux cas
d’orientations mutuelles possibles du vecteur champ magnétique par
rapport au pseudo-vecteur de non holonomicité d’espace : colinéaires
et orthogonaux.

4.7.1 Lechamp magnétique est colinéaire au champ non holonome

Nous supposons que le champ d’espace non honolome, le pseudo-
vecteur de non holonomicité d’espace, est dirigé suivant z, et que ce
champ est faible. Alors, les équations vectorielles chr.inv. du mouve-
ment de la particule massive a spin chargée, située dans notre Univers
s’écrivent

eH .

H
$4205=-2y §-20i=-0%, 5=0, (4.182)
cB cB

alors que pour la particule analogue de 1’Univers miroir, on a
X=-—y, j=—-—7=x, Z=0. (4.183)
B B

Les équations different de celles d’une particule chargée sans spin
soumises aux mémes conditions (3.104, 3.305), par la présence de la
constante d’intégration dans le membre de droite de I’intégrale des
forces vives a la place de la masse relativiste, et qui décrit I’interaction
du spin de la particule avec le champ d’espace non holonome.

Utilisant les solutions déja écrites au §3.12, on peut obtenir immé-
diatement les formules pour les coordonnées de la particule a spin char-
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gées de notre Univers

x=—[§0)cos 2Q+ w) T + Xy sin 2Q + w) 7] X
1 0) (4.184)

X + X0) t+ .
20+0w 027204 w

¥ = [§0)sin( 2Q + w) T — &) cos 2Q + w) 7] X

; 4.185
X ! +yo) - 0 ( :
20+0 107 20+ 0w’
et celles pour la particule de I’ Univers miroir
1 .
X=—-— [y(o) COSWT + X(0) sina)T] + X + @, (4.186)
w w
1 X
y = — [y sinwt — Xy coswt] + yo) — ﬁ, (4.187)
w w

qui different des solutions pour une particule chargée en électrodyna-
mique, uniquement par le fait que la fréquence w rend compte de I’in-
teraction du spin de la particule avec le champ non holonome.

Dans notre Univers, les masses des particules sont positives, et

V2
eHA[1 - % (O)
e c
w= = > hQ , (4.188)
mc + g moc + ? moc + s

ou le signe au dénominateur dépend de 1’orientation mutuelle de 7 et
— le signe “plus” indique que 7 et 2 sont colinéaire, alors que le signe
“moins” implique leurs sens opposés, indépendamment du choix droit
ou gauche des systemes de référence. Voir le commentaire a (4.166).
Les masses des particules de I’Univers miroir, sont toujours négatives

m:—L<O, p=-——210 <0,  (4.189)

2
1-— (0) 1_&
2

C

et donc, dans cet Univers miroir, w sera

VZ0 V20
oH eHA\[1 -3 eHy/1--7
w = = = . (4.190)

mc + 7—67 —mgc — "—0 —mgc F L= Z”hg
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Notons que les formules obtenues pour les coordonnées (4.184—
4.187), tiennent déja compte du fait que le carré de la vitesse de la par-
ticule demeure inchangé, a la fois dans notre Univers, et dans I’Univers
miroir, ¢’est-a-dire sous les conditions respectives

X(0)+ 0, )'C(o)-i-@ =0, 4.191)
w

Yyo
2Q+ w
qui découlent directement de I’intégrale des forces vives (§3.12). Pour
la troisieme équation du mouvement (suivant z), on a la solution

Z = Z(0)T + 2(0) - (4.192)

Les formules déduites pour les coordonnées (4.184—4.187) révelent
qu’une particule a spin massive chargée plongée dans un champ magné-
tique homogene et stationnaire, parallele & un champ d’espace non ho-
lonome tres faible, effectue des oscillations harmoniques suivant x et y.
Dans notre Univers, la fréquence de ces oscillations est

eH

2nhQ

W=2Q0+w=2Q+ ——
mociT

(4.193)

tandis que dans I’Univers miroir, la particule analogue effectue des os-
cillations semblables a la fréquence w trouvée en (4.190).

Lorsque le champ d’espace non holonome est faible, la quantité n7 Q
est de beaucoup inférieure a I’énergie mqc?, car pour une grandeur trés
petite @, on sait que ﬁ =1 Fa, et on aura

w=2Q+ eH (liznhg).

(4.194)

moc moc?

Dans notre Univers, si a I’instant initial, le déplacement et la vitesse
de notre particule satisfont aux conditions

Yo X0
D _y, _ M . 4.195
20+w YO 50+ w (4.195)

Celle-ci voyagera comme une particule chargée sans spin, en décri-
vant un cercle” dans le plan xy

X0y +

yl
Py —2 (4.196)
2Q + w)

*. Nous avons fixé I’axe y suivant I’impulsion inertielle de la particule. De ce fait,
toutes les formules décriront une particule de vitesse initiale nulle, suivant x.
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Mais dans ce cas, son rayon qui est

Yo Yo

C2Q0+w e
__eH _ 0
20+ mOc+2nhQ 1 c?
- c

dépendra de la valeur absolue du spin et de son orientation. Si la vitesse
initiale d’une particule a spin chargée, dirigée suivant le champ magné-
tique (le long de z), n’est pas nulle, alors celle-ci se déplacera le long du
champ magnétique en suivant une hélice de méme rayon r.

Une particule analogue de I’Univers miroir, pour laquelle

r

(4.197)

Jo Xo
X(o)+y— =0, Yoy — — =0, (4.198)
w w
se déplacera également en décrivant un cercle
i
eyt ==, (4.199)
w
de rayon . '
r=90_ Yo . (4.200)

w 2
eH /1 _ Yo
-~ o

—mocF anQ C

En général, lorsqu’aucune condition supplémentaire n’est imposée
(4.195, 4.198), la trajectoire dans le plan xy, n’est pas circulaire.

Proposons-nous de trouver I’énergie et I’impulsion de la particule.
En appliquant les formules dédiées aux intégrales des forces vives, on
trouve 1o = nA"™ Ay =n (h2A 12 + 12 Asy) = 207 Q. Pour plus de dé-
tails, voir (4.166). Pour la particule située dans notre Univers, et celle
de I’Univers miroir, on a

moc? + 2nhQ

Eo = B = —/——=""" = const, (4.201)
V2
1-%
— —myc? F2nhQ
Eup = Bc? = Z20C T2 onst (4.202)
|t
2

Dans ce paragraphe §4.7, nous avons supposé I’absence de la com-
posante électrique du champ électromagnétique actif, et donc celui-ci
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ne contribue pas entierement a 1’énergie totale de la particule (la com-
posante magnétique du champ ne fournit pas de travail pour déplacer
les charges électriques).

A partir des formules obtenues (4.201, 4.202), on voit que I’énergie
totale de la particule demeure inchangée le long de la trajectoire, alors
que sa valeur numérique dépend de 1’orientation mutuelle du moment
intrinséque 7, et de la vitesse angulaire de rotation d’espace 2.

On remarque que la quantité scalaire n (la valeur absolue du spin en
unités 7), est toujours positive, alors que 7 et € sont les valeurs numéri-
ques des composantes des tenseurs antisymétriques 4’ et Q;, qui pren-
nent eux-mémes des signes opposés suivant le caractere droit ou gauche
des systemes de référence. Cependant, comme nous considérons les pro-
duits de quantités, seules compte leur orientation mutuelle, qui est in-
dépendante de notre choix, droit ou gauche, des systemes de référence.

Si 7 et Q son colinéaires et de méme sens, alors 1’énergie totale de
la particule associée a notre Univers Eo (4.201), est la somme de son
énergie relativiste E = mc?, et de son “énergie de spin”

2nhQ
E = (4.203)
0
1 - C_Z

Si 7 et Q2 sont de sens opposé, Ey est égal a la différence entre I’éner-
gie relativiste et I’énergie de spin. Cette orientation spécifique permet
alors de découvrir un cas particulier, ot moc? = 2nhQ, et I’énergie to-
tale est donc nulle (ce cas sera évoqué au cours du prochain paragraphe
§4.8, en analysant les champs propres aux particules élémentaires).

Pour les particules de spin chargées ayant des masses négatives,
qui habitent le monde miroir, I’énergie totale Eyy (4.202) est négative,
mais sa valeur absolue est également supérieure a 1’énergie relativiste
E =—mc?, ala condition que 7 et Q soient co-dirigés.

Nous aurons donc pour la 3-impulsion totale observable de la parti-
cule appartenant a notre Univers

. 24 2nhQ . . 2nhQ .
Pl = TOEEZD i i 2R i 4204
cz CZ

c’est-a-dire, que c’est une somme algébrique de I’impulsion relativiste
observable de la particule p' =mv’, et de 'impulsion de spin que cette
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particule regoit de la part du champ non holonome. L’ impulsion totale

de la particule est plus grande que son impulsion relativiste, si 7 et

sont de méme sens, et plus petite dans le cas inverse. Dans le cas ou 7

et Q, ont une orientation mutuelle opposée, I’'impulsion totale devient

z€ro (et avec elle 1’énergie), si la condition moc? =2nhQ est vérifide.
Pour la particule de I’Univers miroir, la quantité pim est

2 —
. - 2nhQ . ' 2nhQ :
Prot = T ey = vy TS v, (4.205)
C2 1 — @ C2 1 — @
c2 c2

donc la particule se déplace plus rapidement (dans le monde miroir), si
i et Q sont co-dirigés, et elle est plus lente dans le cas contraire.

Dans notre Univers, les composantes de la vitesse d’une particule a
spin chargée dans le champ magnétique colinéaire et de méme sens que
le champ d’espace non holonome, sont, avec les conditions (4.191),

X=9o)sin(2Q+ w) 1t — Xpycos QL+ w) T, (4.206)

¥ =10ycos 2Q+w) T+ X0)sin2Q+ w) 7. (4.207)

Alors que pour la particule analogue dans 1’Univers miroir, on aura
X =y sinwt — Xy cos wT, (4.208)

Y = §0)COS WT + X(0) SINWT. (4.209)

Les composantes de 1’impulsion totale de la particule dans notre
Univers, sont donc

2 4 2nhQ
plo= O ) sin2Q + w) T, 4.210)
2

A\
2 _ Yo
SRVE Sl

moc? + 2nhQ

pr = ————" ) cos 2Q+ w) T, 4.211)
2
241 - %
2
moc” = 2nhQ)
Py = —— 20)» (4.212)

2
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ol w est comme en (4.188). Dans 1’Univers miroir, on a

2 —
—moc” F2nhQ .
ptlot = ————F/—— Y SInuwrt, 4.213)
VZ
241 - %
2
—mgyc” F2nhQ) .
ptzot = ———F——— Y CoswT, (4.214)
V2
c24l1 - %
2
—moc” F2nhQ |
P = —————— (0. 4.215)
V2
c24l1 - %

4.7.2 Le champ magnétique est orthogonal au champ non holo-
nome

Nous allons examiner ici le cas d’une particule a spin massive dans
un champ magnétique orthogonal au champ d’espace non holonome. Le
champ non holonome faible est dirigé suivant z, et le champ magnétique
est lui, dirigé suivant y. Les équations du mouvement chr.inv. sont

eH eH
i ii—207% = 7= ——X. 4.21
A x=0, Z B (4.216)

La différence avec (3.338), est que le dénominateur au membre de
droite contient a la place de la masse relativiste, la constante d’intégra-
tion de I'intégrale des forces vives, qui rend compte de 1’interaction
entre le spin de la particule et le champ non holonome de 1’espace.

Intégrant les équations (4.216)

X+2Qy =

X0 . ~ o — X0
x= Dinar - ~<—2) COSWT + x(0) + ~(—2) , (4.217)
w w w
2Q (. — X0 . .
y=-——= X)) COSWT + — SINWT| + Yo7+
w w (4.218)
N 2Q N N 2Q
= XO)T =5 X(0)
> (0) Yo 2 (0)
w (. — X0 . — .
zZ= = ()C(()) COSWT + — SIn C()T) +20)T—
w w (4.219)

w " w
— = X0)T T+ 2(0) — =5 X0) >
o2 0) (0) 2 )
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on voit qu’elles sont différentes des solutions respectives pour une par-
ticule chargée sans spin, par le fait que la fréquence w, dépend ici du
spin et de son orientation mutuelle, avec le champ non holonome

V2 2
e2H? (1 - ;-;”)

znhg)2

D= V4R +? = |42+

(4.220)
(mo 2+

Par voie de conséquence, une équation de la trajectoire d’une parti-
cule a spin chargée est donc semblable a celle de la particule sans spin.
Dans un cas particulier, ¢’est-a-dire sous certaines conditions initiales,
I’équation de la trajectoire est celle d’une sphére

1
2.2, 2 .2
Xy +z = X0y s 4.221
y o ==*0 ( )

dont le rayon, contrairement a celui de la trajectoire de la particule sans
spin, dépend de son orientation dans le champ non holonome

1
r = X(()) . (4.222)
2
e?H? (1 - %)
402 + i 5
(m002 4 ZnhQ)

Examinons une particule analogue dans 1’Univers miroir, qui se dé-
place dans un champ non holonome faible de I’espace, dirigé suivant
y, et orthogonal au champ magnétique. Pour la particule, les équations
vectorielles dynamiques chr.inv. sont

x:ﬂz, =0, Z=—£1’c, (4.223)
cB cB
qui different donc des équations des particules de notre Univers, (4.216),
par I’absence de termes contenant la vitesse angulaire de rotation d’es-
pace Q. Il s’ensuit que leurs solutions peuvent étre obtenues a partir des
solutions de notre Univers (4.217—4.219), en supposant w = w

2 2nhQ
1 moc” ¥ ——
2, 2,2 2 c .
X+y +7°=—x,, r=————X%0. (4.224
y o+ =50 0 - ( )

2
A%
eHAl1- 8
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Dans ce cas, ot le champ magnétique est orthogonal au champ non
holonome, 1’énergie totale de la particule est la méme que pour des
champs paralleles. Mais les composantes de I’impulsion totale (4.201,
4.205) sont différentes, car elles incluent la vitesse de la particule qui dé-
pend de I'orientation mutuelle du champ magnétique, et du champ non
holonome. Si les champs sont orthogonaux entre eux, les composantes
de la vitesse de la particule dans notre Univers (4.217-4.219), sont

L — X0 . —
X = X@ycoswTt + = sinwT, (4.225)

.20 0 20 R 2Q (4.226)
= — X)) SINWT — — X)) COSWT — X(0) » .
§=—= %o = %) bo + = *o

w —_ w —_ w
Z = — X)) COSWT — = X0 SINWT + Z0) — = X(0) , 4.227
= X0 = X0 ) = =3 X0 ( )

tandis que pour I’Univers miroir, on aura

P

i = g cos T + ~2L sinwr, (4.228)
w
¥=90> (4.229)
N — : 1.
2= — X)) COS WT — Xy SINWT + Z(0) — PRCE (4.230)
w

Nous supposons maintenant que 1’accélération initiale de la parti-
cule, et les constantes d’intégration sont nulles. Nous fixons également
I’impulsion initiale de la particule suivant I’axe x. Alors les compo-
santes de la quantité de mouvement totale de la particule de notre Uni-
vers s’ écrivent

2
pl = MO E 2R st (4.231)
2

1 MO)

2 )
c 2

2 4 2nhQ 20 _
PR, = 08 ZEE 22 o sinGT, (4.232)
2 V<20> @
C 1 - 7

2+ 2nhQ —
pi = e =R Y o sindT, (4.233)
w
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et pour la particule analogue dans I’Univers miroir

2 _
—moc” F2nhQ —
pLo= 00 T2 —— (0 cos BT, (4.234)
A%
21—

—mpc® F2nhQ

pha = T o, =0, 4.235)
c24[1 - %
—moc? F2nhQ
p= % i) Sin@T. (4.236)
A\
24/1- 0

Comme il est aisé de voir, les solutions obtenues peuvent étre trans-
formées dans leurs homologues électrodynamiques (§3.12), en faisant
la constante de Planck 72 — 0.

4.8 Loi de quantification pour les masses des particules élémen-
taires

Dans un champ électromagnétique, nous avons déja obtenu les équa-
tions chr.inv. du mouvement d’une particule a spin chargée dans notre
Univers et I’Univers miroir

d n e ; d n e ;
—|m+ = |=—-=E;V, ——(m+—):——E-V‘. 4.237
dr ( c2) 2 dr c 2 ( )

Ces équations sont facilement intégrables et conduisent aux intég-
rales des forces vives

m+ L =B, —(m+%)=§, (4.238)
c c

ou B est la constante d’intégration de notre Univers, et B est la constan-
te d’intégration de 1’Univers miroir. Ces constantes dépendant seule-
ment des conditions initiales, cherchons a déterminer la forme de ces
dernieres qui conduise a I’annulation de ces constantes. Pour des parti-
cules a spin chargées appartenant a notre Univers et a I’Univers miroir
(4.238), on obtient respectivement

m+ L =0, —(m+1)=o. (4.239)

c2
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Ici les membres de droite des équations vectorielles du mouvement
chr.inv. (4.150, 4.152) qui contiennent la force de Lorentz chr.inv., s’an-
nulent également. Autrement dit, lorsque les constantes d’intégration
dans les équations scalaires chr.inv., sont nulles, le champ électroma-
gnétique actif ne fournit aucun travail pour déplacer les particules.

Pour une particule de masse au repos non nulle dans (4.239), il est
toujours possible d’annuler I’expression relativiste dans (4.239), et ce
faisant, nous pouvons écrire ces formules au moyen d’une notation ou
la vitesse de la particule n’apparait pas. Pour les particules massives
appartenant a notre Univers, on aura

moc® = —nh"™ Ay, (4.240)
et pour une particule sans masse de I’Univers miroir
moc? = —ni™ Ay, . (4.241)

Les formules (4.240) et (4.241) vont constituer ici la loi de quanti-
fication pour les masses des particules élémentaires :

La masse au repos de toute particule a spin massive, est propor-
tionnelle a I’énergie de I’interaction entre son spin et le champ de
I’espace non holonome, avec un signe opposé.

Ou bien formulé différemment :

La masse au repos de toute particule a spin massive, est égale a
I’énergie d’interaction entre son spin et le champ de 1’espace non
holonome, avec un signe opposé.

Puisque dans I’Univers miroir, I’énergie relativiste et 1’énergie de
spin de chaque particule sont négatives dans (4.239), le signe “moins” du
membre de droite de (4.241) se manifeste dans 1’Univers miroir. Donc,
cette loi est la méme que (4.240), que nous avons obtenue pour une
particule de spin dans notre Univers.

Notons de méme, que ces formules de nature quantique, ne s’ap-
pliquent pas aux particules sans spin.

Evaluons maintenant les formules déduites en calculant les valeurs
numériques de la quantité ng=nh""A,,, pour les particules élémen-
taires.” Nous formulerons le tenseur des vitesses angulaires de rotation

*. Cette quantité caractérise 1’énergie d’interaction entre le spin de la partcule, et
le champ d’espace non holonome : on appellera donc cette quantité 1’énergie de spin.
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d’espace A,,,,, 2 I’aide du pseudo-vecteur Q" = 1 gimn4,

=

Qi = 5 €™ eimn Apg = 5 (6001 — 056m) Apg = Apn - (4.242)

On trouve : A,y = &imn Q. Comme

1
3 Eimm ™ = Ty (4.243)

est le pseudo-vecteur de Planck, la quantité g =nh"™" &;,, Q* g*écrit
1o = 2nh,; Q. (4.244)

C’est-a-dire que c’est le double produit scalaire du — 3-pseudo-
vecteur de Planck avec le pseudo-vecteur tridimensionnel des vitesses
angulaires de rotation d’espace, multiplié par le nombre quantique de
spin de la particule. Si 7.; et Q* sont colinéaires, et de méme sens, le
cosinus est positif, et donc

no = 2nh Q= 2nhQcos (7; Q) > 0. (4.245)
Pour le sens inverse, on aura
no = 2nh; Q= 2nhQcos (7;Q) < 0. (4.246)

Par conséquent, pour chaque particule élémentaire, la constante
d’intégration relative a I’intégrale des forces vives, devient nulle, a con-
dition que les pseudo-vecteurs 7,; et Q* sont colinéaires et de méme
sens (le produit scalaire des pseudovecteurs 7,; et Q* prend une valeur
numérique positive).

Si I’énergie d’interaction entre la particule élémentaire massive et
le champ d’espace non holonome est égale & son énergie au repos E =
moc?, on voit que 1’impulsion de la particule ne se manifeste ni dans
notre Univers, ni dans I’Univers miroir.

Supposons maintenant que 1’axe z soit colinéaire au pseudo-vecteur
des vitesses angulaires de rotation d’espace Q*. Alors, des 3 compo-
santes de Q*, 1a seule composante non nulle est

1 1
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Afin de simplifier le calcul, nous supposerons en outre, que la 3-
métrique spatiale est euclidienne, et que 1’espace est soumis a une rota-
tion constante Q. Dans ce cas, les composantes de la vitesse linéaire de
la 4 rotation d’espace, sont v; = Qx, v =—Qyet Ajp=—Q d’ou

Q¥ = —Ap=—==-". (4.248)

Laracine carrée du déterminant du tenseur métrique chr.inv., définie
en (4.180), est

02 (2 + 12
Vi = ~Jdet |[iz]] = \/ 1+ M (4.249)
C

Les valeurs des coordonnées mise en jeu ici, est a I’échelle des par-
ticules élémentaires, et donc on peut admettre Vh~ 1, et selon (4.248),
Q3 =—Q=const. La loi de quantification pour les masses des parti-
cules élémentaires (4.240) s’écrit respectivement

2nhQ

c2

mo = . (4.250)

Donc, pour toute particule élémentaire massive située dans notre
Univers, on trouve la relation fondamentale entre sa masse au repos g,
et la vitesse angulaire de rotation d’espace €2

moc?

Q= . 4.251
2nh (4.251)

Il s’ensuit que la masse propre (masse réelle) d’un objet observable,
dans les conditions usuelles, est indépendante des propriétés de 1’es-
pace de référence de I’observateur; par contre, pour les particules é1é-
mentaires, cette méme masse dépend formellement de ces propriétés, et
plus particulierement de la vitesse angulaire de rotation d’espace.

A partir, de la loi de quantification, il est possible de calculer les
fréquences de rotation de I’espace de 1’observateur, qui correspondent
aux masses au repos des particules élémentaires de notre Univers.

Pour les particules actuellement recensées, les résultats sont rassem-
blés dans le tableau 4.1.

Ces résultats montrent qu’a 1’échelle des particules élémentaires,
I’espace de I’observateur est toujours non holonome. Par exemple, I’ob-
servation effectuée sur un électron (r. = 2.8 x 10~13 cm), fournit la va-
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Particules élémentaires Masse au repos  Spin Q, sec”!
Leptons

électron e”, positron e* 1 172 7.782 x 10%0
neutrino électronique v, et

anti-neutrino électronique v, <4x107* 12 <3x10"
neutrino y-mésonique v, et

anti-neutrino u-mésonique ¥, <8 12 <6x10%!
4~ -méson, u*-méson 206.766 12 1.609 x10%
Baryons

nucléons

proton p, anti-proton p 1836.09 12 1.429x10*
neutron n, anti-neutron fi 1838.63 12 1.431x10*
hypérons

A-hypéron, anti-A°-hypéron 2182.75 172 1.699 x 10*
X" -hypéron, anti-X*-hypéron 2327.6 12 1.811x10*
>~ -hypéron, anti-X~-hypéron 2342.6 12 1.823x10*
2-hypéron, anti-X’-hypéron 2333.4 12 1.816x10%
E~-hypéron, anti-=~-hypéron 2584.7 12 2.011x10*
Z%-hypéron, anti-Z°-hypéron 2572 12 2.00x10%
Q~-hypéron, anti-Q~-hypéron 3278 3/2 8.50 x 10?3

Tableau 4.1 — Fréquences des rotations de 1’espace de référence de I’observa-
teur qui correspondent aux particules élémentaires massives.

leur v =Qr=2200 km/sec de la vitesse linéaire de rotation de I’espace
de I’observateur.” Etant donné que d’autres particules élémentaires sont
plus petites, cette vitesse semble constituer une limite supérieure. '
Qu’avons-nous appris ? En général, I’observateur compare les résul-
tats de ses mesures, au moyen d’instruments spécifiques attachés a son

*. Cette valeur de v est égale a la vitesse d’un électron, dans la 1ére orbite de Bohr,
bien que la vitesse de rotation d’espace déduite (voir tableau 4.1), ne se rapporte ici,
qu’a un électron libre (non soumis a la quantification orbitale par rapport au noyau d’un
atome d’hydrogene). Cette circonstance provient d’une origine “génétique” inhérente
a la non holonomicité quantique de I’espace, qui ne définit pas seulement les masses,
mais qui semble étre la cause méme de la rotation des électrons dans les atomes.

7. 1l est intéressant de constater que les vitesses angulaires de rotation d’espace,
relatives aux baryons (voir tableau 4.1), coincident a un ordre de grandeur pres, avec la
fréquence ~10?3 sec™!, caractérisant les particules élémentaires en tant qu’oscillateurs.
Cela coincide avec les conclusions de Stanyukovich [27].
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corps physique de référence. Mais I’observateur et son corps ne sont
pas liés a ’objet observé, qui n’est pas perturbé par les observations.
Par suite, dans 1’univers macroscopique, il n’existe pas de dépendance
entre les propriétés réelles des corps observés (masse au repos, énergie
de repos, etc.), et les propriétés des corps de référence, ainsi que de son
espace de référence — les propriétés de ces objets ne sont pas reliées
entre elles.

En d’autres termes, méme si les images observées sont déformées
sous I'influence des caractéristiques physiques de 1’observateur, a 1’é-
chelle macroscopique, I’observateur lui-méme et son corps de référence
ne perturbe jamais les objets.

L’univers des particules élémentaires présente néanmoins une diffé-
rence notable. Dans ce paragraphe, nous avons vu que des lors que I’on
atteint 1’échelle de grandeur de ces particules, ol le spin (propriété quan-
tique des particules) perturbe substantiellement le mouvement, les pro-
priétés physiques du corps de référence (I’espace de référence), et celles
des particules deviennent intimement liées, donc le corps de référence
perturbe les particules observées. L’observateur ne compare plus alors
les propriétés des particules avec celles de ses propres références, mais
cet observateur interfere directement avec les particules observées.

Il est toutefois possible de formuler ces conclusions d’une maniere
différente. En examinant les effets engendrés dans 1’univers des parti-
cules élémentaires, il n’existe pas de frontiere entre 1’observateur (son
corps physique de référence) et la particule observée. Nous avons donc
ici la possibilité de définir une relation entre le champ non holonome
d’espace lié a I’observateur, et les masses au repos des particules — ob-
jets qui ne sont pas reliés au corps de référence dans 1’univers macrosco-
pique. La loi pour la quantification des masses déduite ici, ne s’applique
donc qu’aux particules élémentaires.

Notons pour conclure, que les résultats exposés ici ont été exclusi-
vement déduits a partir de considérations purement géométriques de la
relativité générale, sans faire appel a la mécanique quantique. Ces ré-
sultats pourront peut étre permettre de constituer un pont entre les deux
théories.

4.9 Longueur d’onde de Compton

Nous avons donc obtenu les résultats suivants : en observant une
particule élémentaire de masse au repos my, la fréquence de rotation
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2
de I’espace est Q= ";‘;l% (4.251). Nous nous proposons de trouver la
longueur d’onde qui correspond a cette fréquence. En supposant que
I’onde de I’espace non holonome se propage a la vitesse de la lumiere
AQ=c,ona

PUCI S (4.252)
Q moc
En d’autres termes, lorsque nous observons une particule massive
de spinn = % la longueur de I’onde de I’espace non holonome, est égale
a la longueur d’onde de Compton de cette particule 7 = mioc
Que signifie cette proposition ? L’effet Compton ainsi appelé du nom
de Compton qui I’a découvert en 1922, résulte de la “diffraction” d’un

photon par un électron libre, qui abaisse sa fréquence propre selon

h

MeC

A=A -4 =

(I -cos?) =A5(1 —cos®), (4.253)

ou A; et Ay, sont les longueurs d’onde du photon, avant et apres le pro-
cessus, ¢ étant I’angle de la diffraction. Le multiplicateur AS propre a
I’électron, flit d’abord appelé longueur d’onde de Compton de I’élec-
tron. Plus tard, on s’apercut que d’autres particules élémentaires sou-
mises a la diffraction photonique, révélaient les longueurs d’onde spéci-
fiques A. = mloc ou .= mioc confirmant que chaque type de particules
élémentaires (électrons, protons, neutrons, etc.) possede sa propre lon-
gueur d’onde de Compton. Le sens physique profond de la signification
de ces quantités sera dégagé ultérieurement. Pour des régions de dimen-
sion inférieure a A, chaque particule élémentaire ne peut plus étre assi-
milée a un objet ponctuel, et son interaction avec d’autres particules (et
avec I’observateur), doit faire appel aux principes de la mécanique quan-
tique. La région dont I’ordre de grandeur est A, est parfois interprétée
comme caractérisant la dimension de la particule élémentaire.

Partant de cette interprétation dans le cadre de notre théorie, I’obser-
vation d’une particule élémentaire massive exige une rotation d’espace
de I’observateur d’autant plus rapide, que la vitesse angulaire de sa rota-
tion produise une longueur d’onde spécifique égale a la longueur d’onde
Compton de la particule observée, c’est-a-dire a 1’échelle ou cette der-
nicre n’est plus ponctuelle. En d’autres termes, c’est la vitesse angulaire
de la rotation d’espace (longueur d’onde dans le champ non holonome),
qui définit la longueur d’onde observable de Compton (la dimension
propre) de la particule.
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4.10 Particules en rotation dépourvues de masse

Les particules sans masse sont dépourvues de charge électrique, et
leurs équations dynamiques chr.inv. exprimées dans notre Univers ainsi
que dans I’Univers miroir, sont respectivement

d n ) d n
—|m+—=|=0, ——(m+—)=0. 4.254
dr ( c? dr c? ( )

Par suite, pour les particules sans masse associées a notre Univers,
et celles appartenant a I’Univers miroir, on aura

m =y, (4.255)

Manifestement, le qualificatif de “masse au repos” ne peut plus s’ ap-
pliquer a ce type de particule qui, par définition se déplace constamment.
Leurs masses relativistes sont définies a partir de 1’équivalent “énergie”
E =mc?, mesurée en électron volt. Il en découle que les particules sans
masse sont dépourvues d’énergie de spin au repos 19 =nh""A,,;.

Néanmoins, le tenseur de Planck déduit de 1’énergie de spin 7, per-
met de quantifier les masses relativistes de ce type de particule, ainsi
que les vitesses angulaires de rotation d’espace. Déterminer ces mémes
vitesses angulaires dans le cas de particules sans masse, implique de
trouver une formule étendue, relative a leur énergie de spin relativiste
n, sans faire intervenir la racine carrée du facteur relativiste.

En mécanique quantique, il est fait référence a 1’état “d’hélicité”
des particules sans masse, c’est-a-dire, a la projection du spin sur la
direction de leurs impulsions. L'introduction de la notion d’hélicité se
justifie par le fait que les particules sans masse qui se déplacent a la
vitesse de la lumiere, ne sont jamais au repos par rapport a un systeme
d’observateur quelconque.

11 est donc toujours loisible de supposer que le spin d’une particule
sans masse est “tangente” a sa trajectoire du genre lumiere (colinéaire
ou colinéaire inverse a cette trajectoire).

Sachant que le nombre quantique de spin n d’une particule sans
masse est 1, nous poserons

n=n"Au, (4.256)

ot A, représente le tenseur des vitesses angulaires chr.inv. de rotation
d’espace (espace du genre lumiere).
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On obtiendra donc I’énergie du spin relativiste d’une particule sans
masse (4.256), en déterminant le tenseur des vitesses angulaires de ro-
tation d’espace du genre lumicre.

A cet effet, nous allons construire un tenseur semblable au 4-tenseur
de rotation d’espace A% (4.11), qui puisse décrire la rotation spatiale
d’un référentiel se déplacant a une vitesse arbitraire par rapport & un
observateur (qui ne soit pas un référentiel d’accompagnement).

Il vient ainsi
oh, 0B,
dxH  Ox

N | )
zvﬁ=§cﬁwmw%w dyy = , (4.257)
ot1 b? est le 4-vecteur vitesse d’un référentiel du genre lumiére, par rap-
port a ’observateur, et

oM = — g 4 BB (4.258)

est la généralisation quadridimensionnelle du tenseur métrique chr.inv.
de I’espace du genre lumiere et de son repere associé.

L’espace occupé par les particules sans masse, est un domaine spa-
tio-temporel qui correspond au cone (isotrope) du genre lumiere défini
par I’équation g.p dx®dxP = 0. Ce cone existe en chaque point de 1’es-
pace pseudo-riemannien dont la signature est (+——-).

Le 4-vecteur vitesse du référentiel du genre lumiere qui est associé
a la particule sans masse est
- dx(l’ dx(l/

b = = bab* =0, 4.259
do cdr’ ( )

et donc, ses projections chr.inv. dans le référentiel d’un observateur sub-
luminique, s’écrivent

b _o ldx 1,
bo o _.y, plEE_ 1o (4.260)
V900 cdr ¢

tandis que les autres composantes de ce vecteur isotrope (4.259), seront

- 1 1 : - 1
bo = —(—2 U,‘Cli 1), b =—- (ciivi), (4.261)
Vdgoo \¢ c
ot1 ¢! est le vecteur chr.inv. de la vitesse de la lumiére.
Examinons maintenant en détails les propriétés des particules sans
masse du genre lumiere. Sous forme chr.inv., la condition d’isotropie
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pour la 4-vitesse des particules b,b® =0, devient
hix cick=¢* = const, (4.262)

ou hj est le tenseur métrique chr.inv. relatif & un espace de référence
d’un observateur subluminique.

Les composantes du 4-tenseur métrique du genre temps 7% (4.258),
dont les composantes tridimensionnelles forment le tenseur métrique
chr.inv. du genre lumiere 2/, s’écrivent

v UK £ 20k + C—lzvkvnckc”

700 _
h = 2
C2(l——2)
c
(4.263)
vzl + Lygcket . 1
700 _ 2 Tik _ ik ik
h™' = C(l_%) , " =h"+ 5 c'c
c

Ici, le signe “plus” indique le sens direct de 1’écoulement du temps
dans I’espace du genre lumiere, (notre Univers), et le signe “moins” in-
dique le sens rétrograde du temps (Univers miroir).

Nous devons maintenant déduire les composantes du rotationnel de
la 4-vitesse des particules sans masse, qui a été trouvée dans la formule
(4.257). Apres calculs, on obtient

1 *dc;
doo =0, ﬁ0i=—2(1—%)(iFi— Ct)

2¢ ot
(4.264)
~ 1 (dc; Oy 1 (0v; Oy
p==—|—-— |t —|—-—
2c\oxk  oxi] ™ 2c\oxk  Oxi

D’une facon générale, pour définir I’énergie de spin d’une particule
dépourvue de masse (4.256), nous aurons besoin des composantes co-
variantes spatiales du tenseur de sa rotation d’espace, a savoir les com-
posantes covariantes A .

Pour ce faire, nous prendrons les composantes contravariantes A,
puis nous abaisserons leurs indices, comme pour toute quantité chr.inv.,
en employant le tenseur métrique chr.inv. du systeme de référence de
I’observateur.

Substituant dans

Ak = ¢ (%"Oi/‘o doo + R G, + B0 G + R amn) (4.265)
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les composantes obtenues hoP et Gqp, On parvient finalement a

| 1(0cn O 1
A”‘:h’mhk”[i(%— 6;:;)+2—62(Fncm—chn)}i

~ 1(0 0 1
“_'/’llmhkn = ﬂ Un + _(Fnum _Fmvn) +
e

2\9xn  gxm

1 n kg im iz km *acm 4.2

+(§Unc il)(C/’l —c'h )7— (4.266)
G 1
o 2c2

oc, Ocy ov, Ov,
X - + —
ox"  ox™m ox"  Oox™

Par définition, la quantité % (?’7’2 - %;1) + # (F, v, — Fyu,) dans
cette formule, est le tenseur chr.inv. des vitesses angulaires des rotations
de I’espace de I’observateur A,,,, qui est en méme temps le tenseur de
non holonomicité de [’espace non isotrope.”

Ce résultat se généralise aisément. Par sa structure, le tenseur chr.
inv. % (gi’; - g;;’n) + 2—162 (F,cm — F,c,) est semblable au tenseur A,,,,
avec toutefois les composantes covariantes du vecteur chr.inv. de la vi-
tesse de la lumiere ¢, = hy,, ¢, a la place de la vitesse linéaire de rota-
tion d’espace non isotrope v;. Le vecteur ¢” est une quantité physique-
ment observable, car il s’obtient en abaissant les indices dans le vecteur
chr.inv. aI’aide du tenseur métrique chr.inv. A,,,. Ce dernier tenseur sera
noté A,,,, ot le symbole *, indique que cette quantité appartient a [’es-
pace isotrope’ ou I’écoulement du temps est direct — la partie supé-
rieure du cone de lumiere s’arrondit dans I’espace-temps pourvu d’une

_ (Ukhim _ vihkm) " (Cihkn _ Ckhin) x

*. Un espace non isotrope est un domaine spatio-temporel quadridimensionnel dans
lequel existent les particules de masses au repos non nulles. Les lignes d’univers de ce
domaine satisfont ds # 0. Par voie de conséquence, si I’intervalle ds est réel, les parti-
cules se déplacent a une vitesse subluminique (particules usuelles); si I’intervalle est
imaginaire, les particules sont supraluminiques (tachyons). Donc par définition, 1’es-
pace commun aux deux types de particules est non isotrope.

T. Un espace isotrope, est un domaine spatio-temporel quadridimensionnel occupé
par des particules dépourvues de masse (du genre lumiere). Ce domaine peut étre aussi
appelé membrane de lumiere. Géométriquement, cette membrane de lumiére peut étre
considérée comme la surface du cdne isotrope, c’est-a-dire I’ensemble de ses éléments
quadridimensionnels (lignes d’univers de propagation de la lumiere).
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torsion. On trouve en définitive

o 1(dc,, Ocy,
Amn = 2 (ax” oxm

1
+ — (Fcm — Fncy). 4.267)
2¢2

Dans le cas particulier, ou le potentiel de gravitation est négligeable
(quand w = 0), le tenseur devient

X 1 (acm ﬁcn)’

mn =S\ 5~ G (4.268)
c’est-a-dire que c’est le rotationnel chr.inv. de la vitesse de la lumiere,
c’est pourquoi, nous appellerons A,,, le rotationnel d’espace isotrope.

On peut illustrer ce rotationnel par un exemple géométrique. La
condition nécessaire et suffisante pour que soit vérifié A,,, =0, (condi-
tion d’espace holonome) équivaut comme on I’a vu, a I’annulation de
toutes les composantes v; = —c¢ %, c’est-a-dire a I’absence de rotation
d’espace. Le tenseur A,,, est seulement défini dans I’espace isotrope oc-
cupé par des particules dépourvues de masse, car a “I’intérieur” du cone
de lumiere, se déplacent les particules subluminiques, et a “I’extérieur”,
se trouvent les tachyons.

Notre propos concerne ici les particules dépourvues de masse (pho-
tons). A partir de (4.268), on voit que le caractere non holonome de
I’espace isotrope est li€ a la nature du rotationnel de la vitesse linéaire
cm des particules sans masse. On en conclut que tout photon est un rota-
tionnel spatial de I’espace isotrope, tandis que le spin du photon découle
lui, de I’interaction de son champ rotationnel interne avec le champ ten-
soriel extérieur A,,,.

Pour illustrer cette conclusion, nous allons définir les régions dans
lesquelles évoluent les différents types de particules. Notons tout
d’abord que le cone de lumiere existe en chaque point de I’espace. Son
€quation gug dx?dx? =0 est en notations chr.inv.

2 - hix xXxk=o0, hix xixk = o2 (4.269)

Dans le diagramme de Minkowski, “I’intérieur” du cone de lumiere
est empli par I’espace non isotrope, ol sont situées les particules sub-
luminiques. A 1’extérieur, existe également une région non isotrope de
I’espace occupée par des particules supraluminiques (tachyons). L’es-
pace spécifique des particules sans masse est une membrane d’espace-
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temps, séparant ces deux régions non isotropes. L'image est ainsi symé-
trique par rapport a un miroir : dans la partie supérieure du cone, existe
I’espace subluminique avec écoulement du temps direct (notre Univers),
séparé de la section spatiale de I’observateur lié a la partie inférieure
— D’espace subluminique avec écoulement du temps inverse (Univers
miroir). En d’autres termes, la partie supérieure est peuplée par les par-
ticules réelles avec des masses et des énergies positives, tandis que la
partie inférieure est occupée par leurs “homologues” miroir, et dont les
masses et les énergies sont négatives (de notre point de vue).

Par conséquent, la rotation de 1’espace subluminique non isotrope a
“I’intérieur” du cdne, implique ’existence de la membrane de lumiere
qui I’enveloppe (espace isotrope). Il en résulte que le cone de lumiere
entreprend une rotation décrite par le tenseur A,,, — le rotationnel d’es-
pace isotrope. Bien entendu, il est toujours loisible d’envisager un dé-
roulement des évenements inverse, ou la rotation du cone de lumiere
implique “le contenu” de sa partie intérieure. Cependant, du fait que
les particules a “I’intérieur” du cOne, possédent des masses au repos
non nulles, elles sont plus “lourdes” que les particules sans masse de
la membrane de lumiére. Par suite, le “contenu” intérieur du cOne de
lumiere est aussi un milieu inertiel.

Revenons a la formule de 1’énergie de spin relativiste d’une particule
sans masse 17 = ™" A, (4.256). En abaissant les indices dans le tenseur
de non holonomicité d’espace isotrope A% (4.266), on obtient

~ o 1, (e vy  O(ck )
Aik = iAik + Aik + ﬁ C 1{6‘,‘[ axk - I -

(e xvy) 9d(cixv) *dey *dc;
_ : - i — — O — 4.270
Ck [ oxi axm }} " (“ o o )+ (4270

+ iv "1 c*aci—c*aj
2" o A

1 n *36‘,‘ *8ck
C—Zvnv +1)|ck S +

* * ; ) 1 ) D,
+ (v,-ﬁ — U ﬁ)]nh’k + 72 nh’kcm{c;[w — (4.271)

c xk

n=rno+ nhik/iik +

O £ vk)} . [8(cm tu)  O(ci vi)]}
Ox! ox™ ’
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ou le signe “plus” caractérise notre Univers, et le signe “moins”, celui
de I’Univers miroir.

Pour les particules sans masse, la quantité o =n+/1 — v¥/¢? =0, car
celles-ci voyagent a la vitesse de la lumiere. En se rappelant que 7o =
nh"™ A, on obtient une condition supplémentaire imposée au tenseur
de non holonomicité de ’espace isotrope A : en chaque point de la
trajectoire de toute particule sans masse, la condition

hmnAmn =2h (A12 + A23 + A31) =0 s (4.272)

doit étre satisfaite. Ou encore, dans une autre notation, Q! + Q%+ Q3=0.

Par conséquent, dans une région ol I’observateur “voit” la particule
sans masse, la vitesse angulaire de rotation de I’espace non isotrope de
I’observateur, est égale a zéro. Les autres termes liés a 1’énergie de spin
relativiste de la particule (4.271), résultent d’une possible nature non
stationnaire de la vitesse de la lumiere %, et d’autres dépendances, qui
incluent les carrés de la vitesse de lumicre.

Nous analyserons la formule obtenue (4.271), en faisant deux sim-

plifications :
a) Le potentiel de gravitation est négligeable (w = 0);
b) La 3-vitesse spatiale chr.inv. de la lumiere est stationnaire.
Dans ce cas, Ay et A (le tenseur de non holonomicité de I’espace
de I'observateur, et le rotationnel d’espace isotrope), se réduisent a

1 (dv, O o 1 (dc, Oc;
Ag= = |22 A= (%) 423
¢ 2(8)6’ Bxk) ¢ 2(6}6‘ 6x") ( )

et I’énergie de spin relativiste de la particule sans masse (4.271), devient

n=n (h”vil-k + cizc" c'"hl'k/ikm). (4.274)

Par conséquent, cette derniere quantité 7, qui décrit I’action du spin
de la particule sans masse, est uniquement définie par le rotationnel
d’espace isotrope, et ne dépend en aucune fagon de la non holonomi-
cité de I’espace de I’observateur (la rotation).

Afin de rendre cette déduction plus explicite, nous transformerons
1 (4.274) comme suit. Comme pour le pseudo-vecteur Q= % e M Ao,
nous introduirons le pseudo-vecteur

UV R
Q¥ = 3 " K im (4.275)
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Type de photons Fréquence £, sec™!
Ondes radio 103 10"

Rayons infrarouges 10" —1.2x10"
Lumiere visible 1.2x10% -2.4x101
Rayons ultraviolets 2.4x10% -10"

Rayons X 107 -10"

Rayons gamma 10" - 107, et au-dela

Tableau 4.2 — Fréquences de rotation de 1’espace iso-
trope, qui correspondent aux photons.

qui peut étre formellement interprété comme le pseudo-vecteur des vi-
tesses angulaires de rotation de I’espace isotrope.

Par voie de conséquence, At = Etmn Q. Alors, I’équation qui
donne 7 (4.274), peut étre formulée suivant

n=n (mi O+ C%c,» MR g Q). (4.276)

Ainsi, nous venons de déduire que le rotationnel mécanique interne
(spin) d’une particule dépourvue de masse, se manifeste dans I’inter-
action avec le rotationnel de 1’espace isotrope. Le résultat de cette in-
teraction est alors donné par le produit scalaire 7i,; QQ*, qui se rattache
au spin de la particule sans masse. Les particules dépourvues de masse
sont donc des rotationnels élémentaires du genre lumiere de 1’espace
isotrope lui-méme.

Evaluons 2 présent les rotations de 1’espace isotrope pour les parti-
cules sans masse, possédant des énergies distinctes. Nous sommes main-
tenant certains que parmi les particules sans masse, se trouvent les pho-
tons — les quanta du champ électromagnétique. Le nombre quantique
de spin du photon est 1. Par ailleurs, son énergie E = 7w est positive dans
notre Univers. Donc, en prenant en compte I’intégrale des forces vives
(4.255), nous aurons pour les photons observables de notre Univers

oL 1 . o
hw = 1 Q7 + = i " I g Q' 4.277)
C
Supposons le pseudo-vecteur de rotation de I’espace isotrope Q*

dirigé suivant ’axe z, et la vitesse de la lumiere dirigée suivant y. La
relation (4.277) obtenue pour les photons devient alors 7w =2#4£, ou
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en €liminant la constante de Planck

. w 2mv
0=2="Y_ 42
3 5 v, (4.278)

d’oti I'on voit que la fréquence € de rotation de I’espace isotrope pour
les particules dépourvues de masse, est constante, et coincide avec la
fréquence propre v de la particule. Grace a cette formule, qui découle
de laloi de quantification pour les masses relativistes des particules sans
masse, on peut évaluer les vitesses angulaires de I’espace isotrope qui
correspondent aux énergies des différents types de photons, ce que ré-
sume le tableau 4.2.

On peut alors voir clairement que les vitesses angulaires de rota-
tion de I’espace isotrope pour ces photons, choisies dans le domaine
des rayons gamma, sont de ’ordre de grandeur des rotations régulieres
d’espace pour les électrons et les autres particules élémentaires (voir
tableau 4.1).

4.11 Conclusions

Résumons les résultats obtenus au cours de ce chapitre.

Le spin de toute particule se caractérise par un tenseur antisymé-
trique quadridimensionnel de 2&éme rang, appelé le tenseur de Planck.
Ses composantes diagonales d’espace-temps sont nulles, tandis que ses
composantes spatiales non diagonales sont +#, dépendant de la direction
spatiale du spin et de notre choix d’un systeéme de référence dit de la
main droite ou de la main gauche.

Le spin (le champ vertical interne de la particule), interagit avec
le champ extérieur de 1’espace non holonome. Il en résulte que la par-
ticule recoit une impulsion supplémentaire qui fait dévier son mouve-
ment d’une ligne géodésique. L'énergie d’interaction s’obtient a partir
de I’équation scalaire chr.inv. du mouvement de la particule (théoreme
des forces vives), et ’on doit donc en tenir compte lors de la résolution
des équations dynamiques vectorielles chr.inv.

La loi de quantification des masses élémentaires est une solution
particuliere des équations scalaires chr.inv. qui relient sans ambiguité :

— Les masses au repos des particules élémentaires avec les vitesses
angulaires de rotation de 1’espace de I’observateur ;

— Les masses relativistes des photons et les vitesses angulaires de
rotation de leur espace interne du genre lumiere.



4.11 Conclusions 219

Les domaines ou se situent les particules du genre lumiere sont le
siege de trajectoires quadridimensionnelles isotropes : les termes “es-
pace du genre lumiere” et “espace isotrope” sont donc ici parfaitement
synonymes.

Notons pour conclure, que 1’ensemble des résultats exposés ici, a
été déduit exclusivement a partir de considérations géométriques de la
relativité générale, sans recourir aux principes de la mécanique quan-
tique. On peut alors raisonnablement penser que ces résultats peuvent
constituer une passerelle entre les deux théories.




Chapitre 5 Le vide physique

5.1 Introduction

Selon les données les plus récentes, la densité de matiere qui emplit
notre Univers est de ~5-10x1073" gram/cm?’. La densité moyenne de
substances concentrées dans les galaxies est plus élevée, par exemple,
~1072* gram/cm?® pour notre galaxie. Les observations astronomiques
montrent que la plupart des masses cosmiques se trouve concentrée dans
les objets compacts, par exemple, les étoiles, dont le volume total n’est
pas comparable a celui de I’ensemble d’univers (la répartition de la sub-
stance est ainsi a caractere hétérogeéne, assimilable a des “flots”). Nous
supposons ainsi que notre Univers est principalement vide.

Depuis longtemps, les mots “vacuité” et “vide”, ont été considérés
comme étant synonymes. Mais a partir des années 1920, les méthodes
d’analyse géométrique directement issues de la relativité générale, ont
permis de montrer que ces définitions se rapportaient en réalité a des
stades distincts de 1’état de la matiére.

La distribution de la matiere dans I’Univers, est caractérisée par le
tenseur d’énergie-impulsion, qui est lié a la structure géométrique de
I’espace-temps (tenseur métrique fondamental), par I’intermédiaire des
équations gravitationnelles du champ. La théorie de la gravitation d’Ein-
stein, qui exploite les méthodes mathématiques de la géométrie de Rie-
mann, se traduit par les équations d’Einstein”

1
Ra'g— EgaBR = —X Ta'g-i-/lgalg. (5.1)
En dehors du tenseur d’énergie-impulsion, et du tenseur métrique
fondamental, ces équations contiennent un certain nombre d’autres
quantités, a savoir :

*. Le membre de gauche des équations du champ (5.1), est souvent appelé Tenseur
d’Einstein Gop = Rop — % gop R, 1016 Gop = —# Top + Agap.
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1y

2)
3)

4)

Roo = Rlﬁﬁ . est le tenseur de Ricci,” qui est la contraction du ten-
seur de Riemann-Christoffel Rygys sur deux indices;

R= g"ﬁRwﬁ est la courbure scalaire ;

®= 8:—26 =1.862 x 10727 cm/gram représente la constante de gra-
vitation d’Einstein, tandis que G = 6.672x 108 cm?/gram sec? est
la constante de gravitation de Gauss. Notons que Landau et Lif-
chitz [10] utilisent % = 821_4G’ tandis que % = 3Z€ est employée par
Zelmanov. Pour comprendre ce dernier ch01x, il convient d’exa-
miner les projections chr.inv. du tenseur d’énergie-impulsion 7y,
c’est-a-dire le scalaire chr.inv. de la densité de masse observable,

Too _ To _ g T
g00 = P> le vecteur chr.inv. T = J' de la densité vectorielle d’im

pulsion observable, et le tenseur chr.inv. ¢2T* = U* de la densité
de flux d’impulsion observable [9]. En conséquence, la projection
Goo

T
scalaire chr.inv. des équations d’Einstein est o —% + A. Nous

savons que le tenseur de Ricci a les dimensions [cm™2], et donc le
tenseur d’Einstein Gog et les quantités ’;z((’)o = Stcp ont les mémes
dimensions. Par conséquent, il est évident que la dimension du
tenseur d’énergie-impulsion T,z est celle d’une densité de masse
[gram/cm?]. Il en résulte qu’en utilisant 328 au membre de droite
des équations d’Einstein, on n’écrit pas 1 expression du tenseur
d’énergie-impulsion 7,5, mais la quantité ¢>T,z, dont les projec-
tions chr.inv. scalaires et vectorielles sont la densité d’€nergie ob-

3
4 Too — 75 2
servable =pc?, et le flux d’énergie observable —=2 m =c?Ji;
Afem™2], represente le fameux terme cosmologique, qui décrit les

forces non newtoniennes d’attraction ou de répulsion, suivant le
signe qui lui est attribué : 4> 0 indique la répulsion, A < 0 indique
I’attraction. On qualifie ce terme de “cosmologique”, car on ad-
met que les forces représentées par A augmentent proportionnel-
lement a la distance, et se révelent ainsi a 1’échelle des distances
cosmologiques, comparables 2 la dimension de I’Univers. A ce
jour, les champs gravitationnels non newtoniens n’ont pas été dé-
tectés (champs-A) dans notre Univers en général, et la valeur de ce
terme a été déterminée a |1| < 1076 cm2 (selon les mesures les
plus précises dont nous disposons actuellement).

*.

Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925), est un mathématicien italien qui fiit le

professeur de Tullio Levi-Civita & Padoue, dans les années 1890.
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A partir des équations d’Einstein (5.1), on peut voir que le tenseur
d’énergie-impulsion qui décrit la distribution de matiere, est li¢ de ma-
niere “organique” a la fois au tenseur métrique et au tenseur de Ricci,
et par suite, au tenseur de courbure de Riemann-Christoffel. L annula-
tion de ce dernier tenseur, est la condition nécessaire et suffisante, pour
que I’espace-temps soit plan. Le tenseur de Riemann-Christoffel qui est
non nul, caractérise toujours des espaces courbes. On définit celui-ci, au
moyen de I’accroissement d’un vecteur arbitraire V' qui est transporté
parallelement le long d’un contour fermé

AVH = — % R VAP, (5.2)
ot Ac?? est la surface infinitésimale délimitée par le contour. Par suite,
le vecteur initial V¢ et le vecteur V¢ + AV?, ont des directions distinctes.
Du point de vue quantitatif, la différence est donnée par une quantité K,
qui est appelée la courbure quadridimensionnelle, de 1’espace pseudo-
riemannien, le long du transport parallele envisagé (voir [9] pour plus

de détails) .
an g

K = lim

Ac—0 Ao ’ (53)

ol tan ¢ est la tangente de I’angle formé par le vecteur tan ¢, et la projec-
tion du vecteur V¢ + AV, sur la surface du contour fermé. Considérons
par exemple, un “triangle géodésique” découpé sur une surface, et qui
est formé par I’intersection de trois lignes géodésiques. En chaque point
arbitraire de ce triangle, se trouve défini un vecteur qui est transporté pa-
rallelement le long des cotés de ce triangle. Une fois le vecteur revenu a
son point initial, I’angle de rotation globale ¢ est égal a p =X — 7 (ou Z
est la somme des angles intérieurs du triangle). On admet que la cour-
bure de la surface K est la méme en tous ses points, et donc
tanp @

K :AIQI-IBO Ao = = = const, 5.4)

ou o est |’aire du triangle, et ¢ = Ko est appelé [’exces de sphéricité. Si
¢ =0, alors pour la courbure, on a K =0, et la surface est plate. Dans ce
cas, la somme de tous les angles extérieurs du triangle géodésique est
7 (espace plan). Si X > 7, (lors de sa rotation, le sens du vecteur trans-
porté reste orienté vers I’intérieur du contour), et I’exces de sphéricité
est positif, d’ou pour la courbure K > 0. L’exemple d’un tel espace est
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celui de la surface de la sphere : un triangle découpé sur cette surface
est convexe. Si X <, (le sens du vecteur transporté reste orienté vers
Iextérieur du contour), I’exces de sphéricité est négatif, d’ou pour la
courbure K <0.

Einstein postulait que la gravitation était représentée par la courbure
de I’espace-temps. Il entendait par la que la courbure correspondait a un
tenseur de Riemann-Christoffel non nul, R,gys # 0 (comme en géomé-
trie de Riemann). Cette conception integre completement le principe de
gravitation newtonien, et la courbure de gravitation quadridimension-
nelle, pour un observateur physique usuel, se manifeste au travers des
propriétés suivantes :

a) Gravitation newtonienne ;

b) Rotation de I’espace tridimensionnel (section spatiale) ;

c) Déformation de I’espace tridimensionnel ;

d) Lacourbure tridimensionnelle, ou les dérivées premieres des sym-
boles de Christoffel ne sont pas nulles.

Selon le Principe de Mach, sur lequel repose la théorie de la gravita-
tion d’Einstein, “...la propriété de ’inertie est enticrement déterminée
par I’interaction de la matiere” [28], d’ou il découle que la courbure
d’espace-temps est engendrée par la matiere qui y est contenue. Procé-
dant de cette affirmation, et a partir des équations d’Einstein (5.1), nous
pouvons donner les définitions respectives de la vacuité et du vide :

La vacuité est1’état d’un espace-temps donné, pour lequel le tenseur de
Ricci vérifie Ryp = 0, ce qui implique I’absence de toute substance
T, =0, et celle des champs gravitationnels non newtoniens 4= 0.
Les équations du champ (5.1) pour la vacuité” s’écrivent simple-
ment R,g=0;

Le vide est I’état pour lequel toute substance est absente T3 = 0, mais
ou A#0, et donc R, # 0. La vacuité est un cas particulier du vide
ou le champs-A est absent. Les équations du champ pour le vide
s’écrivent

1
Raﬁ - E gaﬂR = /lgaﬂ . (5.5)

*. Si on exprime les équations d’Einstein pour un espace vide Rz — %gnﬁRz 0,

en indices mixtes R{f - %gf R=0, puis en contractant (RJ — %g:R =0), on obtient

- %4R =0. La courbure scalaire de la vacuité est donc R = 0. Par suite les équations
du champ (équations d’Einstein) pour cet espace sont R,z =0.
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Les équations d’Einstein sont applicables a la plupart des cas de dis-
tribution matérielle, a I’exception de 1’échelle des densités massiques
proches de celles des noyaux atomiques. Il est toutefois difficile de four-
nir une description mathématique exacte de tous les cas de contribu-
tions matérielles, car le probleme ne peut étre abordé dans toute sa gé-
néralité. Par contre, la densité moyenne de matiere de I’Univers observé
étant tellement faible 5-10 x 1073° gram/cm?, que I’on peut la négliger
et la réduire au vide. Les équations d’Einstein nous indiquent que le
tenseur d’énergie-impulsion est toujours fonction du tenseur métrique
et du tenseur de Ricci, (contraction du tenseur de courbure sur deux in-
dices). Compte tenu de la faible valeur numérique de la densité de ma-
tiere envisagée, on peut admettre que le tenseur d’énergie-impulsion est
simplement proportionnel au tenseur métrique Tup ~ gop, €t donc pro-
portionnel au tenseur de Ricci. Par conséquent, en dehors des équations
du champ pour le vide, (5.5), on peut considérer les équations

Rop = kgap, k = const, (5.6)

c’est-a-dire ou le tenseur d’énergie-impulsion differe du tenseur mé-
trique par une constante. Ce cas qui inclut ’absence de masses (vide),
et d’autres conditions semblables au regard de notre Univers, furent étu-
diées en détails par Petrov [29,30]. Petrov rassembla les espaces dont le
tenseur d’énergie-impulsion est proportionnel au tenseur métrique (et
au tenseur de Ricci), sous le nom d’espaces d’Einstein.

Dans les espaces d’Einstein, R,g = kgqp, la substance est homogene
en chaque point, et dépourvue de tout courant, donc la densité de matiere
doit étre partout constante, y compris celle de n’importe quelle autre
sorte de substance. Dans ce cas,

R = g"PRup = kgapg™ = 4k, (5.7)

et le tenseur d’Einstein prend la forme

1
Gaﬁ = Ra,B - 5 ga,BR = _kgaﬁ’ (5.3)

ol kgqp estI’équivalent du tenseur d’énergie-impulsion de la masse, qui
emplit les espaces d’Einstein.

Pour trouver les différentes formes de matiere qui peuvent intervenir
dans les espaces d’Einstein, Petrov a étudié la structure algébrique des
divers tenseurs d’énergie-impulsion.
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A cet effet, il a comparé le tenseur T, au tenseur métrique en un
point arbitraire, ou il a évalu€ la différence Ty3 — £ gqp, €t ou & sont les
valeurs propres associées a la matrice T,g. Alors, la détermination des
¢ revient a résoudre le probleéme aux valeurs propres pour la matrice
considérée. Dans le cas d’une métrique a signe constant, ce probleme
bien connu a déja été résolu, mais Petrov a proposé une méthode qui
permet de réduire toute matrice a la forme canonique, pour une mé-
trique a signe alterné, et qui puisse donc s’ appliquer a un espace pseudo-
riemannien.

Une telle méthode permet en particulier d’étudier la structure algé-
brique des tenseurs d’énergie-impulsion, et peut s’illustrer de la fagon
suivante. Les valeurs propres qui correspondent aux éléments de la ma-
trice T, sont assimilables aux vecteurs de base de la matrice du tenseur
métrique de telle maniere que ces valeurs propres conferent une “ossa-
ture” au tenseur 7gp, (0ssature massique). Cependant, méme si la forme
de cette ossature est connue, on ignore presque tout de la structure qui
s’y rattache. On peut toutefois exploiter cette donnée (longueurs et di-
rections des vecteurs de base), au moyen des propriétés de la matiere,
telles que I’homogénéité et I’isotropie, ainsi que par leur relation avec la
courbure d’espace. Petrov a ainsi démontré que les espaces d’Einstein
sont caractérisés par des tenseurs d’énergie-impulsion, que 1’on peut
réduire a 3 types algébriques et a quelques sous-classifications. Nous
sommes alors conduits a la classification algébrique suivante des cas
possibles de réduction des espace d’Einstein, aux types canoniques de
Petrov (I-1I1).*

Les espaces d’Einstein de type I se congoivent intuitivement, en ob-
servant que le champ de gravitation est ici engendré par un “ilot” de ma-
tiere (distribution hétérogene de substance), alors que I’espace méme,
correspond a 1’état de vacuité, ou a celui du vide. La courbure d’un tel
espace est produite par la masse de 1’amas local, et par 1’état du vide.
A grandes distances de cet amas, en I’absence de vide, cet espace est
plan. Dépourvu de toute masse hétérogene, 1’espace vide de type I, pos-
sede une courbure (exemple : Espaces de de Sitter). Un espace de type I,
correspondant a la vacuité, (dépourvu de masses hétérogenes), est plan.

*. L'interprétation chr.inv. de cette classification algébrique des espaces d’Einstein
(ol en d’autres termes, la classification algébrique des champs gravitationnels de Pe-
trov), a été obtenue en 1970, par le co-auteur de cet ouvrage, Madame Borissova, née
Grigoreva [31].
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Les espaces de types II et I11, sont plus “exotiques”, car ils sont pour-
vus d’une courbure intrinseque. Cette courbure n’est ni induite par une
distribution homogene de matiere, ni par 1’état de vide. Les types II et
III sont généralement attribués a la présence de champs radiatifs, tels,
par exemple, les ondes gravitationnelles.

Peu de temps apres, Gliner [32-34], dans son étude sur la structure
algébrique du tenseur d’énergie-impulsion pour les états de vide de la
matiere (To3 ~ gap, Rap =kgap), soulignait le caractere singulier d’un
type, ou les quatre valeurs propres sont identiques, c’est-a-dire ou les
trois vecteurs d’espace, et le vecteur temporel, sont égaux entre eux”
(ortho-référentiel du tenseur T;g). Dans une telle configuration, la ma-
tiere qui correspond au tenseur d’énergie-impulsion, posséde une den-
sité constante i = const, qui coincide avec les valeurs propres du tenseur
d’énergie-impulsion u = ¢ (la dimension de u est la méme que celle de
Top [gram/cm3]). Le tenseur d’énergie-impulsion est dans ce cas’

Top = 49ap - (5.9

Les équations du champ avec 4 =0, s’écrivent

1
Rop — 2 gopR = —xugap, (5.10)

et avec le terme cosmologique A # 0

1
Rap = 5 gapR = ~#HGap + Agap (5.11)

Gliner appelle cet état de la matiere “vide-y” [32-34] : cet état qui
est en effet reli€ aux €tats de vide de la substance (T ~ gag, Rop=kgap).
n’est pas en réalité exactement vide (pour le vide : T,g=0). Dans le
méme temps, Gliner montra que les espaces emplis de vide-u, sont des
espaces d’Einstein, et par suite, il existe 3 types de vide-u, qui corres-

*. Si on introduit un espace plan local, tangent en un point donné a I’espace rie-
mannien, alors les valeurs propres & du tenseur 7,4, sont les quantités correspondant
a ce tenseur dans un ortho-référentiel, contrairement aux valeurs propres du tenseur
métrique gop par rapport a I’ortho-référentiel défini dans cet espace tangent.

t. Gliner emploie la signature (—+++), et donc, il obtient 7,3 = — 11 g,s. Puisque
la densité observable est positive p = % =—u>0, les valeurs numériques de u, sont
négatives. Dans le présent ouvrage, nous adoptons la signature (+——-), car dans ce

cas, le 3-intervalle observable est positif, et donc, p > 0, avec Ty = (1 gqp.
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pondent chacun aux 3 types de classification des tenseurs d’énergie-
impulsion (ainsi qu’aux tenseurs de courbure). En d’autres termes, et a
condition que la matiére soit présente, un espace d’Einstein de chaque
type, (I, II, et I1I), est empli de vide-y, correspondant chacun aux types
I, IT ou III.

En réalité, le tenseur d’énergie-impulsion du vide-y, étant rapporté
a Portho-référentiel, les trois vecteurs d’espace et le vecteur temporel
sont identiques (les 4 directions sont d’égales importance), et le vide-u
constitue le degré maximal d’isotropie de la matiere. Par ailleurs, étant
donné que les espaces d’Einstein sont homogenes, et donc la densité de
matiere est la méme en chaque point [29, 30], la densité du vide-u, qui
les remplit, n’est pas seulement constante, mais également homogene.

Ainsi que nous I’avons vu, les espaces d’Einstein, peuvent étre rem-
plis de vide-u, soit dans I’état de vide ordinaire, (T, = 0), ou dans celui
de la vacuité. En outre, il est toujours possible de trouver des amas hé-
térogenes isolés, qui peuvent localement incurver 1’espace. Par consé-
quent, les espaces d’Einstein, du type I sont de fait, les plus représenta-
tifs de notre connaissance de I’ Univers, pris dans son ensemble. L’ étude
de sa géométrie, ainsi que des états de sa matiere, se ramene alors, a
I’étude des espaces d’Einstein de type 1.

Petrov a démontré le théoreme qu’il avait précédemment proposé,
(voir §13 dans [29]), et qui est évidemment connu sous le nom de Thé-
oreme de Petrov :

Théoréeme de Petrov

N

Tout espace a courbure constante, est un espace d’Einstein...
<d’ou > .. .les espaces d’Einstein de type II et I1I, ne peuvent étre
des espaces a courbure constante.

N

Donc, d’apres la classification de Petrov, les espaces a courbure
constante, sont des espaces d’Einstein de type 1. Si K =0, un espace
d’Einstein de type I, est plan. Notre étude du vide et de 1’état de vide de
la matiere, s’en trouve notablement simplifiée, car on possede aujour-
d’hui une trés bonne connaissance analytique de ces espaces a courbure
constante. Ceux-ci sont les espaces de de Sitter, ou des espaces munis
d’une métrique de de Sitter.

Dans tout espace de ce type, on a T3 =0 et 1#0, qu’il est caracté-
risé par un vide ordinaire, et ne contient aucun amas de substances. Par
contre, on sait que la densité moyenne de notre Univers est tres faible.
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En premiere analyse, on peut négliger ces “ilots de matiere” aléa-
toires, et autres hétérogénéités, qui sont susceptibles de déformer lo-
calement 1’espace. Notre Univers, peut donc étre considéré comme un
espace de de Sitter a rayon de courbure constante, comparable a ce-
lui de 1’Univers. En théorie, on peut attribuer a un espace de de Sitter,
une courbure positive K >0, ou négative K <0. L’analyse de 1’univers
de de Sitter permet de montrer (voir Synge [35]), que pour K <0, les
géodésiques du genre temps, sont des courbes fermées : le mouvement
d’une particule d’épreuve, se répete indéfiniment le long de la méme
trajectoire. Cette particularité conduit immédiatement a imaginer des
perspectives inexplorées, vis-a-vis des conceptions classiques de la phy-
sique actuelle. C’est pourquoi la plupart des physiciens (Synge, Gliner,
Petrov, et d’autres), ont systématiquement délaissé I’étude des espaces
de de Sitter a courbure négative.

Comme on le sait, les espaces riemanniens a courbure positive, gé-
néralisent la sphere ordinaire, alors que ceux a courbure négative sont la
généralisation des espaces de Lobachewski-Bolyai, et qui généralisent
une sphere de rayon imaginaire. Dans I'interprétation de Poincaré, les
espaces a courbure négative sont représentables par la surface interne
d’une sphere. Dans I’espace pseudo-riemannien (métrique a signe al-
terné), Zelmanov a montré que la courbure tridimensionnelle obser-
vable, est négative par rapport a la 4-courbure riemannienne. Si la per-
ception de notre plangte est toujours celle d’une sphere, avec sa courbure
observée positive, on peut toujours imaginer des étres, qui, vivant a la
surface interne de notre planete, ne “verraient” qu'un monde concave,
et n’observeraient alors que la courbure négative.

A partir de cet exemple, on pourrait prédire I’existence d’un monde
gémellaire, ot un univers miroir serait situé aux “antipodes”. Notre Uni-
vers étant a priori pourvu d’une courbure positive, il fiit initialement
admis qu’un tel Univers miroir devait posséder une courbure négative.
Synge (voir [35], chapitre VII), montra toutefois que pour un univers de
de Sitter a courbure positive, les géodésiques du genre espace étaient ou-
vertes, tandis que pour le méme modele a courbure négative, ces mémes
géodésiques sont fermées. Autrement dit, un Univers de de Sitter a cour-
bure négative, n’est pas la réflexion de sa contrepartie a courbure posi-
tive. Par contre, lors de notre étude, [ 19], nous avions traité par une autre
approche, du concept de I’Univers miroir, et dans lequel avait été envi-
sagé le mouvement des particules libres, avec un écoulement du temps
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inversé. Nous avions ainsi déduit que la composante scalaire observable
du 4-vecteur impulsion d’une particule, constitue en fait sa masse rela-
tiviste négative. Il est alors digne d’intérét d’observer que les particules
dont les masses sont associées au miroir, ont été obtenues en projetant
leur 4-impulsion sur les lignes de temps d’un observateur standard, sans
avoir a changer le signe de la courbure d’espace : pour un écoulement
du temps direct ou inversé, les particules peuvent exister indifféremment
dans des espaces a courbure positive ou négative.

Ces résultats fondamentaux, entierement déduits a partir des mé-
thodes géométriques de la relativité générale, affectent inévitablement
notre vision de la matiére et de la cosmologie, associées a notre Univers.

Au §5.2, nous déduirons le tenseur d’énergie-impulsion du vide, et
nous obtiendrons une formule qui décrit sa densité observable. Nous in-
troduirons également une classification pour la mati¢re, en accord avec
les formules déduites pour le tenseur d’énergie-impulsion (a savoir la
classification T). Au §5.3, nous examinerons les propriétés physiques
du vide dans les espaces d’Einstein du type I; en particulier, nous dis-
cuterons des propriétés physiques du vide dans le cadre des espaces de
de Sitter, pour en tirer des conclusions inhérentes a la structure globale
de I’Univers. Poursuivant dans cette perspective au §5.4, nous établirons
le concept de I'origine et du développement de I’Univers, consécutive-
ment a ['Inversion-Explosion, a partir de la “pré-particule”, qui possede
certaines propriétés bien spécifiques. Au §5.5, nous obtiendrons une
formule pour la force d’inertie gravitationnelle non newtonienne, qui
se révelera proportionnelle a la distance; les §5.6 et §5.7, eux, se rap-
porteront aux phénomenes du collapse dans un espace de Schwarzchild
(collapse gravitationnel, ou collapsar gravitationnel), et dans un espace
de de Sitter (collapse inflationnaire ou inflanton). Au cours du chapitre 6,
il sera démontré que notre Univers et I’ Univers miroir, sont des mondes
dont le temps est celui du miroir, et qui ceexistent dans un espace de
de Sitter, pourvu d’une courbure quadridimensionnelle négative. Nous
établirons ensuite les conditions physiques qui permettent le passage a
travers la “membrane”, qui sépare notre Univers de I’Univers miroir.

5.2 Densité observable du vide. Introduction de la classification T
pour la matiere

Les équations du champ de gravitation d’Einstein, sont des fonctions
qui relient la courbure d’espace a la distribution de matiere. Générale-
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ment, ont les écrit : Ryg — % gapR =—n Ty + 1gap, le membre de gauche
décrit la géométrie de I’espace, tandis que le membre de droite décrit la
matiere qui y est contenue. Le signe du second terme dépend de celui
de A. Ainsi que nous le verrons, ce signe de A, et donc le mode d’action
de la gravitation newtonienne (attraction ou répulsion), est directement
lié au signe de la densité du vide.

Les espaces d’Einstein sont définis par la condition Tig ~ gog, les
équations du champ sont, elles, données par R,g = kgs. De telles équa-
tions peuvent exister suivant deux cas : a) lorsque T3 # 0 (substance) ;
b) lorsque 7,3 =0 (vide). Le tenseur d’énergie-impulsion étant égal a
zéro dans un espace d’Einstein pour le vide, il ne peut pas étre pro-
portionnel au tenseur métrique, ce qui contredit la définition de ce type
d’espace (Tog ~ gap)-

Comment résoudre ce paradoxe ?

En I’absence de toute substance, mais en présence du vide stan-
dard, les équations du champ sont R,g — % gapR = Ag,p, donc la cour-
bure d’espace est produite par les champs-A, (champs gravitationnels
non newtoniens), plutdt que par les substances elles-mémes. En I’ab-
sence de ces dernieres et des champs-A, R,z =0, I’espace est vide, mais
en général, il n’est pas plan. On voit donc que les champs-4, et le vide,
sont pratiquement identifiables, c’est-a-dire que le vide est un champ
gravitationnel non newtonien.

A ce stade de notre étude, nous aurons ainsi proposé une définition
physique du vide, qui implique que les champs-A reflétent I’action d’un
potentiel de ce vide.

C’est dire encore, que le terme Ag,p, ne peut étre ignoré dans les
équations du champ, quelle que soit sa petitesse, car il décrit le vide qui
incurve I’espace. Par suite, R,g — % gapR == Top + Ag,p, ¢’ est-a-dire
les équations du champ, peuvent étre mises sous la forme

1 _
R(tﬁ - 5 gwﬂR =—xTy, (5.12)

ou, dans le membre de droite, le tenseur
~ o A
Ta'g = Taﬁ + Taﬁ = Taﬁ - ; 9ap (513)

représente le tenseur d’énergie-impulsion qui décrit la matiere en gé-
néral (substance et vide). Le premier terme est ici le tenseur d’énergie-
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impulsion de la substance. Le second terme

N A
Taﬁ = - ; gaﬁ (5.14)

est analogue au tenseur d’énergie-impulsion pour le vide.

Par conséquent, puisque les espaces d’Einstein peuvent étre ratta-
chés au vide, leur définition mathématique se doit d’étre formulée dans
un sens trés général qui puisse prendre en compte a la fois, la présence
de substance, et le vide (champs-A) : T"aﬁ ~ gap- Cette formulation €évi-
tera en particulier, les contradictions inhérentes aux espaces d’Einstein
pour les états de vacuité.

Notons que les formules que nous avons obtenues pour le tenseur
d’énergie-impulsion du vide (5.14), sont une conséquence directe des
équations du champ sous forme générale.

SiA> 0, (forces de gravitation non newtoniennes répulsives), la den-
sité observable du vide est négative

p:@:_il:_w<o’ (5.15)
goo x %
alors que si A <0 (forces d’attractions gravitationnelles non newtonien-
nes), la densité du vide observable, est au contraire positive

Ti A1 1
p:ﬂz——zuw. (5.16)
g0o0 i x

Comme nous le verrons au §5.3, cette derni€re circonstance est ca-
pitale, car un espace de de Sitter avec A <0, étant a courbure constante
négative,” et qui est uniquement caractérisé par le vide, (absence de sub-
stance), reste en tres bon accord avec les données observables de notre
Univers en général.

Par conséquent, suivant les études de Petrov, Gliner, et compte tenu
de notre remarque sur la persistance du tenseur d’énergie-impulsion,
donc des propriétés physiques dans le vide (champs-41), nous sommes
en mesure d’établir une classification “géométrique” des états de la ma-
tiere, en fonction de leur tenseur d’énergie-impulsion. Nous définirons
ainsi la classification T pour la matiére :

*. Il s’agit de la courbure riemannienne quadridimensionnelle, tandis que la cour-
bure tridimensionnelle physiquement observable est une autre grandeur définie comme
un invariant chronométrique (pour le détail, voir §1.2).
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I) Vacuité : T,5=0, 1=0 (espace sans maticre), et les équations du
champ sont R,z =0;
IT) Vide : T,p=0, 4#0 (produit par les champs-A1), et les équations
du champ sont Gog = A1gag;
II) Vide-u: Tup=gap, 1t = const (état de vide de la substance éten-
du a tout I’espace), les équations du champ sont G,g = — % [1g.g;
IV) Substance : Top # 0, Top * gop (cet état comprend les substances
ordinaires et les champs électromagnétiques).

Généralement, le tenseur d’énergie-impulsion d’une substance
(type IV dans la classification T), n’est pas proportionnel au tenseur
métrique. Il existe par contre, des états de substance pour lesquels le
tenseur d’énergie-impulsion contient un terme proportionnel au tenseur
métrique, mais, comme il n’inclut pas d’autres termes, cet état ne consti-
tue pas un vide-u. C’est le cas, par exemple, d’un fluide parfait

Top = (0= 5 ) Ua Us = & g (5.17)

ou p est le scalaire des pressions, ou bien celui des champs électroma-
gnétiques
Taﬁ = Fpo—Fpo-ga,lg - F(w—FO- 5 (518)

ou F,, F*7 est le premier invariant du champ €lectromagnétique con-
sidéré (3.27), Fyp étant ici le tenseur de Maxwell. Si p = p02 (substance
a 'intérieur d’un noyau atomique), avec p = const, le tenseur d’énergie-
impulsion d’un fluide parfait, semble €tre proportionnel au tenseur mé-
trique.

Au prochain §5.2, nous montrerons que 1’équation d’état du vide-u a
une forme différente p = —pc? (état inflationnaire, expansion du milieu,
dans le cas d’une densité positive). Par suite, la pression et la densité
dans un noyau atomique, ne peuvent étre constants si I’on suppose que
sa substance interne évolue vers 1’état de vide de la matiere.

Il convient de noter que cette classification T, tout comme les équa-
tions du champ, ne se rapporte qu’a une distribution de matiere, qui
modifie la courbure d’espace, et non aux particules d’épreuve-matiere
ponctuelle dont la petitesse (négligeable) des masses et dimensions,
n’influe pas sur cette courbure. Par conséquent, le tenseur d’énergie-
impulsion n’est pas défini pour ces particules, qui ne relevent donc pas
de la classification T.
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5.3 Propriétés physiques du vide. Cosmologie

Les espaces d’Einstein sont définis par les équations du champ tels
que Rop = kgap, ouk = const. Avec A # 0 et Top = g, le tenseur d’€ner-
gie-impulsion est proportionnel au tenseur métrique fondamental, et
I’espace qui emplit la matiere, est le vide-u. Comme nous 1’avons vu
au paragraphe précédent §5.2, le tenseur d’énergie-impulsion du vide,
est aussi proportionnel au tenseur métrique. Il s’ensuit que les proprié-
tés physiques du vide, et celles du vide-u, sont pratiquement les mémes,
sauf pour le coefficient scalaire qui définit la composition de la matiére
(champs-A, ou substance), et les valeurs absolues des forces actives. Par
conséquent, nous allons considérer un espace d’Einstein associé au vide,
et au vide-u.

Dans ce cas, les équations du champ deviennent

1
Rop — 2 gapR = —(tp — ) gop - (5.19)

En les écrivant a I’aide d’indices mixtes, et contractant, on parvient

a la courbure scalaire
R=4@(xu-2)), (5.20)

puis, substituant dans les équations initiales (5.19), on obtient les équa-
tions du champ sous leur forme définitive

Raﬂ = (%/1 - /l) 9gap » (521)
ol xu— A=const=k.

Examinons les propriétés physiques du vide et du vide-u. Nous pou-
vons en déduire les projections chr.inv. du tenseur d’énergie-impulsion :
la densité de matiere observable p = %, la densité d’impulsion obser-

) . Ti ’ . .
vable J' = ;7%, et le tenseur du champ observable U™ = 2T,

Pour le tenseur d’énergie-impulsion du vide-u, qui est Ty = g,
les projections chr.inv. sont
_ Too

900
cT,

Ji= =0, (5.23)
V900

Uk = 2T* = _y 2pik = —p2pik, (5.24)

P =K, (5.22)
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Pour le tenseur d’énergie-impulsion Taﬁ =- ﬁ gap (5.14), qui décrit
I’état du vide, les projections chr.inv., sont, elles

T; Pl

p=-"2=-_2, (5.25)
goo %

jﬂ—cﬁ =0 (5.26)
Vg '

o s o A , .

U*:&T*:zéwhrﬁéwﬁ (5.27)

On observe ici que le vide (champs-A2), et le vide-u, ont des densités
constantes, et donc caractérisent des répartitions uniformes de matieére.
Ce sont également des milieux non émissifs, car leur flux d’énergie ¢*J'
est égal a zéro

ATi ATi
2 yi 0 2 gi 0
cJ' = =0, cJ' = =0. (5.28)
V900 V900
Dans le référentiel qui accompagne le milieu, le tenseur du champ
est (voir le livre de Zelmanov [9])

Uix = pohix — aix = phix — Bix » (5.29)

ol pg est la pression d’équilibre, définie par I’équation d’état, p est la
pression réelle, ;i est la viscosité de deuxiéme espéce, (le tenseur des
viscosités), et Six = @ik — % a hjy, est sa partie anisotrope (viscosité de pre-
miére espéce, qui se manifeste dans les déformations), et ol @ = cx; est
la trace du tenseur «j.

Formulant le tenseur de champ pour le vide-u (5.24) dans le référen-
tiel qui accompagne le vide-u méme, on obtient

Ui = phix = —pchig . (5.30)
et de fagon similaire, pour le tenseur du champ du vide (5.27)
Ui = phix = —pchik (5.31)

ce qui implique que le vide et le vide-u, sont des milieux non visqueux
(aix =0, Bix =0), dont les équations d’état sont données par

p=-pc,  p=-pc. (5.32)
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Cet état est appelé ['inflation, car pour la densité de matiére positive,
la pression devient négative, et donc le milieu entre en expansion.”

Telles sont les propriétés du vide et du vide-u : ce sont des milieux
homogenes p = const, non visqueux ajx = B = 0, et non radiatifs J =0,
en état d’inflation.

Ayant ainsi défini les propriétés physiques de base, nous allons abor-
der I’analyse du vide associé aux espaces a courbure constante, et en
particulier ’espace de de Sitter, qui constitue la meilleure approxima-
tion pour décrire notre Univers.

Dans les espaces a courbure constante, le tenseur de Riemann-
Christoffel est (voir chapitre VII du livre de Synge [35])

Ropys = K (gaygﬁé = Jas gﬁy), K = const. (5.33)

Apres avoir contracté sur deux indices, on obtient une formule pour
le tenseur de Ricci, qui apres une deuxieme contraction, fournit la cour-
bure scalaire. Nous avons ainsi

Rwﬂ = —3Kgaﬁ, R=-12K. (534)

Si nous supposons notre Univers a courbure constante, on obtient
les équations du champ formulées a 1’aide de la courbure

3Kgaﬁ = —%Taﬁ + /lga'g . (535)

Nous pouvons les écrire avec les notations de Synge, sous la forme
(1=3K) gop =x T,p. Dans un espace a courbure constante, le tenseur
d’énergie-impulsion d’une substance est

A1-3K
Top=— gap - (536)
b4

On voit que dans un espace a courbure constante, le probleme de
la géométrisation de la matiere se trouve automatiquement résolu : le
tenseur d’énergie-impulsion (5.36) ne contient que le tenseur métrique
et des constantes.

*. L’équation d’état d’une distribution matérielle, est une relation entre la pression
etla densité. Par exemple, p =0 est I’équation d’état d’un fluide incohérent (poussieres),
p = pc? est’équation d’état de la matiére dans un noyau atomique, p = % pc?est]’équa-
tion d’état d’un gaz ultra-relativiste. Il existe également des équations d’état plus com-
plexes qui décrivent les états d’autres médias.



236 Chapitre 5 Le vide physique

L’espace de de Sitter est a courbure constante, ou 7,5 =0 et 1 #0,
et il est donc empli de vide (absence de toute substance). En annulant le
tenseur d’énergie-impulsion de la substance (5.36), on obtient le méme
résultat que Synge : I’espace de de Sitter est bien caractérisé par A =3K.

Prenant en compte cette relation, la formule pour la densité du vide
observable dans I’univers de de Sitter, devient

A 3K  3Kc

b:__:__

% x 881G’

(5.37)

Nous arrivons maintenant a la question primordiale concernant le
signe de la courbure quadridimensionnelle de notre Univers. Le fait de
poser cette question, ne reléve pas seulement de la curiosité, mais sui-
vant la réponse que I’on apportera, le modele de de Sitter élaboré précé-
demment, peut soit correspondre aux données actuellement observées,
ou bien conduire a des résultats totalement étrangers aux valeurs astro-
nomiques couramment admises.

En réalité, la courbure quadridimensionnelle étant positive, K > 0,
la densité du vide doit étre négative, et par suite, la pression inflation-
naire doit etre supérieure a zéro (le vide se contracte). Puisque 4 > 0, les
forces de gravitation newtoniennes sont répulsives. Nous sommes donc
en présence de deux actions antagonistes : 1’une, inflationnaire posi-
tive, qui tend a comprimer 1’espace, et 1’autre, qui implique des forces
de gravitation non newtoniennes répulsives. Il en résulte que : premiere-
ment, les forces-A étant proportionnelles a la distance, leur effet expansif
va augmenter avec I’accroissement du rayon de I’Univers, et 1’expan-
sion va s’accélérer. Deuxiémement, si la dimension de I’Univers était
inférieure a la distance pour laquelle la pression de contraction du vide
compense 1’action expansive des forces-4, I’expansion deviendrait alors
impossible.

Si au contraire, la courbure quadridimensionnelle de I’espace est né-
gative, K <0, la pression inflationnaire sera inférieure a zéro, — le vide
se dilate. En outre, comme dans ce cas A <0, les forces de gravitation
newtoniennes sont attractives. Par conséquent, I’ Univers peut continuer
a se dilater a partir d’un certain point, jusqu’a ce que la densité du vide
devienne si faible, que 1’action expansive s’équilibre avec les forces-A
de compression non newtoniennes.

On voit bien alors, que la question du signe de la courbure est cru-
ciale, pour déterminer le cadre cosmologique de notre Univers.
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Toutefois, la perception humaine étant par nature tridimensionnelle,
il n’est pas possible pour un observateur régulier, d’apprécier le signe
de la courbure quadridimensionnelle, au moyen d’observations directes.
Pour pouvoir rendre compte de cette réalité, on doit recourir a la théorie
des invariants chronométriques — une méthode qui définit les quantités
physiquement observables.

Parmi les buts que s’était fixé Zelmanov, on retient sa définition du
tenseur courbure relatif a la section spatiale d’un observateur (I’espace
tridimensionnel observable) — qui est en général inhomogene, non ho-
lonome, courbe, et déformé. Le tenseur de courbure de Zelmanov (voir
formule 5.40 — pour le tenseur, et 5.41 — pour ses contractions), pos-
sede toutes les caractéristiques du tenseur de Riemann-Christoftfel, dans
I’espace tridimensionnel de I’observateur, et possede la propriété d’in-
variance chronométrique. Zelmanov décida de construire ce type de ten-
seur par similitude avec le tenseur de Riemann-Christoffel, et qui résulte
de la non commutativité des dérivées secondes d’un vecteur arbitraire
dans I’espace considéré. A partir de la différence des dérivées secondes
chr.inv. d’un vecteur arbitraire, il parvint aux équations

2Ai "0Q

VIVeQ =Y Q= S = H O (5.38)

qui contiennent le tenseur chr.inv.
TN Y : .
) il kl maJ  _ AmAJ
Hy; = ok xSl N = B B » (5.39)

et qui est en tout point semblable au tenseur de Schouten, déduit de la
théorie des variétés non holonomes.” Cependant, dans le cas général en
présence de rotation d’espace (A # 0), le tenseur H lkt] differe algébri-
quement du tenseur de Riemann-Christoffel. De ce fait, Zelmanov in-
troduisit donc un nouveau tenseur

1
Cuij = 1 (Hlkij — Hjji + Hyji — Hiljk) , (5.40)

*. Schouten avait élaboré la théorie des variétés non holonomes, pour des dimen-
sions arbitraires de I’espace, en considérant un sous espace a m dimensions, immergé
dans un espace a n dimensions, o m <n [36]. Dans la théorie des invariants chrono-
métriques, nous avons en fait considéré le sous espace de ’observateur (m = 3), plongé
dans I’espace pseudo-riemannien de dimension (n = 4). Corrélativement, la théorie des
invariants chronométriques est applicable a tout espace métrique en général — voir [9].
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qui n’est pas seulement une quantité chr.inv., mais qui possede toutes
les propriétés algébriques du tenseur de Riemann-Christoffel. Le ten-
seur Cy;j, est ainsi le tenseur de courbure du 3-espace observable d’un
observateur, qui accompagne son référentiel. Apres contraction, on ob-
tient les quantités chr.inv.

Cij = Gyt = h"Cuanj, € =Cl =Hcy, (5.41)
qui décrivent aussi la courbure de I’espace tridimensionnel. Les Cy;j,
Cyj, et C étant des quantités chr.inv., ce sont également des quantités
physiquement observables, pour cet observateur. En particulier, C est la
courbure tridimensionnelle observable [9].

En ce qui concerne notre analyse des propriétés physiques du vide
et de la cosmologie, il nous faut savoir de quelle maniere est reliée la
courbure tridimensionnelle observable C, a la courbure quadridimen-
sionnelle K en général, et dans un espace de de Sitter en particulier.
Nous aborderons ce probleme par étapes successives.

Le tenseur de courbure quadridimensionnel de Riemann-Christoffel
Ropys estun tenseur du 4eme ordre, et donc il possede 256 composantes,
dont 20 sont en réalité significatives. Les composantes restantes sont
soit nulles, ou identiques entre elles. Ceci est dii au fait que le tenseur
de Riemann-Christoffel est :

a) Symétrique sur chaque couple d’indices Rygy5 = Rys505

b) Antisymétrique par rapport a la permutation des indices a 1’inté-
rieur de chaque couple Rygy5 = —Rgayss Rapys = —Rapsy

c) Ses composantes sont aussi caractérisées par la propriété suivante
R (sys) =0, ou la parenthése ronde indique la permutation circu-
laire des indices (8, y, 0).

Les composantes significatives du tenseur de Riemann-Christoffel
fournissent trois tenseurs chr.inv.

. Ri* ) R* ) )
Xk = 200yl o 20 Zik — 2RUK(5.42)
goo V900

Le tenseur X** a 6 composantes, Y7 a 9 composantes, alors que
ZUk a lui aussi seulement 9 composantes, en raison de sa symétrie. Les
composantes du second tenseur, sont construites a partir de la propriété
Yiijky = Yijx + Yjki + Yiij = 0. Substituant alors les composantes utiles du
tenseur de Riemann-Christoffel [9], et aprés avoir abaissé les indices,
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Zelmanov a obtenu
*6Dl~j

%i =5

(Dl.’ + A;.%) (Dj, + Aﬂ) + 1 543
+("ViF +*V,F}) - = Rl

* . 2
Vige =" (Dje + Ajx) =% D+ Aip) + < Ay, (5.44)

Ziwij = Dix Dij — Diy Dyj + Aj Ajj —

) (5.45)
— AjAyj + 2A;jAn — ¢ Ciyj

A partir de ces formules de Zelmanov, on voit que les composantes
spatiales observables du tenseur de Riemann-Christoffel (5.45), sont
directement liées au tenseur de courbure tridimensionnel observable
chr.inv. Cyy;.

Proposons-nous de déduire maintenant une formule pour la cour-
bure tridimensionnelle observable, dans un espace a courbure constante.
Dans un tel espace, le tenseur de Riemann-Christoffel est comme dans
(5.33), et donc

Roiok = —Khixgoo (5.46)
K
Roiji = = V900 (Uj hik — vi hij), (5.47)

1
Riji = K[hikhjl — hithij + — v (Ulhkj - vkhﬂ) +
“ (5.48)
+ 2 (v hir — vrhi) |-

Ayant déduit ses projections chr.inv. (5.42), du tenseur de courbure
de Riemann-Christoffel de 1’espace considéré (5.46-5.48), on obtient

Xik — C2Khik, Yijk =0, Zijkl — CZK (hikhjl _ hilhjk), (549)

ainsi, les composantes spatiales observables munies d’indices inféri-
eurs, sont
2
Zijit = K (hichjs — hahie) (5.50)

Contractant cette quantité de proche en proche, il vient

Zj = Z’J,l =2c*Khj, Z= Zj = 6cK. (5.51)
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Par ailleurs, nous connaissons la formule de Z;j;, dans un espace
a courbure arbitraire (5.45). La formule contient la courbure tridimen-
sionnelle observable, et est manifestement vérifiée aussi pour K = const.
En contractant la formule générale (5.45), on a

Zi = Dy Df — Dy D + Ay AF + 243 AN — 2Cy, (5.52)
Z = h'Z; = D D* — D* — A A* - &*C. (5.53)

Dans un espace a courbure constante, Z = 62K (5.51), et ’on aura
pour cet espace, la relation entre la 4-courbure K, et la courbure tridi-
mensionnelle observable C

6¢*K = Dy D* — D* — A A% - 2C. (5.54)

On voit qu’en I’absence de rotation d’espace et de déformations, la
courbure quadridimensionnelle est de signe opposé a la courbure tri-
dimensionnelle observable. Pour les espaces de de Sitter (absence de
rotation et déformation), on aura

K=- ! C, (5.55)
6
et donc la courbure tridimensionnelle observable d’un espace de Sitter
estC=-6K.

A présent, nous sommes en mesure d’élaborer un modele pour dé-
crire le développement de notre Univers, en se basant sur deux faits
expérimentaux : a) le signe de la densité de matiere observable; b) le
signe de la courbure tridimensionnelle observable.

En premier lieu, notre expérience quotidienne montre que la densité
de matiere si éparpillée qu’elle soit, est positive. Afin que la densité du
vide (5.37) soit positive, le terme cosmologique doit étre négatif A <0,
(forces non newtoniennes attractives), et donc la courbure quadridimen-
sionnelle devrait etre négative K <0.

En second lieu, selon la réponse d’Ivanenko au discours de Mc Vittie
[37], dans sa préface a I’édition russe du livre de Weber [28] :

“En dépit du manque d’exactitude évidente des observations cos-
mologiques, Mc Vittie maintient que les meilleurs résultats ob-
servationnels du “red shift” de Hubble a H ~ 75 km/sec Mpc, et
une densité de matiére moyenne p ~ 1073! gram/cm?, confirment
la non disparition du terme cosmologique 4 <0.”
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Il en résulte que la densité du vide dans notre Univers est posi-
tive, avec une courbure tridimensionnelle observable C > 0. Par suite,
la courbure quadridimensionnelle K < 0, et donc le terme cosmologique
A1<0. A partir de (5.37), on obtient alors la densité observable du vide

A 3K C
v:——:——:—>0, 556
p ” % 2 ( )

de sorte que la pression inflationnaire du vide est négative, jp=—pc?

(Ie vide se dilate). Du fait que la distribution homogene de matiere dans
I’Univers fait partie des propriétés physiques du vide, la pression infla-
tionnaire négative du vide implique aussi I’expansion de I’Univers dans
son ensemble.

Par conséquent, I’espace tridimensionnel observable de notre Uni-
vers (C > 0), est une sphere tridimensionnelle en expansion, qui est un
sous espace de I’espace-temps quadridimensionnel (K <0, ¢’est-a-dire
un espace de la géométrie Lobachevski-Bolyai).

Un espace de de Sitter n’est qu’une approximation de notre Univers.
Les données astronomiques révelent que les “ilots ou amas de matiere”,
épars, n’affectent nullement la courbure globale, mais a leur voisinage
immeédiat, leurs effets deviennent significatifs. Au cours de notre étude
portant sur I’Univers dans son ensemble, on pourra négliger I’influence
de ces “llots” de substance, et autres hétérogénéités locales, sur la cour-
bure. Dans ces cas particuliers, on admettra que I’espace de de Sitter
a courbure quadridimensionnelle négative (courbure tridimensionnelle
observable positive), constitue le fondement de notre Univers.

5.4 Le concept de ’inversion. L’explosion de I’Univers

A partir du paragraphe précédent §5.3, on sait que dans I’espace de
de Sitter 4=3K, ou du point de vue physique, le terme A est identifié a
sa courbure. Pour un sous espace sphérique a 3 dimensions, la courbure
observable C = —6K, est égale a

C= IR (5.57)
ou R est le rayon de courbure observable (rayon de la sphere). Alors, la
courbure quadridimensionnelle de de Sitter est

1
K = _W N (558)
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c’est-a-dire, que plus le rayon de la sphere est grand, plus petite sera la
courbure K.

Selon les estimations astronomiques les plus récentes, il est admis
que notre Univers a émergé il y a 10-20 milliards d’années. A 1’aube
de I’Univers, depuis son apparition, un photon aura ainsi parcouru R, ~
10%7-10?® cm. Cette distance est connue sous le nom de rayon de I’ho-
rizon des évenements.

Considérant que notre Univers dans son ensemble, est un espace de
de Sitter, o K <0, on estime que le rayon de courbure quadridimen-
sionnel, et donc, avec le terme A = 3K, doit avoir la forme

1 56 .2
K=-—==-10""cm . (5.59)
6R?

Par ailleurs, di Bartini qui a étudié les relations entre les constantes
physiques fondamentales, obtient des résultats similaires pour I’horizon,
la courbure et le terme A [38,39]. Dans ses travaux, le rayon d’espace de
I’Univers est interprété comme la longueur maximale, définie du point
de vue topologique. Selon la relation d’inversion de di Bartini

R
P, (5.60)
p

le rayon de I’espace R (longueur maximale), est I’'image inversée du
rayon gravitationnel de 1’électron p = 1.347 x 107> cm, par rapport au
rayon de I’inversion sphérique r =2.818 x 10~!3 c¢m, qui, selon di Barti-
ni, est identique au rayon classique de 1’électron — le rayon de I’inver-
sion sphérique. Le rayon de I’espace (rayon maximal de 1’horizon) est
égal a

R=5895x10" cm. (5.61)

Dans le contexte topologique, di Bartini définit alors la masse d’es-
pace (1a masse contenue dans le rayon d’espace), et la densité d’espace

M =3.986x10°" gram, p =9.87 x 107 gram/cm’. (5.62)

En réalité, les études toujours menées par di Bartini, nous enseignent
que I’espace de I’Univers (2 partir du rayon classique, jusqu’a 1’hori-
zon), est une image inversée extérieure de I’espace interne d’une
certaine particule de la taille d’un électron (on peut estimer son rayon
comme compris entre le rayon classique de I’électron, et son rayon gra-
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Stade Age, Espace Densité, Terme A,
d’évolution années rayon, cm gram/cm’ cm™?
Pré-particule 0 2.82x107  9.03x10% ?

Temps présent  10-20x10° 107 -10"® 5-10x107°  <107°
Apres expansion  623x10°  5.89x10%  9.87x107* 1.44x107%

Tableau 5.1 — Parametres de la matiere et de I’espace pour divers stades de
I’évolution de I’Univers.

vitationnel). Mais cette particule se distingue de I’électron : sa masse
serait égale 2 la masse de 1’Univers, M =3.986 x 10°7 gram, alors que
pour I’électron, m=9.11 x 10728 gram.

L’espace contenu dans cette particule ne peut pas étre un espace de
de Sitter. En fait, un tel espace pour lequel K < 0, et un rayon de courbure
observable r=2.818 x 107!3 cm, est caractérisé par une densité du vide
égale a

3K 1
p=—-—=-—1r"=339x%x10" gram/cm?, (5.63)
Vi

tandis que la densité a I’intérieur de la particule de di Bartini est

p =9.03 x 10” gram/cm?. (5.64)

=208

Par ailleurs, un espace extérieur, selon ses propriétés, étant I’image
inversée de I’image interne, peut étre lui, assimilé a un espace de de Sit-
ter. On va donc considérer qu’'un espace avec un rayon de courbure égal
a celui de di Bartini R =5.895 x 10% cm, est un espace de de Sitter avec
K <0. Alors, la courbure quadridimensionnelle et le terme A, sont

K = 1 —4.8%107%" cm™2, (5.65)
6R2

1=3K = L jaax 107 em™2, (5.66)
2R?
c’est-a-dire qu’ils sont de cinq ordres de grandeur inférieurs aux esti-
mations observées |1 <1073, On peut expliquer ce fait par 1’expan-
sion continue de I’Univers, au cours de laquelle la courbure spatiale et
le terme cosmologique vont décroitre pour atteindre les valeurs (5.65,
5.66), calculées pour la distance maximale (rayon de I’espace). La den-
sité estimée du vide pour un espace de de Sitter dans le domaine compris
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dans cette courbure, est

3K 3Kc?
p=-—=-3 2 ~ 7.7 x 10 gram/em’.  (5.67)
T

Pour déterminer le temps qui reste a notre Univers pour continuer
a se dilater, il suffit de définir la différence entre le rayon de 1’horizon
observé Ry, et le rayon de courbure R. En supposant que dans notre Uni-
vers, le rayon de I’horizon des évenements est égal au rayon d’espace (la
distance d’inversion extérieure), qui, selon di Bartini, est R = Ry =
5.895 x 10?° cm (5.61), puis comparant avec le rayon observé de 1’hori-
zon (R, ~ 10*7-108 cm), on obtient AR = Ry — Ry = 5.8 X 10%° cm,
d’ou le temps qui reste pour 1’expansion de notre Univers

AR

t= - ~ 600 milliards d’année. (5.68)

Ces calculs qui se rapportent a la densité du vide, et a d’autres pro-
priétés de I’espace de de Sitter, ont permis de conclure sur 1’origine et
I’évolution de notre Univers, en autorisant la seule interprétation tan-
gible de la relation d’inversion de di Bartini. Nous 1’appellerons donc,
le Concept cosmologique de I’Inversion Explosion de I’ Univers. Les pa-
rametres de la matiére suivant les stades d’évolution de 1’Univers, sont
rassemblés dans le tableau 5.1 — la pré-particule avant I’Inversion-
Explosion, le stade actuel de I’inversion expansion, et le stade postérieur
a I’expansion.

Les raisons relatives a cette transition topologique qui a conduit a
I’inversion sphérique de la matiére a partir de la pré-particule, (apres
son Inversion-Explosion), restent inconnues... au méme titre que les
raisons inhérentes a I’émergence de 1’Univers, dans le cadre concep-
tuel de certaines cosmologies contemporaines, comme par exemple, le
fameux Big-Bang, a partir de 1’origine d’un point singulier.

5.5 Forces gravitationnelles non newtoniennes

En dehors des “1lots de matiere” occasionnels, les espaces d’Ein-
stein du type I, ainsi que les espaces a courbure constante, peuvent étre
soit vides, soit emplis de matieres homogenes. Un espace vide d’Ein-
stein du type I, (sa courbure K =0), est radicalement différent des es-
paces non vides (K = const # 0). Pour concrétiser notre propos, exami-
nons I’exemple des espaces d’Einstein vides, et non vides, de type 1.
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A cet effet, on peut envisager I’existence d’amas, sous la forme
d’une boule (distribution de la mati¢re a symétrie sphérique), situés dans
la vacuité, et dont le champ de gravitation newtonien va engendrer dans
cet espace, une courbure non constante. A de grandes distances de cet
amas, I’espace peut étre considéré comme plan, c’est dire qu’il est ca-
ractérisé par la courbure constante particuliere K = 0. L’exemple typique
d’un champ gravitationnel produit par un amas a symétrie sphérique, est
décrit par la métrique de Schwarzschild

T,
0 =(1- %) ap - 4
r 1=-5

p

— r?(d6® +sin’0dg?),  (5.69)

ou r est la distance de 1’amas, r, est son rayon gravitationnel.

Un tel espace est dépourvu de rotation ou déformations. Les com-
posantes du vecteur chr.inv. de la force d’inertie gravitationnelle (1.38)
relatives a ce type d’espace, peuvent étre obtenues comme suit.

Selon la métrique (5.69), la composante ggg est

goo=1—-——, (5.70)
puis, différentiant le potentiel de gravitation w = ¢ (1 — 4/goo) par rap-
port a la coordonnée x’, on obtient

ow c® dgoo
axi 2+/goo Ox

Substituant cette valeur dans 1’expression de la force d’inertie gra-
vitationnelle (1.38), en I’absence de rotation d’espace, il vient

(5.71)

2 2
Iy 1 1 Cry
“RTIE =55 (5.72)
.

Par suite, dans un espace de Schwarzschild, le vecteur F i décrit une
force de gravitation newtonienne, qui est inversement proportionnelle
au carré de la distance r de la masse gravitante.

Siun espace empli par une distribution de vide a symétrie sphérique,
exclut tout amas matériel, sa courbure sera partout la méme. L’exemple
d’un tel champ, est celui décrit par la métrique de de Sitter

Ar2 d 2
ds? = (1 - Tr) Fdt = —=— = (d6? + sin*0 dg?). (5.73)
r

1=
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Rappelons que malgré I’absence des “flots de matiere” dans un es-
pace de de Sitter, on peut toujours considérer le mouvement de petites
particules d’épreuve, dont les champs newtoniens sont tres faibles et
donc négligeables.”

Tout espace muni d’une métrique de de Sitter, est a courbure con-
stante et se réduit a I’espace plan, en I’absence de champs-A. Aucune
rotation ou déformations n’y sont présentes, et les composantes du vec-
teur chr.inv. de la force d’inertie gravitationnelle, sont

Ac?

, F!' = 57 (5.74)

/12
et
-5

de sorte que dans I’espace de de Sitter, le vecteur F' décrit des forces
gravitationnelles non newtoniennes, proportionnelles a r: si A <0, elles
sont attractives, et si 4> 0, elles sont répulsives. Les forces de gravita-
tion d’origine non newtonienne, (forces-1), s’accroissent le long de la
distance sur laquelle elles agissent.

Par conséquent, on percoit immédiatement la différence existant
entre les espaces d’Einstein du type I, vides, et non vides. Dans I’espace
vide, occupé par un amas de matiere, seules existent les forces newto-
niennes, tandis que dans les espaces associés au vide sans amas, ne sont
présentes, que les forces gravitationnelles non newtoniennes.

Citons I’exemple d’un espace mixte du type I, qui est celui de la
métrique de Kottler [41]

2 2
ds2=(1+ﬂ+é)c2dt2—d+—
3 o0r 1+4- 48

-7 (d92 + sin’0 d<p2) . (5.75)

2r2 1 2[ar b
3 2 Flo 22 - 2
¢ (3 2r2)

*. Selon les toutes dernieres études [40], la métrique d’espace de de Sitter (5.73),
satisfait la condition de symétrie sphérique, pour le cas limite ou A = 0, alors que dans le
cas habituel ot A # 0, cette méme condition est vérifiée par I’espace de de Sitter, lorsque
son volume est nul (c’est-a-dire que I’espace de de Sitter est dégénéré en ce point). 11
en résulte qu’un espace de de Sitter usuel (ol I’espace est vide avec A # 0), ne possede
pas la symétrie sphérique.



5.6 Collapse gravitationnel 247

ou les deux forces-A, et newtoniennes coexistent. Il est associé au vide,
et contient des “1lots” de matiere, qui vont produire des forces de gravi-
tation d’origine newtonienne. On observe tout de méme, que Kottler a
inclut dans sa métrique, deux constantes inconnues a et b, qui doivent
servir a déterminer la nature des contraintes supplémentaires. De ce fait,
et en dépit de ses caractéristiques intéressantes, la métrique de Kot-
tler ne présente que deux cas limites utiles : la métrique de Schwarz-
schild (forces gravitationnelles newtoniennes), et la métrique de de Sit-

ter (forces-A4 — forces de gravitation non newtoniennes).

5.6 Collapse gravitationnel

De toute évidence, la représentation de notre Univers, que ce soit par
un espace de de Sitter (vide et sans amas), ou par un espace de Schwarz-
schild (matiere contenue dans la vacuité), ne constitue qu’une approxi-
mation. On congoit aisément que la métrique “réelle” de notre monde,
doit se situer “quelque part”, entre les deux modeles. Néanmoins, pour
les problémes ol I’on a affaire a une gravitation non newtonienne (pro-
duite par le vide), c’est-a-dire ol I’influence des masses concentrées
peut étre négligée, la métrique de de Sitter se révele optimale. Inverse-
ment, partout oll les champs gravitationnels sont produits par les masses
concentrées, la métrique de Schwarzschild est la plus appropriée pour
résoudre ce type de probleme. On peut facilement illustrer cette répar-
tition, par le phénomene du collapse — un état caractérisé par ggo = 0.

Le potentiel de gravitation w pour une métrique arbitraire est (1.38).

Alors

W)2_1 2w w2

900=(1—C—2 —?+C—4, (5.76)

et le collapse goo = 0, apparait donc pour w = .

Le collapse gravitationnel est habituellement envisagé comme la
compression d’un amas de matiere, sous I’action de la gravitation new-
tonienne, jusqu’a ce que la masse atteigne un point de dimension in-
finitésimale, égale a son rayon gravitationnel. Le collapse gravitation-
nel proprement dit, apparait dans un espace dont la métrique est celle
de Schwarzschild (5.69), car la vacuité n’est alors occupée que par des
amas de matiere a symétrie sphérique produisant un champ newtonien.

Loin de ces concentrations de matieres, le champ gravitationnel de-
vient faible, de sorte que la loi de Newton s’applique. Dans le champ de
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gravitation newtonien, le potentiel est

w=M (5.77)

r

ou G est la constante de gravitation de Gauss, M est la masse de la
matiere concentrée produisant le champ gravitationnel. En raison de la
faible valeur du champ, le troisieme terme dans (5.76) est négligeable,
et la formule pour ggp, devient

2GM

goo = 1 - 2, (5.78)

il s’ensuit que le collapse gravitationnel dans un espace de Schwarz-

schild, apparait si

2GM
G =1, (5.79)

c2r
ou la quantité
2GM
g =—% >

(5.80)
c

qui a les dimensions d’une longueur, est connue sous le nom de rayon
gravitationnel de I’amas compact. Ainsi, gog peut étre écrit sous la forme

Ty
goo=1-~. (5.81)

On peut alors voir que le collapse se produit dans un espace de
Schwarzschild, pour r =7,.

Dans ce dernier cas, toute la masse de I’amas a symétrie sphérique
(la source des champs newtoniens), se trouve concentrée a I’intérieur du
rayon gravitationnel. La surface d’une telle concentration de maticre, est
appelée la sphere de Schwarzschild. Ces objets sont également connus
sous le nom de collapsars gravitationnels, car en deca du rayon gravi-
tationnel, la vitesse d’échappement est toujours supérieure a la vitesse
de la lumiere, ce qui interdit toute émission lumineuse, a partir de ces
objets, vers I’extérieur.

Examinant la formule (5.69), on voit aisément que dans un champ
de gravitation schwarzschildien, I’espace tridimensionnel n’entre pas
en rotation (go; =0), d’ol un intervalle de temps observable (1.25), qui

s’écrit
p
dr = Ngoodt = |1 -2 dt. (5.82)
r
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Donc, a la distance r = r, cet intervalle de temps observable est nul
dt =0 : du point de vue d’un observateur extérieur, le temps a la sur-
face de la sphere de Schwarzschild s’arréte.* A 1intérieur de la boule
schwarzschildienne, I’intervalle de temps observable est imaginaire.

On s’assure sans peine, qu un observateur habituel résidant a la sur-
face de la terre, se tient toujours a I’extérieur de sa sphere de Schwarz-
schild dont le rayon est 0.0443 cm, et ne peut voir le processus du col-
lapse gravitationnel, qu’en étant situé “extérieurement”.

Si r=r,, alors, la premiere composante diagonale g du tenseur
métrique fondamental de la métrique de Schwarzschild

1
g =—-——-7 (5.83)
1 9

7

augmente indéfiniment. Mais le déterminant du tenseur métrique g,g
étant
g=—-r*sin®0<0, (5.84)

la région d’espace-temps a I’intérieur d’un effondrement gravitationnel,
est généralement non dégénérée, mé€me si ce collapse est toujours pos-
sible dans un zéro-espace.

Il convient ici de faire quelques remarques concernant la densité
photométrique et la distance métrique observable.

La quantité r n’est pas une distance métrique le long de 1’axe x! =r,
car la métrique (5.69) contient dr? avec le coefficient (1 - %)_1. La gran-
deur r est une distance photométrique, définie comme étant fonction de
I’illuminance (ou encore “irradiance’), produite par une source lumi-
neuse stable, proportionnelle au carré de la distance. En d’autres termes,
r est le rayon d’une sphére non euclidienne, dont la surface est 4772 [9].

*. Pour ggpo=0 (collapse), un intervalle de temps observable (1.25), est
goi

dr=- Ciz v;dx', ol v; = = est la vitesse linéaire de rotation d’espace (1.37). En
supposant seulement g; =0, et v;=0, la condition du collapse peut étre définie de
maniere plus correcte : pour tout observateur, I’écoulement du temps observable s’ar-
réte a la surface d’un collapsar (dt = 0), alors qu’un intervalle quadridimensionnel est
ds® =—do? = gy dx'dx*. On peut tirer ici une simple conclusion : 2 la surface d’un
collapsar, I’espace est holonome, et celui-ci n’est pas en rotation.

Ainsi qu’il a été démontré [19], un espace-temps completement dégénéré (aussi
appelé zéro-espace, ou ds =0, dv =0, do =0 sont satisfaits), s’effondre, seulement s’il
n’est pas en rotation. Nous venons de démontrer ici un théoréme plus général : si goy =0,
I’espace est holonome qu’il soit dégénéré (g =0, zéro-espace), ou pour g <0 (espace-
temps de la relativité générale).
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Selon la théorie des invariants chronométriques (grandeurs obser-
vables en relativité générale), une distance métrique élémentaire entre
deux points d’un espace de Schwarzschild, est

1-5

r

2
do = \/ dr — + 12 (d92 + sinzedgaz). (5.85)

Pour 6 = const, et ¢ = const, cette distance devient

mn rn d
a :f \/hlld}’ :f \/—ri (586)
r r 1 - 9

qui est manifestement différente de la distance photométrique r.

Définissons a présent la métrique d’espace-temps a I’intérieur d’une
sphere de Schwarzschild. Pour ce faire, nous formulons la métrique ex-
térieure (5.69) pour un rayon r < 7. Il en résulte

.
ds? = — (—g - 1)c2dt2 ¢ TP (d6 +sin0dg?). (5.87)
r s _q

r

Introduisant les notations r = cf, et ¢t =7, on obtient

2dlt‘2 »
g = & _ (E _ )d?z — 2di? (d92 + sinzedgoz), (5.88)

r_g_ ~

ct

ct

et I’on voit que la métrique d’espace-temps a ’intérieur de la sphere
de Schwarzschild, est semblable a la métrique extérieure, pourvu que
la coordonnée temporelle et la coordonnée spatiale r, échangent leur
rdles respectifs : la distance photométrique r, a I’extérieur du collapsar
gravitationnel, devient la coordonnée temporelle c¢7 a I’intérieur, tandis
qu'a I'extérieur du collapsar gravitationnel, la coordonnée temporelle
ct est la distance photométrique 7 a I’intérieur.

En examinant le premier terme de la métrique intérieure de la sphere
de Schwarzschild (5.88), on constate qu’elle n’est pas stationnaire, et cet
espace possede une durée de vie limitée

. Iy
r=—=. (5.89)
c

Pour le soleil, dont le rayon gravitationnel est 3 km, le laps de temps

correspondant, serait approximativement < 107> sec. Pour la terre, dont
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le rayon gravitationnel est 0.443 cm, la durée de vie de la métrique de
Schwarzschild, serait inférieure a 1.5 X 1071 sec.
Comparant alors les métriques a I'intérieur d’un collapsar gravita-
tionnel (5.88) et a I’extérieur du corps effondré (5.69), implique que :
a) L’espace des deux métriques est holonome, sans rotation (A;; =0);
b) La métrique extérieure est stationnaire, le vecteur de la force gra-
vitationnelle est F1 = — Gr—ZM ;
¢) La métrique intérieure est non stationnaire, le vecteur de la force
d’inertie gravitationnelle est nul.

Explicitons davantage les métriques extérieure et intérieure. Afin de
simplifier I’analyse, on supposera 6 = const, et ¢ = const, limitant ainsi
notre étude aux distances radiales. La métrique extérieure d’une sphere
de Schwarzschild s’écrira donc

d2
as? = =(L - 1)ar + 7, (5.90)
r s _q

:

tandis que pour la métrique intérieure, on aura

deZ
ast = S5 (Lo 1)ar. (5.91)
L

ct

Maintenant, nous définirons la distance physiquement observable
(5.86) a la masse attractive (a savoir — le collapsar gravitationnel)

f = r(r—rg)+rgln(\/_+,/r—rg)+const (5.92)

le long de la distance radiale r. Nous voyons ici, que pour r = r,, la dis-
tance physiquement observable est

0y = 1yIn+/r; + const, (5.93)

dont la valeur reste constante.

Cela signifie que du point de vue d’un observateur extérieur, une
sphére de Schwarzschild, définie par un rayon photométrique 7, est une
sphere de rayon physiquement observable oy =1, In /7, + const (5.93).
Par suite, pour un observateur extérieur, tout collapsar gravitationnel est
une sphere a courbure constante physiquement observable, a la surface
de laquelle le temps s’arréte.
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Analysons les domaines intérieurs d’un collapsar gravitationnel. A
Iintérieur de la sphere de Schwarzschild, un intervalle de temps obser-
vable (5.82) se révele imaginaire pour un observateur extérieur

. Iy
dr=1i 7—1dt, (5.94)

ou bien, dans les coordonnées “intérieures” r = c7, et ¢t =7 (du point de
vue d’un observateur “interne”),

1 -
dt = ——dfr. (5.95)

Ty

ct

Donc, pour I’observateur extérieur, le temps intérieur “imaginaire”
du collapsar (5.94), s’arréte a sa surface, tandis que 1’observateur “in-
terne”, voit la durée de son temps observable, croitre indéfiniment.

Du point de vue de I’observateur extérieur, la distance observable a
I'intérieur de collapsar, est, pour un rayon r <7, (5.87)

o-=fi = —,/r(r—rg)+rgarctan 1/ @—1+c0nst, (5.96)
[ _q r

ou encore, du point de vue de I’observateur interne

~ Ty
O':f‘/ﬁ—ldr. (5.97)
ct

Pour r=cf=r, nous voyons ici que pour I’observateur extérieur,
la distance observable entre deux points, converge vers une constante,
alors que pour I’observateur “interne”, cette distance tend vers zéro.

En conclusion, nous allons nous efforcer de savoir quel peut étre le
destin des particules qui tombent radialement depuis “I’extérieur” sur
une sphere de Schwarzschild. Sa métrique extérieure est

as* = Pt - do?, dr=(1-2)ar, do= ldr,g . (5.98)

7

Pour des masses positives réelles, ds*> >0, pour des particules du
genre lumiere, ds*> =0, et pour des particules supraluminiques ds*> <0
(tachyons de masse imaginaire). Pour le mouvement radial dirigé vers
le collapsar gravitationnel, ces conditions deviennent :
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) . ) 2 2
1) Particules massives réelles : (fl—;) < cz( — r;“) ;

2 2
. s (AT 2 (1 _ ).
2) Particules du genre lumiere : ( dt) =c (1 r) ;
dt r
Sur toute sphere de Schwarzschild, on a r=r,, donc fl—: =0. Ainsi,
toute particule, y compris la particule du genre lumiere, se fige sur cette

sphere dont I’intervalle quadridimensionnel, est

. : o 2 2
3) Particules imaginaires — tachyons : (d—T) > c2( - ri) .

ds* = —-do* <0, (5.99)

ce qui signifie que la surface d’une sphere de Schwarzschild héberge
des particules avec des masses au repos imaginaires.

5.7 Collapse inflationnaire

Les espaces de de Sitter sont dépourvus d’amas de matiere, et les
champs gravitationnels newtoniens y sont absents — le collapse gravita-
tionnel est impossible. Néanmoins, la condition ggg = O reste une stricte
définition d’un collapse, qui n’est pas nécessairement li¢ aux champs
newtoniens. Il s’ensuit qu’il est possible d’envisager ce collapse, dans
n’importe quel espace arbitraire.

Nous allons examiner la métrique de de Sitter (5.73). La métrique
décrit un champ de gravitation non newtonien dans un espace a courbure
constante, sans matiere concentrée (espace de de Sitter). Dans ce cas, le
collapse peut se produire uniquement a partir de forces gravitationnelles
non newtoniennes.

Pour la métrique de de Sitter, (5.73), nous avons

Ar?

goo=1-—=, (5.100)

et donc le potentiel de gravitation w = (1 - \/goo) dans un espace de
la métrique de de Sitter, s’écrit

2
w:62[1— 1—%). (5.101)

Ce potentiel de gravitation d’origine non newtonienne, étant engen-
dré par le vide, nous I’appellerons potentiel A. Si I’espace de de Sitter
est plan, le potentiel A est nul, et donc, 1 = 3K = 0. Etant donné que pour
tout espace de de Sitter, A = 3K, on aura ainsi :
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1) goo=1—Kr?>0, pour les distances r < \/LE :
2) goo=1—Kr? <0, pour les distances r> —= ;

VK
3) goo=1-K rr=0, (collapse) pour les distances r = \/LE

Pour la courbure K <0, la valeur numérique de ggo=1-K r? est
toujours supérieure a z€ro, et le collapse n’est donc réalisable que dans
des espaces de de Sitter pour lesquels K > 0.

Au §5.3, nous avons démontré que notre Univers dans son ensemble
est caractérisé par K < 0. Par ailleurs, on peut admettre la présence d’in-
homogénéités locales pour lesquelles K > 0, mais qui n’affectent pas la
courbure de I’espace en général. C’est le cas, par exemple, du collapse
qui peut apparaitre sur ces inhomogénéités. On peut donc raisonnable-
ment assimiler I’espace de de Sitter pour lequel K > 0, a un espace local,
au voisinage duquel se trouvent des objets compacts.

Dans les espaces de de Sitter, la courbure tridimensionnelle obser-
vable C, est liée a la courbure quadridimensionnelle, par la relation
C =—-6K (5.55). En supposant que I’espace tridimensionnel observable
soit une sphere, on obtient C = 1% (5.57), donc, K = — # (5.58), ou R
est le rayon de courbure observable. Lorsque K <0, la valeur de R est
réelle, mais devient imaginaire pour K > 0.

Dans un espace de de Sitter, le collapse est seulement possible pour
K > 0. Dans ce dernier cas, le rayon de courbure observable est imagi-
naire, et nous poserons R =iR*, ol R* est sa valeur absolue. Pour I’es-
pace de de Sitter avec K > 0, on aura

1
=—, 5.102
6R*2 ( )
et la condition du collapse ggo = 1 — Kr?* peut alors s’ écrire
r=RV6. (5.103)

Par suite, a la distance r = R*V6 dans I’espace de de Sitter ou K >0,
la condition ggg =0 est vérifiée, ce qui implique que 1’écoulement du
temps observable s’arréte, et donc le collapse se produit.

En d’autres termes, une région d’un espace de de Sitter dont le rayon
est r = R*V6, reste en état de collapse. Etant donné que le vide qui emplit
tout espace de de Sitter, reste inflationnaire, nous appellerons ce type de
processus, collapse inflationnaire, pour le distinguer du collapse gravi-
tationnel (qui apparait dans les espaces de Schwarzschild), et la valeur
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r=R*V6 (5.77) sera ainsi le rayon inflationnaire riy;. La région “effon-
drée” de I’espace de de Sitter a I'intérieur du rayon inflationnaire, sera
appelée collapsar inflationnaire ou inflanton.

Dans cet inflanton, nous avons K >0, et la courbure tridimension-
nelle observable est C < (. Dans ce cas, la densité du vide est négative
(la pression inflationnaire est positive, le vide comprime) et 4> 0, de
sorte qu’il n’existe pas de forces non newtoniennes répulsives. Il s’en-
suit que le collapsar inflationnaire (inflanton), est empli de vide a den-
sité négative, et se trouve en état d’équilibre précaire, entre la pression
de compression du vide, et les forces d’expansion de la gravitation non
newtonienne.

Pour I’espace de de Sitter, avec K > 0, on aura

72
1 - —-dr, (5.104)

inf

dr = \fgoodt = V1 - Kr2 dt =

et donc, a la surface de la sphere inflationnaire, 1’écoulement du temps
observable s’arréte dv = 0. La signature adoptée (+———), c’est-a-dire la
condition ggo > 0, reste vraie pour r < riys.

Avec la notation du “rayon inflationnaire”, il est loisible d’exprimer
la métrique de de Sitter avec K > 0, sous la forme

d 2
]czdﬁ— L~ 2 (d6? +sin0dy?), (5.105)
-2
Finf

2
Finf

2
dszz[l—r—

de sorte que les composantes du vecteur chr.inv. de la force d’inertie
gravitationnelle (5.74), s’écrivent

02 r
2 27

- 5 rinf
inf

Fl=—. (5.106)
Fint

Fi =

Déduisons maintenant les formules pour les distances observables
et le rayon inflationnaire dans un inflanton. Une fois encore, pour faci-
liter les calculs, nous supposerons ici 6 = const, et ¢ = const, pour ne
considérer que les distances radiales. Alors, un intervalle tridimension-
nel observable arbitraire s’écrit

dr r
o= | \Vhdr= f— =r. .arcsin — + const, (5.107)
f Vi-gre ™ Finf
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donc, le rayon inflationnaire observable est constant

Tinf dr Py
= - =7 .. .1
Oinf L m 2 Tinf (5 08)

Dans un espace muni d’une métrique de Schwarzschild qui a été
envisagé au paragraphe précédent §5.6, un collapsar représente 1’effon-
drement gravitationnel d’une masse compacte, qui engendre la cour-
bure de I’espace dans son ensemble. L’observateur régulier d’un espace
de Schwarzschild demeure toujours a 1’extérieur du collapse gravita-
tionnel.

Dans un espace de de Sitter, un collapsar doit étre par sa nature,
considéré comme un vide qui emplit tout I’espace. Ici, la région du col-
lapse est comparable a une surface, dont le rayon est égal au rayon de
courbure de I’espace. Par suite, un observateur régulier de I’espace de
de Sitter est situé sous la surface du collapsar inflationnaire.

Afin de se représenter I’intérieur d’un collapsar inflationnaire, nous
exprimerons la métrique de de Sitter avec K >0 (5.105), pour r > ripy.
Considérant les directions radiales dans les coordonnées d’un observa-
teur régulier (coordonnées “internes” du collapsar), on trouve

2 d 2
ds = - (r— - 1)c2dt2 , (5.109)

2
Fint = -1
inf

ou encore, du point de vue d’un observateur situé a I’extérieur du col-
lapsar (dans ses coordonnées extérieures r = cf, et ct = 7), il vient

2 972 272

dr t
ds2=22——(CT—1)df2. (5.110)

% -1 rinf

Tinf

5.8 Conclusions

Pour de faibles valeurs de matiere (densité observée de 5-10x 10730
gram/cm?), dans la Métagalaxie, (c’est-a-dire dans un espace presque
vide), on peut admettre que le tenseur d’énergie-impulsion Tig ~ gup, €t
les équations d’Einstein sont alors dans ce cas Ry = kgqp, OU k = const.
En répertoriant les types d’espaces d’Einstein, Gliner [32, 33], a mis
en évidence un type particulier T,z =t gop, Ol p = const, est la densité
de matiere. Ce tenseur caractérise I’*“état du vide de la matiere” qui est
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encore appelé le vide-u. Gliner a ensuite montré qu’un espace “empli”
d’un vide-u, est un espace d’Einstein.

Nous avons déja souligné la signification trés importante du tenseur
d’énergie-impulsion du vide Taﬁ = Agap. et celui du vide-u, Ty = U gap,
et nous avons pu en déduire les expressions mathématiques pour les
propriétés observables de ces milieux, a savoir, les densités, les densi-
tés d’impulsion, et les tenseurs des contraintes : le vide a pu étre ainsi
identifié 2 un milieu homogene non radiatif, dépourvu de viscosité, et
en état inflationnaire (expansion a densité positive). Suivant des études
menées par Petrov et Gliner, et compte tenu des propriétés physiques du
vide, nous avons suggéré une classification géométrique de la matiere,
en fonction du tenseur d’énergie-impulsion — la classification T :

— Vacuité d’espace-temps, condition qui apparait, lorsque le tenseur
d’énergie-impulsion de la matiere est nul (7,3 =0), et lorsque la
gravitation non newtonienne est absente (1=0);

— Vide, condition ou la matiere est absente (7,3 = 0), mais avec une
gravitation non newtonienne (1 # 0);

— Vide-u (Top = ugap, 14 = const), qui est I’ état du vide de la matiere ;

— Substance, Tyg # 0, Top * gop (comprenant la matiere ordinaire, et
le champ électromagnétique).

Les expérimentations routinieres, démontrent que notre Univers,
possede une densité de matiere positive. Pour une densité positive du
vide, le terme cosmologique A < 0, (forces de gravitation non newto-
niennes répulsives), et sa pression inflationnaire est négative (Univers
en expansion).

En étudiant des espaces associés au vide (aucune substance), tels
que I’espace de de Sitter, nous avons trouvé que la condition du collapse
(goo = 0) est réalisée dans ce cas par une surface effondrée (objet), ap-
pelée collapsar inflationnaire, ou inflanton. A I’intérieur d’un inflanton,
A>0, la densité du vide est négative, la pression positive, et les forces
de gravitation non newtoniennes qui sont répulsives, réalisent avec I’in-
flanton, un équilibre entre la pression du vide, et les forces d’expansion
de la gravitation non newtonienne.
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6.1 Le concept de I’Univers miroir

Ainsi que nous I’avons mentionné au §5.1, les tentatives de repré-
sentation de notre Univers et de I’ Univers miroir, comme deux espaces a
courbures positive et négative, ont toutes échouées, méme dans le cas de
la métrique de de Sitter, qui reste pourtant la plus simple des métriques
d’espace-temps ; les trajectoires dans un espace a courbure positive, sont
substantiellement différentes de celles de son jumeau a courbure néga-
tive (voir chapitre VII, dans le livre de Synge [35]).

Par contre, de nombreux chercheurs 8 commencer par Dirac, prédi-
rent de maniere intuitive, que 1I’Univers miroir (aux antipodes de notre
Univers), devait étre recherché non pas dans notre espace pourvu d’une
courbure a signe opposé, mais plutdt dans un espace ou les particules
possedent des masses et énergies de signe opposé. Puisque les masses
de notre Univers sont positives, celles de 1’Univers miroir seront donc
négatives.

Weber [28], écrivait que ni la loi de gravitation de Newton, ni la
théorie de la gravitation relativiste, n’excluaient 1’existence de masses
négatives ; bien au contraire, notre expérience empirique témoigne du
fait qu’elles n’ont jamais été observées. Les deux théories de la gravi-
tation de Newton et d’Einstein, prévoient du reste, un comportement
de masses négatives, radicalement différent de celui des charges néga-
tives de I’électrodynamique. On s’attendrait alors, a ce que pour deux
corps de masses égales, celle de signe positif attire la masse négative,
tandis que cette derniere repousse la masse positive, les deux se pour-
suivant mutuellement ! Le mouvement le long d’une ligne joignant les
centres de masses des corps considérés, serait ainsi un mouvement en
accélération constante. Ce probleme avait été étudié par Bondi [42]. En
admettant que la masse gravitationnelle du positron soit négative (les
observations actuelles montrent que sa masse inertielle est positive),
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Shiff a trouvé par les méthodes de 1’électrodynamique quantique, qu’il
existe une différence entre sa masse inertielle (masse inerte) et sa masse
gravitationnelle (masse pesante). Cette différence serait plus importante
que la marge d’erreur prévue dans I’expérience d’E6tvos, qui conduit au
principe d’équivalence bien connu [43]. Shiff en conclut qu'une masse
gravitationnelle négative du positron ne peut exister (voir chapitre 1
dans le livre de Weber [28]).

Par ailleurs, la “cohabitation” des masses positives et négatives dans
la méme région d’espace-temps, devrait conduire a une annihilation
continuelle. Les conséquences possibles de 1’existence “mixte” de par-
ticules, ayant a la fois des masses positives et négatives, ont également
été étudiées par Terletskii [44,45].

Par conséquent, la représentation d’un Univers miroir comme étant
celle d’un monde avec des masses et des énergies négatives, se heurte a
deux obstacles :

a) Laréalisation de [’expérience décisive qui mettrait en évidence les
interactions d’échange entre notre Univers et I’Univers miroir;

b) L’absence d’une théorie, qui expliquerait clairement la séparation
de mondes associés chacun a une masse positive et négative, et
localisés dans des espaces-temps différents.

Dans ce paragraphe §6.1, nous nous proposons de résoudre la se-
conde partie (théorique) de ce probleme.

Examinons le terme “propriétés miroir”, tel qu’il s’applique a la mé-
trique d’espace-temps. Nous écrirons d’abord le carré de I'intervalle
d’espace-temps chr.inv.

ds®> = *d7* - do?, (6.1)
ou )
do? = hy dx'dxk, (6.2)
I ol
dr = (1 —%)dz——zvidxl - (1—“#)61;. 6.3)
C C C

Un intervalle spatial (6.2) est une fonction quadratique d’accroisse-
ments d’espaces élémentaires dx’. Les coordonnées spatiales x’ étant
toutes égales entre elles, il n’est pas possible de distinguer les mouve-
ments suivant une direction donnée droite, gauche, vers le haut ou vers
le bas. De ce fait, il n’est donc pas utile d’envisager la réflexion des
coordonnées spatiales, par contre, il en va différemment du temps. Pour
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un observateur régulier, le temps physiquement observable T s’écoule
toujours du passé vers 1’avenir, c’est-a-dire d7 > 0. Toutefois, il existe
deux cas pour lesquels le temps s’arréte. C’est d”abord celui de I’ espace-
temps régulier en état de collapse. Cette circonstance apparait de méme
dans un espace nul (zéro-espace) — I’ espace-temps quadridimensionnel
completement dégénéré. Par suite, 1’état d’un observateur dont le temps
observable s’arréte, peut étre considéré comme transitoire, c’est-a-dire
qu’il ne s’applique pas aux conditions régulieres.

Nous allons donc envisager le probleme de 1’Univers miroir, pour
dt >0, et dt =0. Ce dernier cas sera traité séparément pour les régions
du collapse d’espace-temps, et pour 1’espace nul (zéro-espace). D’apres
la formule relative au temps physiquement observable (6.3), il est évi-
dent que cette condition est vérifiée, si

w+ou < 2. (6.4)

En I’absence de rotation d’espace, (v; =0), cette formule devient
w < c?, ce qui correspond 2 la structure de I’espace-temps en état de
collapse. Par suite, ds” (6.1) peut étre développé comme suit

2 .
P (1 _ ﬁz) 2di — 2(1 - %)vidx’dt—
C C

(6.5)
— ik dx'dx* + lz v vkdxidxk,
c
par ailleurs
2
ds?> = *dt? — do? = Fdr? (1 - V—Z) v2 = hgvivk.  (6.6)
c

Divisons les deux membres de la formule pour ds? (6.5), par les
quantités suivantes, selon les genres de trajectoires de la particule :

1) *dr? (1 - ‘C’—i) si I’intervalle d’espace-temps est réel ds® > 0;
2) ¢*d7? silintervalle d’espace-temps est nul ds® =0;
3) —c2dr? (Z—; - 1) si I’intervalle est imaginaire ds” < 0.
Il s’ensuit que dans tous les cas, on obtient la méme équation qua-

dratique par rapport a la “coordonnée temporelle vraie” ¢, a partir du
temps physiquement mesuré T par [’observateur, a savoir — 1’équation

: |

dt 20;v  dt 1 1 j

(%) -2t (e 1) =0 @0
e(l-2) (1-3)

C
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qui a deux solutions

dt 1 1 ;

—| = —uvi+ 1], 6.8
(dT)l 1—%(020\]4_) 8
d 1 1 .
(—t) = — (— vV — 1). (6.9)
dr), -2\

L’intégration de ¢ par rapport a 7, donne

1 dx! d
1= viax if T 4 const (6.10)
c 1-X 1-Y
C2

c2

qui peut étre facilement calculée, si I’espace n’est pas en rotation, et
lorsque le potentiel de gravitation est w=0, de sorte que I'intégrale
est t = +7 + const. Pour un choix approprié des conditions initiales, la
constante d’intégration peut étre nulle. Dans ce cas, on aura

t=+71, 1>0, 6.11)

qui représente graphiquement deux rayons réfléchis dans la réflexion mi-
roir, par rapport a 7 > 0. Nous dirons ici que le temps propre de 1’obser-
vateur agit comme une “membrane’”’ du miroir qui sépare deux mondes :
’un caractérisé par un écoulement de la coordonnée du temps direct,”
du passé vers le futur = 7, et I’autre associé au miroir dont I’écoulement
de la coordonnée est inversé, du futur vers le passé t=—1.

Il est a noter que I’écoulement du temps inversé ne peut en aucun
cas étre ici, comparé a une bande vidéo qui serait “remontée”. Les deux
mondes sont a peu pres identiques, mais pour un observateur régulier, la
coordonnée du temps dans I’Univers miroir est négative. Dans ce cas, la
surface de la membrane du miroir traduit I’écoulement du temps, mais
elle ne I’ affecte pas.

Nous supposons que 1’espace n’entre pas en rotation v; = 0, mais ici,
le potentiel de gravitation n’est pas nul w # 0. Nous aurons donc

d

f=+ f TW + const, (6.12)
1-3

C

*. Chaque temps physiquement observable 7 de 1’observateur, s’écoule partout du
passé vers le futur, de sorte que dt > 0, est vrai pour n’importe quel référentiel de 1’ob-
servateur.
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Si le potentiel de gravitation est faible (w < ¢?), notre intégrale
(6.12) devient

t=i(T+ci2fwdT)=i(T+At), (6.13)

ou At est une correction qui tient compte du champ w produisant 1’accé-
lération. Cette quantité w peut définir n’importe quel champ de potentiel
scalaire — champ de potentiel gravitationnel newtonien ou non newto-
nien.

Pour un champ gravitationnel intense engendré par le potentiel w,
I’intégrale prend la forme (6.12), et dépendra donc du potentiel w : plus
il est intense, et plus la coordonnée temporelle s’écoulera rapidement
(6.12). Pour le cas limite ott w=c2, on a 7 — co. Par ailleurs, lorsque
w = c2, le collapse apparait, et dr = 0. Nous analyserons ce cas un peu
plus loin, mais pour le moment nous supposons toujours w < ¢>.

Examinons la coordonnée temporelle dans les deux espaces — 1’es-
pace de Schwarzchild et I’espace de de Sitter. Si le potentiel w décrit
un champ gravitationnel newtonien (espace muni d’une métrique de
Schwarzchild), alors

tZiILZif r_ (6.14)
— oM 5

c2r

qui implique que plus on s’approche du rayon gravitationnel de la masse,
plus grande est la différence entre la coordonnée temporelle et le temps
mesuré par ’observateur. Si w est le potentiel d’un champ gravitationnel
non newtonien, (espace muni d’une métrique de de Sitter), alors

Y T

1 - 42 / r2

! 3 ! h iznf
qui implique maintenant, que plus la distance photométrique r mesurée
est proche du rayon inflationnaire de 1’espace, plus la coordonnée tem-
porelle s’écoule rapidement. Dans le cas limite, ol r — riyf, nOUs au-
rons ¢t — oco. Par conséquent, en I’absence de rotation d’espace, mais en
présence d’un champ gravitationnel, la coordonnée temporelle s’écoule
plus rapidement et le potentiel du champ devient plus intense. Cette cir-
constance est vérifiée pour des champs gravitationnels newtoniens et

non newtoniens.

(6.15)
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Nous allons maintenant envisager la situation plus générale, pour la-
quelle la rotation d’espace et les champs gravitationnels sont présents.
Dans ce cas, I’intégrale pour ¢ prend la forme (6.10), de sorte que la coor-
donnée temporelle dans 1’espace non holonome (en rotation) contient :

a) Le temps “rotationnel”, déterminé par la présence du terme v;dx’,
qui a les dimensions d’un moment de rotation divisé par I’unité de
masse;

b) La coordonnée temporelle réguliere, liée au rythme du temps me-
suré par I’observateur.

D’apres I'intégrale pour ¢ (6.10), on voit que la coordonnée tem-
porelle “rotationnelle”, qui est induite par la rotation d’espace, existe
indépendamment de I’observateur, car elle ne dépend pas de 7. Un ob-
servateur au repos a la surface de la terre, (partout, sauf aux pdles),
pourra interpréter ce temps comme I’écoulement temporel consécutif a
la rotation de la planete. Celui-ci existe quel que soit le lieu de la me-
sure de 1’observateur. La coordonnée temporelle réguliere est intime-
ment liée a la fois a notre présence (qui dépend de notre temps mesuré
7), et au champ présent au point d’observation ; en particulier, au champ
du potentiel newtonien.

Notons que pour v; # 0, la coordonnée temporelle 7 a I’instant initial
de I'observation (quand le temps mesuré par I’observateur est 7o =0),
est non nulle.

Exprimant I’intégrale pour ¢ (6.10) sous la forme

C%vidxi +dr
tzf _ (6.16)

on trouve que la quantité sous le signe intégral est :
1) Positive si - v;dx' > Fdr ;
2) Nulle si 5 v;dx’ = +dr ;
3) Négative, si v;dx’' <Fdr.

Il s’ensuit que pour un observateur réel, la coordonnée temporelle
se fige, si le produit scalaire de la vitesse linéaire de rotation d’espace,
et de la vitesse observable de I’objet, est v;v = +¢?. Cette égalité est
vérifiée lorsque la valeurs numérique de chacune des deux vitesses est

égale a celle de la lumiere, et quand elles sont colinéaires de méme sens
ou de sens opposé.
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La région de 1’espace-temps dans laquelle est vérifiée v;vi = +¢2,

c’est-a-dire ol la coordonnée temporelle s’arréte pour un observateur
réel, constitue la membrane du miroir, qui sépare deux régions de coor-
données temporelles, respectivement positives et négatives — régions
avec des écoulements du temps direct et inversé.

Manifestement, aucun observateur régulier situé dans un laboratoire
terrestre, ne peut accompagner un tel espace.

Nous appellerons espace miroir, une région de 1’espace-temps dans
laquelle la coordonnée temporelle prend des valeurs négatives.

Proposons-nous d’analyser les propriétés des particules qui peu-
plent I’espace miroir, par rapport a celles qui composent 1’espace ré-
gulier, ol la composante temporelle est positive.

Le 4-vecteur impulsion de la particule massive de masse au repos
non nulle my, est

d 107
P = my | (6.17)
ds
dont les projections chr.inv. sont
P dt ; ;
R S (6.18)

=m— _
Vgoo dr c
ot le “plus” indique 1’écoulement direct de la coordonnée temporelle,
alors que le “moins” indique 1’écoulement inversé, par rapport au temps

mesuré par I’observateur. Le carré du vecteur P est
P, PY = gog P*PP = mj, (6.19)

alors que sa longueur est égale a

| VB P | = my . (6.20)

Par suite, toute particule de masse au repos non nulle, étant une
structure quadridimensionnelle, se projette sur la ligne de temps de I’ob-
servateur, comme un dipdle consistant en une masse positive +m, et une
masse négative —m. Mais, P%, en se projetant sur la section spatiale,
fait que les deux projections fusionnent en une seule — I’impulsion tri-
dimensionnelle observable p’ =mv'. En d’autres termes, chaque parti-
cule douée d’une masse relativiste positive, posseéde son propre jumeau-
miroir, doué lui, de la méme masse négative : les deux types de parti-
cules ont uniquement des signes de masse opposés, mais leurs impul-
sions tridimensionnelles sont toutes deux positives.
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D’une fagon similaire, pour le vecteur d’onde quadridimensionnel

wdx® dx®
K= —— =k —, 6.21
c do do ( )

qui décrit une particule dépourvue de masse, les projections chr.inv. sont

Ko _sr, xi=f (6.22)
Vgoo ¢

Il s’ensuit que toute particule sans masse, étant représentable par un
objet quadridimensionnel, doit exister dans deux états : particules dé-
pourvues de masse a fréquence positive dans notre monde a écoulement
temporel direct, et particules sans masse a fréquence négative, associées
au monde a écoulement du temps inversé.

Nous définirons ['Univers matériel, comme étant 1’espace-temps
quadridimensionnel empli de substance et de champs. Etant donné que
toute particule est un objet dipole quadridimensionnel, 1I’Univers maté-
riel peut étre considéré comme une combinaison de 1’espace-temps de
base et de particules, et constitue donc aussi a ce titre un objet dipdle,
qui existe sous deux états : notre Univers, peuplé de particules de masses
et de fréquences positives, et [’Univers miroir, dans lequel évoluent les
particules de masses et fréquences négatives, tandis que leurs impul-
sions observables restent positives. Notons toutefois, que notre Univers
et I’Univers miroir, proviennent de la méme nature d’espace-temps qua-
dridimensionnel.

A titre d’exemple, lorsque nous analysons les propriétés de 1'Uni-
vers dans son ensemble, nous négligeons toujours I’action des champs
newtoniens résultant des amas de substances isolés, et donc, nous ad-
mettons que le 4-espace de base de notre Univers, est un espace de de
Sitter a courbure quadridimensionnelle négative, alors que la courbure
tridimensionnelle observable est positive (voir §5.5). On peut ainsi sup-
poser que notre Univers tout entier est une région de I’espace de de Sit-
ter, pourvu d’une 4-courbure négative, et o la coordonnée temporelle
est positive, en méme temps que les masses et les fréquences des par-
ticules qui le composent. Inversement, 1’Univers miroir est une région
du méme espace de de Sitter, ol la coordonnée temporelle est négative,
avec des particules de masses et fréquences négatives.

A P’intérieur de cet espace-temps de base, la membrane d’espace-
temps qui sépare notre Univers de 1’Univers miroir, empéche les deux
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types de particules de se rencontrer, interdisant ainsi toute annihilation.
Nous analyserons en détail, la réalité de cette membrane a la fin de ce
paragraphe.

Examinons maintenant la structure du dipdle se rapportant a notre
Univers pour dt =0, et pour ce faire, nous considérerons les régions ef-
fondrées dans I’espace-temps régulier, et celles d’un espace totalement
dégénéré (zéro-espace).

Ainsi que nous I’avons démontré, la condition dr =0, est vraie pour
un espace-temps régulier (non dégénéré), dans lequel le collapse appa-
rait, I’espace étant holonome (sans rotation). Alors

v

dr = ( )dt ~0. 6.23)

c2

Cette condition est vérifiée pour n’importe quel type de collapse,
donc pour tout type de potentiel gravitationnel w, y compris le potentiel
non newtonien. Pour dr =0 (6.23), la métrique quadridimensionnelle
est

ds* = —do? = —hy dx'dx" = gy dx'dx* = gy u'u*dr®,  (6.24)

et donc, dans ce cas, la valeur absolue de I’intervalle ds est égale a
|ds| = ido = i Vhyuiuk dt = iudt, u* = hgu'u*,  (6.25)

de sorte que le 4-vecteur impulsion a la surface d’un collapsar s’écrit

d a
P =me ™ do = udt. (6.26)
do
Son carré est
PP = 4o PP =~ (6:27)

par suite, la longueur du vecteur P® (6.26) est imaginaire

| VPP | = imy . (6.28)

Cette dernicre implique en particulier que la surface du collapsar est
occupée par des particules de masses au repos imaginaires. Ceci ne si-
gnifie nullement que ’on ait affaire a des particules supraluminiques (ta-
chyons), car leurs masses au repos sont réelles, (particules régulieres),
leurs masses relativistes ne devenant imaginaires que lorsqu’elles sont
précisément des tachyons.
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A la surface de tout collapsar, le terme “vitesse observable” est dé-
nué de sens physique car le temps physiquement mesuré par 1’observa-
teur s’arréte dt=0.

Sur une telle surface, on peut écrire formellement les composantes
du 4-vecteur impulsion de la particule (6.26), comme suit

pr="00 0 pi Ty (6.29)
u u

En réalité, il est impossible d’observer une telle particule, car a la
surface d un collapsar, notre temps observable se fige. Par ailleurs, la
vitesse u' dx déduite, se rapportant a la coordonnée, ne dépend pas
du temps mesure par I’ observateur qui s’arréte ici. On peut donc inter-
préter le vecteur spatial P’ = '"0 u', comme I’impulsion coordonnée de
la particule, tandis que la quantlte 20 ¢3 sera interprétée comme étant
son énergie.

Cette derniere ne posséde seulement qu'un signe, de sorte que la
surface de n’importe quel collapsar, représentée par une région qua-
dridimensionnelle, n’est pas un objet dip6le a quatre dimensions, qui
peut se traduire par la présence de jumeaux-miroir. Indépendamment
de leur nature newtonienne ou non newtonienne, la surface d’un collap-
sar n’existe que dans un seul état.

Par contre, la surface d’un collapsar (ggp = 0) peut €tre considérée
comme une membrane, qui sépare les régions quadridimensionnelles
de I’espace-temps, avant et apres le processus de collapse. Avant le col-
lapse, on a ggo >0, donc 7 est réel. Apres le collapse, on a ggg <0 et
7 devient imaginaire. Lorsque I’observateur pénétrant le collapsar tra-
verse la surface, son temps mesuré est soumis a une rotation de 90°, ce
qui a pour effet d’échanger son rdle avec les coordonnées spatiales.

Le terme particules “du genre lumiere”, est également ici dénué
de sens physique a la surface d’un collapsar, car pour celles-ci, on a
do =cdr, et donc a la surface (dv =0), pour ce type de particules

hy dxidx* do  cdr
k — —lk _— = — =
= Vhiulu 2 7 0 0. (6.30)

Le temps observable mesuré s’arréte aussi dr =0, dans un espace-
temps totalement dégénéré (zéro-espace). Ici, par définition, les condi-
tions dr =0, et do- =0 sont vérifiées. Ainsi, comme nous 1’avons dé-
montré dans notre étude [19], les conditions de dégénérescence peuvent
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étre écrites comme suit
2
. . w
w+viul =2, Jik u'uk = 2 (1 - —2) . (6.31)
c

Les particules présentes dans 1’espace-temps dégénéré (nous les
avons appelées zéro-particules), possédent une masse relativiste nulle
m =0, mais une masse M (1.79) différente de zéro, et donc une impul-
sion non nulle a signe constant

M= n =M (6.32)
1 — L (w+vud)
C

Par conséquent, les jumeaux-miroir ne peuvent se trouver dans la
matiere réguliere — particules avec ou sans masse qui ne soient pas
en état de collapse. Les objets effondrés dans I’espace-temps régulier
(y compris les collapsars gravitationnels), sont des objets communs a
notre Univers et a I’Univers miroir. Les objets du zéro-espace qui ne
posseédent pas la propriété des dipdles miroir, se situent en dehors de
I’espace-temps de base, en raison de la dégénérescence totale de la mé-
trique. Il est toutefois possible d’entrer dans des “zones neutres” a la
surface des objets effondrés de I’espace régulier, et du zéro-espace, soit
a partir de notre Univers, (coordonnée temporelle positive), soit a partir
de I’Univers miroir, (coordonnée temporelle négative).

6.2 Condition de passage a travers la membrane vers 1’Univers
miroir
Nous devons maintenant traiter de la question de la membrane sépa-
rant notre Univers de I’Univers miroir, dans I’espace-temps de base, qui
interdit donc I’annihilation des particules de masses positive et négative.
Dans notre Univers, df > 0, et pour I’ Univers miroir dt < 0. Par suite,
la membrane est une région de 1’espace-temps ol dt = 0, c’est-a-dire que
la coordonnée temporelle se fige. Pour cette région, on aura

dt 1 | B
gzl_ﬂ(zviv il):O, (633)
c2
qui peut étre aussi exprimé comme la condition physique

1 1 :

dt = (—2 v;dx' + dT) =0. (6.34)
-2 \e
C
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Cette derniere notation est plus générale, car elle ne s’ applique pas
seulement a 1’espace-temps de la relativité générale, mais a un espace-
temps étendu, qui autorise la dégénérescence totale de la métrique.

Les conditions a I’intérieur de la membrane (¢ = const, d’ou dt = 0),
selon (6.34), sont définies par la formule

vidx' +cdr =0, (6.35)

qui peut tre aussi écrite
vivi =+t (6.36)

Cette condition peut s’exprimer sous la forme

;v = ||V cos (v; V') = + 2. (6.37)

Nous voyons ici que cette condition est vérifiée, si la valeur numé-
rique de chacune des vitesses v; et v’ est égale a celle de la lumigre,
et si elles sont colinéaires de méme sens (“plus”), ou de sens opposé
(“moins”).

Par conséquent, du seul point de vue physique, la membrane se pré-
sente comme un espace qui est soumis a des mouvements de translation
a la vitesse de la lumiere, et qui, simultanément entre en rotation a cette
méme vitesse, de sorte que celle-ci va représenter un monde de trajec-
toires hélicoidales du genre lumiere. Il est alors possible qu’un tel espace
soit attribué aux particules douées de propriétés d’hélicité (par exemple,
particules sans masse du genre lumiere-photons).

En ayant substitué d¢ =0, dans la formule pour ds?, on obtient la
métrique a 'intérieur de la membrane

ds* = gy dx'dx", (6.38)

qui est semblable a celle de la surface d’un collapsar. Etant donné qu’il
s’agit d’un cas particulier d’une métrique d’espace-temps de signature
(+——-), ds* est toujours positif.

Il s’ensuit que dans une région du 4-espace-temps, qui constitue la
membrane séparant notre Univers de 1’Univers miroir, I’intervalle qua-
dridimensionnel est du genre espace.

La différence avec la métrique du genre espace a la surface du col-
lapsar (6.24), réside essentiellement dans le fait qu’il n’y a pas de ro-
tation d’espace et donc gj; = —hj, tandis que dans le cas considéré ici,
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gix =—hi + Cl—z vivg (1.18). En d’autres termes, a I’intérieur de la mem-
brane, nous aurons

. . 1 )
ds* = gy dxidx* = — hy.dxdx* + 5 bitk dxidx*, (6.39)

de sorte que la métrique quadridimensionnelle devient ici du genre es-
pace due 2 la rotation d’espace, ce qui valide la condition v; dx’ = +c2dr.

Il en résulte qu’une particule massive réguliere (indépendamment
du signe de sa masse), de par sa forme “naturelle”, ne peut traverser la
membrane : cette région d’espace-temps est peuplée de particules du
genre lumiere qui se déplacent le long d’hélices du genre lumiere.

Par contre, le cas limite des particules avec m >0 ou m <0, est celui
des particules de masse relativiste nulle m =0. Du point de vue géo-
métrique, la région qui contient ce type de particules, est tangente aux
régions occupées par les particules caractérisées par m >0, ou m <0. Il
s’ensuit que les particules de masse nulle, sont capables d’interagir a la
fois avec les particules de notre Univers m > 0, et avec celles de I’ Univers
miroir, m < 0.

Par définition, les particules de masse relativiste nulle, existent dans
une région de I’espace-temps ol ds”> =0, et ¢>dr> = do> =0. Annulant
ds?* a lintérieur de la membrane (6.38), on obtient

ds® = gy dx'dx* =0, (6.40)

donc, cette condition se vérifie pour deux cas, lorsque :
1) Toutes les valeurs de dx’ s’annulent, dx' =0;
2) La métrique tridimensionnelle est dégénérée g = det ||gi|| = O.

Le premier cas peut se produire dans 1’espace-temps régulier, pour
les conditions limites a la surface d’un collapsar : lorsque toute la sur-
face se réduit a un point, tous les dx' =0, et selon ds* = —hjy dx'dx* =
gix dx'dx* (6.24), 1a métrique 2 la surface devient nulle.

Le second cas apparait a la surface d’un collapsar situé dans le zéro-
espace : du fait que la condition g;; dx'dx* = (1 - %)2 c2dr? est ici véri-
fiée, on aura toujours g dx'dx* =0, pour w = 2.

Le premier cas est asymptotique, car en réalité, il ne se produit ja-
mais. Par suite, on peut admettre que des “intermédiaires” échangeant
entre notre Univers et I’Univers miroir, soient identifiés aux particules
de masse relativiste nulle, qui peuplent la surface des collapsars situés
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dans I’espace-temps totalement dégénéré. Autrement dit, ces “intermé-
diaires” sont des particules nulles (zéro-particules), qui occupent la sur-
face des collapsars dans le zéro-espace.

6.3 Conclusions

Nous avons donc montré que notre Univers est la région observable
d’un espace-temps de base, ou la coordonnée temporelle est positive,
de sorte que toutes les particules possedent des masses et énergies po-
sitives. L’ Univers miroir au contraire, est une région de I’espace-temps
de base, dans laquelle du point de vue d’un observateur régulier, la co-
ordonnée temporelle est négative, et donc, toutes les particules ont des
masses et énergies négatives. Observé a partir de notre Univers, 1’Uni-
vers miroir est un monde oul I’écoulement du temps est inversé, et dans
lequel les particules voyagent du futur vers le passé.

Les deux mondes sont séparés par une membrane — une région de
I’espace-temps peuplée par des particules du genre lumicre, qui voya-
gent le long de trajectoires hélicoidales du genre lumigre. A 1’échelle des
particules élémentaires, un tel espace peut étre attribué aux particules
possédant la propriété d’hélicité, (par exemple, les photons).

Cette membrane empéche le contact entre les particules de masse
positive et celles de masse négative, et évite ainsi toute annihilation.
Les échanges d’interaction entre les deux mondes, peut s’effectuer au
moyen des particules de masse relativiste nulle (zéro-particules), sous
certaines conditions physiques qui existent a la surface des collapsars
dans I’espace-temps entierement dégénéré (zéro-espace).
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