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Ïðåäèñëîâèå êî 2-ìó èçäàíèþ

Ýòî âòîðîå èçäàíèå êíèãè, ïåðâîíà÷àëüíî âûøåäøåé â 1999 ãîäó
ïîä íàçâàíèåì Òåîðèÿ íåãåîäåçè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Ïîñêîëü-
êó òàêîå ôîðìàëüíîå íàçâàíèå êíèãè áûëî íåóäà÷íûì è, êðîìå òî-
ãî, åå àíãëèéñêèé ïåðåâîä Fields, Vacuum, and the Mirror Universe
ðàçîøåëñÿ î âñåìó ìèðó è ñòàë øèðîêî èçâåñòåí â ìåæäóíàðîäíîì
íàó÷íîì ñîîáùåñòâå, ìû ïðèøëè ê âûâîäó ÷òî âòîðîå ðóññêîå èç-
äàíèå äîëæíî áûòü îïóáëèêîâàíî ïîä òàêèì æå íàçâàíèåì, ÷òî è
àíãëèéñêîå, âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû.

Â äàííîì, âòîðîì, èçäàíèè ìû èñïðàâèëè çàìå÷åííûå îïå÷àòêè
â ôîðìóëàõ è ðàçäåëèëè ïîñëåäíþþ ãëàâó íà äâå, â ñîîòâåòñòâèè ñ
êîíòåêñòîì, êàê è áûëî ñäåëàíî ïðè ïåðåâîäå íà àíãëèéñêèé.

Íåìíîãî î ñóòè äàííîé êíèãè. Êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì êàêóþ-
òî çàäà÷ó â ðàìêàõ Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè, ìû äåëàåì ýòî ñ
ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.
Òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Ë.Ä.Ëàíäàó
è Å.Ì.Ëèôøèö â èõ çíàìåíèòîé Òåîðèè ïîëÿ, êîòîðàÿ óæå ñòàëà
äå-ôàêòî ñòàíäàðòîì óíèâåðñèòåòñêîãî ó÷åáíèêà ïî Îáùåé Òåîðèè
Îòíîñèòåëüíîñòè, äàëè çàìå÷àòåëüíûé îáçîð òåîðèè äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèö â ãðàâèòàöèîííîì è ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëÿõ. Îíè, îäíàêî,
èñïîëüçîâàëè èñêëþ÷èòåëüíî îáùåêîâàðèàíòíûé ìåòîä, âïðî÷åì,
íàèáîëåå îáùåïðèíÿòûé ñðåäè ðåëÿòèâèñòîâ. Ìàòåìàòè÷åñêèé àï-
ïàðàò õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷å-
ñêèìè íàáëþäàåìûìè âåëè÷èíàìè â Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíî-
ñòè, íå áûë åùå ðàçðàáîòàí â ñåðåäèíå 1930-õ, êîãäà Ëàíäàó è Ëèô-
øèö ðàáîòàëè íàä ïåðâûì èçäàíèåì ñâîåé êíèãè. Ýòîò ìàòåìàòè-
÷åñêèé àïïàðàò áûë ðàçðàáîòàí Çåëüìàíîâûì ïîçäíåå, â 1944 ãîäó.
Â äàííîé êíèãå ìû èñïðàâèëè ýòîò íåäî÷åò, è ðàññìîòðåëè òåîðèþ
äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ãðàâèòàöèîííîì è ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëÿõ ìå-
òîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.
Êðîìå òîãî, Ëàíäàó è Ëèôøèö âîîáùå íå ðàññìàòðèâàëè ÷àñòèöû
ñî ñïèíîì (âíóòðåííèì ìåõàíè÷åñêèì ìîìåíòîì). Ïîýòîìó â äàííîé
êíèãå ìû ïîñâÿòèëè ýòîé çàäà÷å öåëóþ ãëàâó. Ìû òàêæå ââåëè òåî-
ðèþ ôèçè÷åñêîãî âàêóóìà è µ-âàêóóìà, è ðàññìîòðåëè âîçìîæíûå
ñëåäñòâèÿ ýòîé òåîðèè â ðåëÿòèâèñòñêîé êîñìîëîãèè. Â îòäåëüíîé
ãëàâå íàøåé êíèãè ìû ââåëè êîíöåïöèþ çåðêàëüíîé Âñåëåííîé è
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ðàññìîòðåëè ýòó çàäà÷ó â ðàìêàõ Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè,
÷òî ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé íà÷èíàÿ åùå ñ ïèîíåðñêèõ ðà-
áîò Äèðàêà (1930-å ãîäû). Êðîìå òîãî, ìû äîáàâèëè ãëàâó, â êîòîðîé
äàëè îñíîâû òåíçîðíîé àëãåáðû è àíàëèçà â òåðìèíàõ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àïïàðàòà õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, âî âñåõ íåîáõîäè-
ìûõ ïîäðîáíîñòÿõ. Âñå ýòî äåëàåò íàøó êíèãó ñîâðåìåííûì äîïîë-
íåíèåì ê Òåîðèè ïîëÿ.

Çàâåðøàÿ ýòî ïðåäèñëîâèå, ìû õîòåëè áû âûðàçèòü ãëóáîêóþ
ïðèçíàòåëüíîñòü íàøèì ó÷èòåëÿì, Àáðàìó Ëåîíèäîâè÷ó Çåëüìà-
íîâó (1913�1987) è Êèðèëëó Ïåòðîâè÷ó Ñòàíþêîâè÷ó (1916�1989).
Ìíîãî ëåò ïåðñîíàëüíîãî îáó÷åíèÿ è áåññ÷åòíûå ÷àñû áåñåä ñ íèìè
â äðóæåñêîé íåôîðìàëüíîé îáñòàíîâêå ïîñåÿëè ñåìåíà òåõ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èäåé, êîòîðûå òîëüêî ñåé÷àñ ïîëó÷èëè ðàçâèòèå â íà-
øåì ñîçíàíèè è îòðàçèëèñü íà ýòèõ ñòðàíèöàõ. Ìû òàêæå ãëóáîêî
áëàãîäàðíû Êèðèëëó Èâàíîâè÷ó Äîáìðîâñêîìó, íàó÷íûå áåñåäû è
äèñêóññèè ñ êîòîðûì ãëóáîêî ïîâëèÿëè íà íàøå íàó÷íîå ìèðîâîç-
çðåíèå è èäåè, ïðèøåäøèå íàì ãîäû ïîçæå.

Íàøè îòäåëüíûå áëàãîäàðíîñòè çà ðóññêîå èçäàíèå ýòîé êíèãè:
Ãåííàäèþ Ãðèãîðüåâè÷ó Ðîññîøó, âçÿâøåìó íà ñåáÿ òðóä ëèòåðàòóð-
íîãî ðåäàêòîðà, à òàêæå Àíàòîëèþ Âàñèëüåâè÷ó Áåëÿêîâó, êîòîðûé
íàáðàë âåñü ðóññêèé òåêñò êíèãè.

15 ìàÿ 2010 Ëàðèñà Áîðèñîâà è Äìèòðèé Ðàáóíñêèé
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�1.1 Ãåîäåçè÷åñêîå äâèæåíèå ÷àñòèö
Ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ïðîâåðêå âûâîäîâ Îáùåé Òåî-
ðèè Îòíîñèòåëüíîñòè ïðÿìî ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî åå áàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (÷åòûðåõìåðíîå ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî)
ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ãåîìåòðèè íàøåãî ðåàëüíîãî ìèðà. Ýòî îçíà÷àåò
òàêæå, ÷òî äàæå ïî ìåðå ðàçâèòèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè è
àñòðîíîìèè, êîãäà îáíàðóæàòñÿ íîâûå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå
ýôôåêòû, íåîáúÿñíèìûå â ðàìêàõ ñóùåñòâóþùåé òåîðèè, ÷åòûðåõ-
ìåðíîå ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî áóäåò îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøå-
ãî ðàñøèðåíèÿ áàçîâîé ãåîìåòðèè Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè è
âîéäåò â íåå êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïîýòîìó, ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìà-
òè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö, ìû ðàññìàòðèâàåì èõ äâèæåíèå
èìåííî â ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Çäåñü íåîáõîäèìî ñäåëàòü îäíî çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ òåðìè-
íîëîãèè. Âîîáùå áàçîâîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Îáùåé Òåîðèè Îòíî-
ñèòåëüíîñòè � ýòî ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî∗ ÷åòûðåõ èçìåðåíèé ñî
çíàêîïåðåìåííîé ñèãíàòóðîé Ìèíêîâñêîãî (+−−−) èëè (−+++). Ïî-
ñëåäíåå îçíà÷àåò (3+1) ðàçáèåíèå êîîðäèíàòíûõ îñåé ðèìàíîâà ïðî-
ñòðàíñòâà íà òðè ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòíûå îñè è îñü âðåìå-
íè. Èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà â ðàñ÷åòàõ íàèáîëåå ÷àñòî ðàññìàò-
ðèâàþò ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ñèãíàòóðîé (+−−−), êîãäà âðåìÿ
ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, à ïðîñòðàíñòâî ìíèìûì. Â íåêîòîðûõ òåî-
ðèÿõ, â îñíîâíîì â Ñïåöèàëüíîé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè, èñïîëü-
çóþò òàêæå ñèãíàòóðó (−+++), êîãäà âðåìÿ ìíèìîå, à ïðîñòðàíñòâî
âåùåñòâåííîå. Íî ñèãíàòóðà ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæåò áûòü
è çíàêîïîñòîÿííîé, íàïðèìåð (++++). Ïîýòîìó ðèìàíîâî ïðîñòðàí-
ñòâî ñî çíàêîïåðåìåííîé ñèãíàòóðîé îáû÷íî íàçûâàþò ïñåâäîðèìà-
íîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ðàçáèåíèå êîîðäèíàò-
íûõ îñåé íà äâà òèïà. Îäíàêî ïðè ýòîì åãî ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà
âñå ðàâíî îòíîñÿòñÿ ê ñâîéñòâàì ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè è ïðèñòàâêà
�ïñåâäî� ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íå ñîâñåì êîððåêòíà. Òåì

∗Ò.å. ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ãåîìåòðèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðèêîé
Ðèìàíà ds2 = gαβ dxαdxβ . Áåðíõàðä Ðèìàí (1826�1866), íåìåöêèé ìàòåìàòèê,
îñíîâîïîëîæíèê ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè (1854).
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íå ìåíåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî îáîçíà÷åíèå êàê óñòîÿâøååñÿ è
ïðèâû÷íîå ïîíèìàíèþ.

Èòàê ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèö â ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâäîðè-
ìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè íà ÷àñòèöó äåéñòâóåò òîëüêî ãðàâèòà-
öèîííàÿ ñèëà, òî îíà íàõîäèòñÿ â ñâîáîäíîì ïàäåíèè, äâèãàÿñü ïî
êðàò÷àéøåé (ãåîäåçè÷åñêîé) òðàåêòîðèè. Òàêîå äâèæåíèå ÷àñòèöû
íàçûâàþò ñâîáîäíûì, èëè ãåîäåçè÷åñêèì äâèæåíèåì. Åñëè æå íà
÷àñòèöó äåéñòâóþò êàêèå-òî äîïîëíèòåëüíûå ñèëû íåãðàâèòàöèîí-
íîé ïðèðîäû, òî îíè îòêëîíÿþò åå îò ãåîäåçè÷åñêîé òðàåêòîðèè è
äâèæåíèå ÷àñòèö ñòàíîâèòñÿ íåãåîäåçè÷åñêèì.

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äâèæåíèå ÷àñòèöû â ÷åòûðåõ-
ìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
íåêîòîðîãî ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà Qα, õàðàêòåðèçóþùåãî äâèæå-
íèå ýòîé ÷àñòèöû è ïîýòîìó êàñàòåëüíîãî ê òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ
â êàæäîé åå òî÷êå. Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû
ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðà Qα âäîëü
åå ÷åòûðåõìåðíîé òðàåêòîðèè è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðàæåíèÿ àá-
ñîëþòíîé ïðîèçâîäíîé äàííîãî âåêòîðà ïî íåêîòîðîìó ïàðàìåòðó ρ,
êîòîðûé èìååò ìåñòî âäîëü âñåé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû è
íà ýòîì ïðîòÿæåíèè íå ðàâåí íóëþ.

DQα

dρ
=
dQα

dρ
+ ΓαµνQ

µ dx
ν

dρ
, α, µ, ν = 0, 1, 2, 3. (1.1)

Çäåñü DQα = dQα + ΓαµνQµdxν àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë (àáñî-
ëþòíîå ïðèðàùåíèå) âåêòîðà Qα, îòëè÷àþùèéñÿ îò îáû÷íîãî
äèôôåðåíöèàëà dQα íàëè÷èåì ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ 2-ãî ðîäà
Γαµν (êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà)∗, êîòîðûå
âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ (êîýôôèöèåíòû ñâÿçíî-
ñòè) 1-ãî ðîäà Γµν,ρ è ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ
ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ

Γαµν = gαρ Γµν,ρ , Γµν,ρ =
1
2

(
∂gµρ
∂xν

+
∂gνρ
∂xµ

− ∂gµν
∂xρ

)
. (1.2)

Ïðè äâèæåíèè âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé òðàåêòîðèè (ñâîáîäíîå äâè-
æåíèå) ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì, êîòîðûé

∗Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà (ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ)
íàçâàíû ïî èìåíè íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Ýëüâèíà Áðóíî Êðèñòîôôåëÿ (1829-
1900), êîòîðûé âûâåë èõ â 1869 ãîäó. Â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ñïåöèàëüíîé Òåî-
ðèè Îòíîñèòåëüíîñòè (ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî) âñåãäà ìîæíî çàäàòü èíåð-
öèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé ìàòðèöà ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà ïðèíèìàåò âèä äèàãîíàëüíîé åäèíè÷íîé ìàòðèöû è âñå ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ îáðàùàþòñÿ â íóëü.
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ïðåäëîæèë Ëåâè-×èâèòà∗. Â ýòîì ñëó÷àå àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà ÷àñòèöû ðàâíà íóëþ

dQα

dρ
+ ΓαµνQ

µ dx
ν

dρ
= 0 (1.3)

è êâàäðàò ïåðåíîñèìîãî âåêòîðà ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü âñåé òðàåêòîðèè
QαQ

α = const. Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ
ñâîáîäíûõ ÷àñòèö.

Â ðàìêàõ êèíåìàòèêè äâèæåíèå ÷àñòèöû õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷å-
òûðåõìåðíûì âåêòîðîì óñêîðåíèÿ (èíà÷å èìåíóåìûì êèíåìàòè÷å-
ñêèì âåêòîðîì)

Qα =
dxα

dρ
, (1.4)

ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå êîòîðîãî â ñìûñëå Ëåâè-×èâèòà ïîëó-
÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ ÷åòûðåõìåðíûõ òðàåêòîðèé ñâîáîäíîé ÷àñòèöû
(óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé)

d2xα

dρ2
+ Γαµν

dxµ

dρ

dxν

dρ
= 0 . (1.5)

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ ρ 6=0 âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ïðèâî-
äèò ê òîìó, ÷òî ïàðàìåòð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ρ îêàçûâàåòñÿ ðàç-
íûì âäîëü òðàåêòîðèé ðàçëè÷íîãî òèïà. Â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíû òðè òèïà òðàåêòîðèé, êàæäîìó
èõ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñâîé òèï ÷àñòèö:

1) íåèçîòðîïíûå âåùåñòâåííûå òðàåêòîðèè, ëåæàùèå �âíóòðè�
ñâåòîâîãî ãèïåðêîíóñà. Âäîëü òàêèõ òðàåêòîðèé êâàäðàò
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî èíòåðâàëà ds2> 0, à ñàì èíòåð-
âàë ds ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì. Ýòî òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ äî-
ñâåòîâûõ ÷àñòèö ñ íåíóëåâîé ìàññîé ïîêîÿ è âåùåñòâåííîé ðå-
ëÿòèâèñòñêîé ìàññîé;

2) íåèçîòðîïíûå ìíèìûå òðàåêòîðèè, ëåæàùèå �ñíàðóæè� ñâå-
òîâîãî ãèïåðêîíóñà. Âäîëü òðàåêòîðèé òàêîãî òèïà êâàäðàò
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî èíòåðâàëà ds2< 0, à ñàì èíòåð-
âàë ds ÿâëÿåòñÿ ìíèìûì. Ýòî òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ñâåðõñâå-
òîâûõ ÷àñòèö � òàõèîíîâ† � ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìàññà êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ìíèìîé;

∗Òóëëèî Ëåâè-×èâèòà (1873�1941) � èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê, âïåðâûå ðàñ-
ñìîòðåâøèé òàêîé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ [1].

†Òàõèîíû (tachyons) � ñâåðõñâåòîâûå ÷àñòèöû. Âîçìîæíîñòü èõ ñóùåñòâî-
âàíèÿ, à òàêæå âîçìîæíîñòü ñâåðõñâåòîâûõ ñèãíàëîâ â ðàìêàõ Ñïåöèàëü-
íîé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè áûëà âïåðâûå ðàññìîòðåíà â 1958 ãîäó Ôðýí-
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3) èçîòðîïíûå òðàåêòîðèè, ëåæàùèå ñîáñòâåííî íà ñâåòîâîì ãè-
ïåðêîíóñå è ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé òðàåêòîðèè ÷àñòèö ñ íóëå-
âîé ìàññîé ïîêîÿ (áåçìàññîâûå ñâåòîïîäîáíûå ÷àñòèöû), äâè-
æóùèõñÿ ñî ñêîðîñüþ ñâåòà. Âäîëü èçîòðîïíûõ òðàåêòîðèé
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èíòåðâàë ðàâåí íóëþ, ds2 =0, íî
íå ðàâåí íóëþ òðåõìåðíûé èíòåðâàë.

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âäîëü íåèçîòðîïíûõ
òðàåêòîðèé îáû÷íî èñïîëüçóþò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èíòåð-
âàë ds. Îäíàêî âäîëü òðàåêòîðèé áåçìàññîâûõ ÷àñòèö ds=0 è åãî
íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü êàê ïàðàìåòð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó â
1944 ãîäó À.Ë. Çåëüìàíîâ ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïà-
ðàìåòðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âäîëü èçîòðîïíûõ òðàåêòîðèé äðóãóþ
âåëè÷èíó, íå ðàâíóþ íóëþ âäîëü èçîòðîïíûõ òðàåêòîðèé

dσ2 =
(
− gik +

g0ig0k
g00

)
dxidxk, (1.6)

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõìåðíûé (ïðîñòðàíñòâåííûé) ôè-
çè÷åñêèé íàáëþäàåìûé èíòåðâàë [9]. Íåçàâèñèìî îò Çåëüìàíîâà, ê
òàêîìó æå âûâîäó ïðèøëè Ëàíäàó è Ëèôøèö (ñì. �84 â èõ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé êíèãå Òåîðèÿ ïîëÿ [10]).

Ïîäñòàâëÿÿ â îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ (1.5) ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ
íåèçîòðîïíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé (òðàåêòîðèè ìàññîâûõ ÷àñòèö)

d2xα

ds2
+ Γαµν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0 (1.7)

è óðàâíåíèÿ èçîòðîïíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé (òðàåêòîðèè ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ñâåòà)

d2xα

dσ2
+ Γαµν

dxµ

dσ

dxν

dσ
= 0 . (1.8)

Îäíàêî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ êàðòèíó äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, íàì
íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñîäåðæà-
ùèå â ñåáå ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû (ìàññó,
êîì Òàíãåðëèíè â åãî äèññåðòàöèè [2]. Êàê áûëî ïîêàçàíî Ã.Á.Ìàëûêèíûì è
Ý. Ã.Ìàëûêèíûì [3], áîëüøèíñòâî èññëåäîâàíèé ïî èñòîðèè òàõèîíîâ íå óïî-
ìèíàþò ýòîò ñóùåñòâåííûé ôàêò. Òåì íå ìåíåå, íàèáîëåå ñåðüåçíûå îáçîðû íà
òó òåìó, òàêèå êàê [4, 5], ññûëàþòñÿ íà Òàíãåðëèíè. Òàõèîíû áûëè âïåðâûå çà-
ÿâëåíû â æóðíàëüíûõ ïóáëèêàöèÿõ ïî òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè Òåðëåöêèì, â
åãî ïðèíöèïèàëüíîé ðàáîòå 1960 ãîäà [6], è çàòåì â áîëåå äåòàëüíîé ïóáëèêàöèè
1962 ãîäà [7] (Áèëàíþê, Äåøïàíä è Ñóäàðøàí). Ñîáñòâåííî òåðìèí �òàõèîíû�
áûë âïåðâûå èñïîëüçîâàí ïîçäíåå, â 1967 ãîäó Ôåéíáåðãîì [8]. Ñì. ïîäðîáíîñòè
â îáçîðå Ã.Á.Ìàëûêèíà è Ý. Ã.Ìàëûêèíà [3].
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÷àñòîòó è ò.ï.). Ãåîìåòðè÷åñêè äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ÷åòûðåõ-
ìåðíîãî äèíàìè÷åñêîãî âåêòîðà ÷àñòèöû âäîëü åå òðàåêòîðèè (ðà-
âåíñòâî íóëþ àáñîëþòíîé ïðîèçâîäíîé äèíàìè÷åñêîãî âåêòîðà ïî
ïàðàìåòðó, íå ðàâíîãî íóëþ âäîëü òðàåêòîðèè). Äâèæåíèå ñâîáîä-
íûõ ìàññîâûõ ÷àñòèö (íåèçîòðîïíûå ãåîäåçè÷åñêèå òðàåêòîðèè) õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì âåêòîðîì èìïóëüñà

Pα = m0
dxα

ds
, (1.9)

ãäå m0 ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèöû. Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå â ñìûñ-
ëå Ëåâè-×èâèòà ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà èìïóëüñà Pα ïîëó÷àþòñÿ
äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîäíûõ ìàññîâûõ ÷àñòèö

dPα

ds
+ ΓαµνP

µ dx
ν

ds
= 0 , PαP

α = m2
0 = const. (1.10)

Äâèæåíèå áåçìàññîâûõ ÷àñòèö (èçîòðîïíûå ãåîäåçè÷åñêèå) õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì âîëíîâûì âåêòîðîì

Kα =
ω

c

dxα

dσ
, (1.11)

ãäå ω ñîáñòâåííàÿ öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà áåçìàññîâîé ÷àñòèöû. Ñîá-
ñòâåííî, ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå â ñìûñëå Ëåâè-×èâèòà âåêòîðà
Kα ïîëó÷àþòñÿ äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîäíûõ áåç-
ìàññîâûõ ÷àñòèö

dKα

dσ
+ ΓαµνK

µ dx
ν

dσ
= 0 , KαK

α = 0 . (1.12)

Èòàê ìû èìååì äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñâîáîä-
íûõ ìàññîâûõ ÷àñòèö è ñâîáîäíûõ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö. Âñå ýòè
óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â ÷åòûðåõìåðíîì îáùåêîâàðèàíòíîì âèäå. Ýòî
èìååò êàê ñâîå ïðåèìóùåñòâî, òàê è ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê. Ïðå-
èìóùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü òàêèõ óðàâíåíèé ïðè ëþáûõ
ïåðåõîäàõ îò îäíîé ñèñòåìû ê äðóãîé. Ê íåäîñòàòêó îòíîñèòñÿ òî,
÷òî â îáùåêîâàðèàíòíîé ôîðìå ÷ëåíû óðàâíåíèé íå âûðàæåíû ÷å-
ðåç ðåàëüíûå òðåõìåðíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ìû ìîæåì çàðåãèñòðè-
ðîâàòü â ýêñïåðèìåíòàõ èëè íàáëþäåíèÿõ (ò.å. ÷åðåç ôèçè÷åñêèå íà-
áëþäàåìûå âåëè÷èíû). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îáùåêîâàðèàíòíîé ôîð-
ìå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö ìîãóò èìåòü öåííîñòü òîëüêî êàê
ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò òåîðèè è íå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû íà
ïðàêòèêå. Ïîýòîìó, åñëè ìû õîòèì íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ðå-
çóëüòàòû êàêîé-ëèáî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, íàì íåîáõî-
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äèìî âûðàçèòü åå óðàâíåíèÿ ÷åðåç ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå
âåëè÷èíû. Â òîì ÷èñëå äëÿ ðàñ÷åòîâ äâèæåíèÿ êîíêðåòíûõ ÷àñòèö
íàì íåîáõîäèìî âûðàçèòü îáùåêîâàðèàíòíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ ÷åðåç ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûå õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ
÷àñòèö è íàáëþäàåìûå õàðàêòåðèñòèêè ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà. Îäíàêî ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ íàáëþ-
äàåìûõ âåëè÷èí âîâñå íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé. Íàïðèìåð, åñëè
äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà Qα (ó êîòîðîãî âñåãî 4 êîìïîíåíòû)
ìîæíî ýâðèñòè÷åñêè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òðè åãî ïðîñòðàíñòâåííûå
êîìïîíåíòû îáðàçóþò òðåõìåðíûé íàáëþäàåìûé âåêòîð, à âðåìåí-
íàÿ êîìïîíåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáëþäàåìûé ïîòåíöèàë ýòîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ (÷òî, â îáùåì, íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì èõ ðå-
àëüíîé íàáëþäàåìîñòè), òî äëÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî òåíçîðà âòîðîãî
ðàíãà Qαβ (ó êîòîðîãî öåëûõ 16 êîìïîíåíò) ýòà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ
áîëåå íåîïðåäåëåííîé. Êðîìå òîãî, âîçíèêàåò ñëîæíîñòü, ñâÿçàííàÿ
ñ îïðåäåëåíèåì íàáëþäàåìûõ êîìïîíåíò êîâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ (ó
êîòîðûõ èíäåêñû ÿâëÿþòñÿ íèæíèìè) è òåíçîðîâ ñìåøàííîãî òè-
ïà, ó êîòîðûõ åñòü è âåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû. Ïîýòîìó, ÷òîáû íå
áëóæäàòü â ïîòåìêàõ ýâðèñòè÷åñêèõ äîãàäîê, íàèáîëåå ðàöèîíàëü-
íûì âûõîäîì èç ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ñòðîãîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé òåîðèè, ïîçâîëÿþùåé âû÷èñëÿòü íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû
äëÿ ëþáûõ òåíçîðíûõ âåëè÷èí. Òàêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ áûëà
ñîçäàíà â 1944 ãîäó Çåëüìàíîâûì è èçëîæåíà â åãî äèññåðòàöèè [9].
Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè íàäî îòìåòèòü, ÷òî íàä ñîçäàíèåì òåîðèè íà-
áëþäàåìûõ âåëè÷èí â 40-å ãîäû ðàáîòàëè ìíîãèå. Íàïðèìåð, Ëàí-
äàó è Ëèôøèö â ïîçäíèõ èçäàíèÿõ ñâîåé Òåîðèè ïîëÿ [10] ââîäÿò íà-
áëþäàåìîå âðåìÿ è íàáëþäàåìûé èíòåðâàë àíàëîãè÷íî Çåëüìàíîâó.
Îäíàêî, îãðàíè÷èâøèñü ýòèì ôðàãìåíòîì òåîðèè, îíè íå âûâîäÿò
îáùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ íàáëþäà-
åìûõ âåëè÷èí â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ïîñëåäóþùèå äå-
ñÿòèëåòèÿ Çåëüìàíîâ ñîâåðøåíñòâîâàë ñâîé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïà-
ðàò ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí (õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðè-
àíòîâ), èçëîæèâ åãî â íåñêîëüêèõ áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ [11�13].
Ïîýòîìó â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü
êðàòêèì îáçîðîì ìåòîäîâ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ âåëè-
÷èí, íåîáõîäèìûì äëÿ îáùåãî ïîíèìàíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ íà ïðàê-
òèêå. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ìû èçëîæèì ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ
ãåîäåçè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïà-
ðàòà õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.

Òåîðèÿ, ñõîæàÿ ñ òåîðèåé Çåëüìàíîâà, áûëà òàêæå ïðåäëîæåíà
Êàðëî Êàòàíî [14�17], èòàëüÿíñêèì ìàòåìàòèêîì, ðàáîòàâøèì íåçà-
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âèñèìî îò Çåëüìàíîâà. Îäíàêî Êàòàíî îïóáëèêîâàë ñâîþ ïåðâóþ
ðàáîòó íà ýòó òåìó òîëüêî â 1958 ãîäó [14].

×åòâåðòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ïîñòàíîâêå çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ äè-
íàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïî íåãåîäåçè÷åñêèì òðàåê-
òîðèÿì, ò.å. ïîä âëèÿíèåì âíåøíèõ ñèë íåãðàâèòàöèîííîé ïðèðîäû.

�1.2 Ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçëîæèì îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà
õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ À.Ë. Çåëüìàíîâà.

×òîáû ìàòåìàòè÷åñêè îïðåäåëèòü, êàêèå êîìïîíåíòû ÷åòûðåõ-
ìåðíûõ âåëè÷èí ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûå âåëè-
÷èíû, ðàññìîòðèì ðåàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà íåêîòîðîãî íàáëþäà-
òåëÿ, ñîñòîÿùóþ èç êîîðäèíàòíûõ ñåòîê, íàòÿíóòûõ íà íåêîòîðîå
ôèçè÷åñêîå òåëî �òåëî îòñ÷åòà, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîãî óñòàíîâ-
ëåíû ðåàëüíûå ÷àñû. Òàê êàê òåëî îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíûì ôèçè-
÷åñêèì òåëîì, òî îíî îáëàäàåò íåêîòîðûì ãðàâèòàöèîííûì ïîòåí-
öèàëîì, ìîæåò âðàùàòüñÿ è äåôîðìèðîâàòüñÿ, äåëàÿ ïðîñòðàíñòâî
îòñ÷åòà íåîäíîðîäíûì è àíèçîòðîïíûì. Òàêèì îáðàçîì, ôèçè÷åñêè
íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû äîëæíû ïîëó÷àòüñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîåöèðî-
âàíèÿ ÷åòûðåõìåðíûõ âåëè÷èí íà ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ ðåàëüíîãî
òåëà îòñ÷åòà íàáëþäàòåëÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêè òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðîñòðàíñòâåííîå ñå÷åíèå x0 = ct= const. Â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè ìîæíî ïðîâåñòè ëîêàëüíîå ïðîñòðàíñòâåííîå ñå÷åíèå
(ëîêàëüíîå ïðîñòðàíñòâî), îðòîãîíàëüíîå ëèíèè âðåìåíè. Åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ îãèáàþùàÿ ëîêàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííîå ñå÷åíèå, âñþ-
äó îðòîãîíàëüíîå ëèíèÿì âðåìåíè. Òàêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ
ãîëîíîìíûì. Åñëè íåâîçìîæíî ïðîâåñòè îãèáàþùóþ ýòèõ ëîêàëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâ, ò.å. ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííûå ñå÷å-
íèÿ, ëîêàëüíî îðòîãîíàëüíûå ê ëèíèÿì âðåìåíè, òî òàêîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàçûâàåòñÿ íåãîëîíîìíûì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáëþäàòåëü
íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ôèçè÷åñêèõ ýòàëîíîâ (òåëà îòñ÷å-
òà). Ñèñòåìà îòñ÷åòà òàêîãî íàáëþäàòåëÿ âî âñåõ ïåðåìåùåíèÿõ ñî-
ïóòñòâóþò òåëó îòñ÷åòà è íàçûâàåòñÿ ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìîé
îòñ÷åòà. Âñå êîîðäèíàòíûå ñåòêè, ïîêîÿùèåñÿ îòíîñèòåëüíî îäíî-
ãî è òîãî æå òåëà îòñ÷åòà, ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿìè âèäà

x̃0 = x̃0
(
x0, x1, x2, x3

)

x̃i = x̃i
(
x1, x2, x3

)
,

∂x̃i

∂x0
= 0



 , (1.13)
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ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü ïðîñòðàíñòâåííûõ
êîîðäèíàò â òèëüäîâàííîé ñåòêå îò âðåìåíè â íåòèëüäîâàííîé, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ â êàæäîé òî÷êå êîîðäèíàòíîé ñåòêè êîíêðåò-
íûõ è íåèçìåííûõ ëèíèé âðåìåíè xi = const. Ïðåîáðàçîâàíèå êîîð-
äèíàò îçíà÷àåò ïðîñòî ïåðåõîä îò îäíîé êîîðäèíàòíîé ñåòêè ê äðó-
ãîé â îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâåííîì ñå÷åíèè. Ïðåîáðàçîâàíèå
âðåìåíè îçíà÷àåò çàìåíó âñåãî íàáîðà ÷àñîâ, ò.å. ïåðåõîä ê äðóãîìó
ïðîñòðàíñòâåííîìó ñå÷åíèþ (ïðîñòðàíñòâó îòñ÷åòà). Íà ïðàêòèêå �
ýòî ôàêòè÷åñêàÿ çàìåíà îäíîãî òåëà îòñ÷åòà ñî âñåìè åãî ôèçè÷å-
ñêèìè ýòàëîíàìè äðóãèì òåëîì îòñ÷åòà ñ äðóãèìè ýòàëîíàìè. À ïðè
ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè ýòàëîíàìè íàáëþäàòåëü ïîëó÷èò ñîâåðøåííî
äðóãèå ðåçóëüòàòû (íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû). Ïîýòîìó ôèçè÷åñêè
íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèé âðåìåíè, ò.å. äîëæíû áûòü õðîíîìåòðè÷åñêè èíâà-
ðèàíòíûìè âåëè÷èíàìè.

Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.13) óñòàíàâëèâàþò ñîâîêóïíîñòü ôèê-
ñèðîâàííûõ ëèíèé âðåìåíè, òî õðîíîìåòðè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè
(ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûìè âåëè÷èíàìè) ÿâëÿþòñÿ âñå âåëè÷èíû,
èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî äàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðàêòè÷åñêè, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè-
÷èíû â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü õðî-
íîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ïðîåêöèè ÷åòûðåõìåðíûõ âåëè÷èí íà
âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî ðåàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî òåëà îòñ÷åòà è âû-
ðàçèòü èõ ÷åðåç õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå (ôèçè÷åñêè íàáëþ-
äàåìûå) õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà.

Ñîáñòâåííî ïðîåöèðîâàíèå ÷åòûðåõìåðíûõ âåëè÷èí ïðîèçâîäèò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñâîéñòâà ðåàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà. Îïåðàòîð ïðîåöèðîâàíèÿ íà âðåìÿ bα ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íûé âåêòîð ÷åòûðåõìåðíîé ñêîðîñòè ñèñòåìû
îòñ÷åòà íàáëþäàòåëÿ (òåëà îòñ÷åòà)

bα =
dxα

ds
, (1.14)

êîòîðûé êàñàòåëåí ê ÷åòûðåõìåðíîé òðàåêòîðèè íàáëþäàòåëÿ â
êàæäîé åå òî÷êå. Òàê êàê ëþáóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà õàðàêòåðèçóåò
ñâîé åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð bα, òî Çåëüìàíîâ íàçâàë ýòîò
âåêòîð ìîíàäîé. Îïåðàòîð ïðîåöèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâî îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ÷åòûðåõìåðíûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð

hαβ = − gαβ + bαbβ

hαβ = − gαβ + bαbβ

}
, (1.15)
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ñìåøàííûå êîìïîíåíòû êîòîðîãî

hβα = − gβα + bαb
β . (1.16)

Çåëüìàíîâ òàêæå ïîêàçàë â ñâîèõ ðàáîòàõ, ÷òî ýòè âåëè÷èíû îá-
ëàäàþò íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè îïåðàòîðîâ ïðîåöèðîâàíèÿ. Ïðî-
åêöèÿ òåíçîðíîé âåëè÷èíû íà âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò
åå ñâåðòûâàíèÿ ñ âåêòîðîì ìîíàäû. Ïðîåöèðîâàíèå íà ïðîñòðàíñòâî
åñòü ñâåðòêà ñ òåíçîðîì ïðîåöèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâî. Â ñîïóò-
ñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà òðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü íàáëþäàòåëÿ îòíî-
ñèòåëüíî òåëà îòñ÷åòà ðàâíà íóëþ bi =0. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû
âåêòîðà ìîíàäû

b0 =
1√
g00

, b0 = g0αb
α =

√
g00 , bi = giαb

α =
gi0√
g00

. (1.17)

Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè bi = 0 êîìïîíåíòû òåíçîðà ïðîåöèðîâàíèÿ
íà ïðîñòðàíñòâî

h00 = 0 , h00 = −g00+
1
g00

, h0
0 = 0

h0i = 0 , h0i = −g0i, hi0 = δi0 = 0

hi0 = 0 , hi0 = −gi0, h0
i =

gi0
g00

hik = −gik+
g0ig0k
g00

, hik = −gik, hik = −gik = δik





. (1.18)

Òåíçîð hαβ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìû
îòñ÷åòà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà

hiαh
α
k = δik − bkb

i = δik , δik =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , (1.19)

ãäå δik åäèíè÷íûé òðåõìåðíûé òåíçîð∗. Òàêèì îáðàçîì, â ñîïóòñòâó-
þùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà òðåõìåðíûé òåíçîð hik ìîæåò ïîäíèìàòü è
îïóñêàòü èíäåêñû ó õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ âåëè÷èí.

Ïðîåêöèè íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî íåêîòîðîãî âåêòîðà Qα

(òåíçîðà 1-ãî ðàíãà) â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà (bi =0) èìåþò
∗Òåíçîð δi

k ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõìåðíóþ ÷àñòü ÷åòûðåõìåðíîãî åäèíè÷-
íîãî òåíçîðà δα

β , ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî ïðîèçâîäèòü îïåðàöèþ çàìåíû
èíäåêñîâ ó ÷åòûðåõìåðíûõ âåëè÷èí.
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âèä
T = bαQα = b0Q0 =

Q0√
g00

, (1.20)

L0 = h0
βQ

β = −g0k
g00

Qk, Li = hiβQ
β = δikQ

k = Qk. (1.21)

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðîåêöèè òåíçîðà 2-ãî ðàíãà Qαβ â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà

T = bαbβQαβ = b0b0Q00 =
Q00

g00
, (1.22)

L00 = h0
αh

0
βQ

αβ = −g0ig0k
g2
00

Qik, Lik = hiαh
k
βQ

αβ = Qik. (1.23)

Ïðîâåðÿÿ îïûòíûì ïóòåì èíâàðèàíòíîñòü ïîëó÷åííûõ âåëè÷èí
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (1.13), ïîëó÷àåì, ÷òî ôèçè÷åñêè íà-
áëþäàåìûìè ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèè ÷åòûðåõìåðíîé âåëè÷èíû íà âðå-
ìÿ è ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ïðîåêöèè íà ïðîñòðàíñòâî.
Èòàê, ïðîåöèðóÿ ÷åòûðåõìåðíûå êîîðäèíàòû xα íà âðåìÿ è íà ïðî-
ñòðàíñòâî, ïîëó÷àåì ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìîå âðåìÿ

τ =
√
g00 t+

g0i
c
√
g00

xi, (1.24)

è ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûå êîîðäèíàòû, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ïðî-
ñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè xi. Àíàëîãè÷íî, ïðè ïðîåöèðîâàíèè
ýëåìåíòàðíîãî èíòåðâàëà ÷åòûðåõìåðíûõ êîîðäèíàò dxα ïîëó÷àåì
ýëåìåíòàðíûé èíòåðâàë ôèçè÷åñêîãî íàáëþäàåìîãî âðåìåíè

dτ =
√
g00 dt+

g0i
c
√
g00

dxi (1.25)

è ýëåìåíòàðíûé èíòåðâàë ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ êîîðäèíàò dxi.
Ñîîòâåòñòâåííî, ôèçè÷åñêàÿ íàáëþäàåìàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû åñòü
òðåõìåðíûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé âåêòîð

vi =
dxi

dτ
, (1.26)

êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò âåêòîðà åå òðåõìåðíîé êîîðäèíàòíîé ñêîðî-
ñòè ui = dxi

dt
.

Ïðîåöèðóÿ ôóíäàìåíòàëüíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð íà ïðîñòðàí-
ñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà hik ÿâëÿåò-
ñÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, èëè,
äðóãèìè ñëîâàìè, ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûì ïðîñòðàíñòâåííûì
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ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì îáðàçîâàííûì ïðîñòðàíñòâåííûìè ñîñòàâ-
ëÿþùèìè òåíçîðà ïðîåöèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâî

hiαh
k
β g

αβ = gik = −hik, hαi h
β
k gαβ = gik − bibk = −hik ; (1.27a)

åãî êîìïîíåíòû ðàâíû

hik = −gik + bibk , hik = −gik, hik = −gik = δik . (1.27b)

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò òðåõìåðíîãî ôèçè÷åñêîãî íàáëþäàåìî-
ãî èíòåðâàëà dσ èìååò âèä

dσ2 = hik dx
idxk. (1.28)

×åòûðåõìåðíûé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èíòåðâàë, âûðà-
æåííûé ÷åðåç ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû, ïîëó÷àåòñÿ ïðè
ïîäñòàíîâêå gαβ èç (1.15),

ds2 = c2dτ2 − dσ2. (1.29)

Îäíàêî, êðîìå ïðîåêöèé íà âðåìÿ è ïðîñòðàíñòâî, ó ÷åòûðåõ-
ìåðíûõ âåëè÷èí 2-ãî è áîëåå âûñîêîãî ðàíãà åñòü òàêæå ñìåøàííûå
êîìïîíåíòû, èìåþùèå îäíîâðåìåííî è âåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû.
Êàê îïðåäåëèòü, åñòü ëè ñðåäè íèõ ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âå-
ëè÷èíû? Äëÿ ýòîãî áûëî áû íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíûì ðàçðàáîòàòü
îáîáùåííûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí,
îñíîâàííûé èñêëþ÷èòåëüíî íà ñâîéñòâå èõ õðîíîìåòðè÷åñêîé èíâà-
ðèàíòíîñòè è ïîçâîëÿþùèé ñðàçó íàéòè âñå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû
äëÿ ëþáîãî òåíçîðà. Òàêîé ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí Çåëüìàíîâûì è
ñôîðìóëèðîâàí â âèäå òåîðåìû.
Òåîðåìà Çåëüìàíîâà
Ïóñòü Qik...p00...0 � êîìïîíåíòû íåêîòîðîãî ÷åòûðåõìåðíîãî òåíçîðà
Qµν...ρ00...0 r-ðàíãà, âñå âåðõíèå èíäåêñû êîòîðîãî îòëè÷íû îò íóëÿ, à
âñå m íèæíèõ èíäåêñîâ ðàâíû íóëþ. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü âåëè÷èí

T ik...p = (g00)
−m

2 Qik...p00...0 (1.30)

îáðàçóþò õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé òðåõìåðíûé êîíòðàâàðè-
àíòíûé òåíçîð ðàíãà (r−m) Ïðè ýòîì òåíçîð T ik...p ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ðåçóëüòàò m-êðàòíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ íà âðåìÿ ïî èíäåê-
ñàì α, β . . . σ è ïðîåöèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâî ïî r−m èíäåêñàì
µ, ν . . . ρ èñõîäíîãî òåíçîðà Qµν...ραβ...σ.
Èç ýòîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âåêòîðà Qα ôè-
çè÷åñêè íàáëþäàåìûìè ÿâëÿþòñÿ äâå âåëè÷èíû, ïîëó÷åííûå ðàíåå
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ïóòåì ïðîåöèðîâàíèÿ

bαQα =
Q0√
g00

, hiαQ
α = Qi. (1.31)

Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà 2-ãî ðàíãà Qαβ ôèçè÷åñêèìè íàáëþ-
äàåìûìè ÿâëÿþòñÿ òðè âåëè÷èíû

bαbβQαβ =
Q00

g00
, hiαbβQαβ =

Qi0√
g00

, hiαh
k
βQ

αβ = Qik, (1.32)

â òî âðåìÿ êàê äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà 2-ãî ðàíãà ïåðâàÿ
íàáëþäàåìàÿ êîìïîíåíòà ðàâíà íóëþ, ò.ê. Q00 =Q00 =0.

Âû÷èñëåííûå òàêèì îáðàçîì ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷è-
íû (õðîíîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû) íåîáõîäèìî ñðàâíèòü ñ ýòàëîíà-
ìè � íàáëþäàåìûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà, ñïå-
öèôè÷åñêèìè äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî òåëà îòñ÷åòà. Ïîýòîìû ðàñ-
ñìîòðèì îñíîâíûå íàáëþäàåìûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà îò-
ñ÷åòà, ÷åðåç êîòîðûå ìû áóäåì âûðàæàòü èòîãîâûå óðàâíåíèÿ òåî-
ðèè. Ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà îòñ÷å-
òà âûâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ îïåðàòî-
ðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîð-
äèíàòàì ∗∂

∂t
=

1√
g00

∂

∂t
,

∗∂
∂xi

=
∂

∂xi
− g0i
g00

∂

∂x0
, (1.33)

êîòîðûå íåêîììóòàòèâíû
∗∂2

∂xi∂t
−

∗∂2

∂t ∂xi
=

1
c2
Fi

∗∂
∂t
, (1.34)

∗∂2

∂xi∂xk
−

∗∂2

∂xk∂xi
=

2
c2
Aik

∗∂
∂t
. (1.35)

Âåëè÷èíà Aik ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõìåðíûé àíòèñèììåòðè÷-
íûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé òåíçîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðà-
ùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà òåëà îòñ÷åòà

Aik =
1
2

(
∂vk
∂xi

− ∂vi
∂xk

)
+

1
2c2

(Fivk − Fkvi) , (1.36)

ãäå vi îáîçíà÷àåò ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

vi = −c g0i√
g00

, vi = −c g0i√g00

vi = hikv
k, v2 = vkv

k = hik v
ivk




. (1.37)
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Êàê áûëî ïîêàçàíî Çåëüìàíîâûì, ðàâåíñòâî íóëþ òåíçîðà Aik
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ãîëîíîìíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì g0i =0 è vi =0. Â íåãîëîíîìíîì ïðîñòðàíñòâå
âñåãäà Aik 6=0. Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð Aik òàêæå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì
íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà∗.

Âåëè÷èíà Fi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõìåðíûé õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíûé âåêòîð ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû

Fi =
1

1− w

c2

(
∂w
∂xi

− ∂vi
∂t

)
, (1.38)

ãäå w îáîçíà÷àåò ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ïðîñòðàíñòâà òåëà òå-
ëà îòñ÷åòà†

w = c2 (1−√g00 ) . (1.38a)

Â êâàçèíüþòîíîâîì ïðèáëèæåíèè, ò.å. â ñëàáîì ãðàâèòàöèîííîì
ïîëå ïðè ñêîðîñòÿõ, ìíîãî ìåíüøèõ ñêîðîñòè ñâåòà, è ïðè îòñóò-
ñòâèè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Fi ïðèíèìàåò âèä íåðåëÿòèâèñòñêîé
ãðàâèòàöèîííîé ñèëû

Fi =
∂w
∂xi

. (1.39)

Òàê êàê òåëî îòñ÷åòà íàáëþäàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíûì ôèçè÷å-
ñêèì òåëîì, òî íàíåñåííûå íà íåãî êîîðäèíàòíûå ñåòêè äåôîðìè-
ðîâàíû. Ñîîòâåòñòâåííî, äåôîðìèðîâàíî è ïðîñòðàíñòâî ðåàëüíîãî
òåëà îòñ÷åòà. Ïîýòîìó, ïðè ñðàâíåíèè íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí ñ ôè-
çè÷åñêèìè ýòàëîíàìè òåëà îòñ÷åòà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïîëå äå-
ôîðìàöèè ïðîñòðàíñòâî îòñ÷åòà, ò.å. íåñòàöèîíàðíîñòü ïîëÿ òåíçî-
ðà hik. Â ðåàëüíîñòè ñòàöèîíàðíàÿ äåôîðìàöèÿ ïðîñòðàíñòâà âñòðå-
÷àåòñÿ ðåäêî: ïîëå äåôîðìàöèè âñå âðåìÿ ìåíÿåòñÿ, ÷òî òàêæå íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè èçìåðåíèÿõ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, âûäåëÿÿ â
óðàâíåíèÿõ òðåõìåðíûé ñèììåòðè÷íûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðè-
àíòíûé òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè

Dik =
1
2

∗∂hik
∂t

, Dik = −1
2

∗∂hik

∂t

D = hikDik = Dn
n =

∗∂ ln
√
h

∂t
, h = det ‖hik‖




. (1.40)

∗Ãîëîíîìíûìè (Aik =0) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Ñïåöèàëüíîé Òåîðèè
Îòíîñèòåëüíîñòè (ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî) â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà è
íåêîòîðûå ñëó÷àè â Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè.

†Âåëè÷èíû w è vi ñàìè íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì õðîíîìåòðè÷åñêîé èíâàðè-
àíòíîñòè. Õðîíîìåòðè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè ÿâëÿþòñÿ îáðàçîâàííûå ñ èõ ïî-
ìîùüþ âåêòîð ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû è òåíçîð óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà.
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Çíàÿ ýòè îïðåäåëåíèÿ, ìû ìîæåì âûðàçèòü âîîáùå ëþáîé ãåî-
ìåòðè÷åñêèé îáúåêò ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ÷åðåç íàáëþäàåìûå õà-
ðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà. Íàïðèìåð, êàê èçâåñòíî, âõî-
äÿùèå â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ òåíçîðàìè íå
ÿâëÿþòñÿ [18]. Òåì íå ìåíåå èõ òîæå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ôèçè-
÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû. Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ ýòîé
ñâÿçè áûëè ïîëó÷åíû Çåëüìàíîâûì [9]

Γ0
00 = − 1

c3

[
1

1− w

c2

∂w
∂t

+
(
1− w

c2

)
vkF

k

]
, (1.41)

Γk00 = − 1
c2

(
1− w

c2

)2

F k, (1.42)

Γ0
0i =

1
c2

[
− 1

1− w

c2

∂w
∂xi

+ vk

(
Dk
i +A·ki· +

1
c2
viF

k

)]
, (1.43)

Γk0i =
1
c

(
1− w

c2

) (
Dk
i +A·ki· +

1
c2
viF

k

)
, (1.44)

Γ0
ij = − 1

c
(
1− w

c2

)
{
−Dij +

1
c2
vn×

×
[
vj (Dn

i +A·ni· ) + vi
(
Dn
j +A·nj·

)
+

1
c2
vivjF

n

]
+

+
1
2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
− 1

2c2
(Fi vj + Fj vi)−∆n

ij vn

}
,

(1.45)

Γkij = ∆k
ij −

1
c2

[
vi

(
Dk
j +A·kj·

)
+ vj

(
Dk
i +A·ki·

)
+

1
c2
vivjF

k

]
, (1.46)

ãäå ∆k
ij õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ,

îïðåäåëÿåìûå àíàëîãè÷íî îáû÷íûì ñèìâîëàì Êðèñòîôôåëÿ (1.2),
íî ÷åðåç íàáëþäàåìûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð hik è õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíûå îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

∆i
jk = him∆jk,m =

1
2
him

(∗∂hjm
∂xk

+
∗∂hkm
∂xj

−
∗∂hjk
∂xm

)
. (1.47)

Èòàê, ìû èçëîæèëè îñíîâû èäåîëîãèè è ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïà-
ðàòà õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ. Òåïåðü, ïîëó÷èâ îáùåêîâàðè-
àíòíûìè ìåòîäàìè êàêèå-ëèáî óðàâíåíèÿ, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü èõ
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õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ïðîåêöèè íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàí-
ñòâî êîíêðåòíîãî òåëà îòñ÷åòà è âûðàçèòü ÷åðåç ðåàëüíûå ôèçè÷å-
ñêèå íàáëþäàåìûå õàðàêòåðèñòèêè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ óðàâ-
íåíèÿ, ñîäåðæàùèå òîëüêî òàêèå âåëè÷èíû, êîòîðûå ìû ðåàëüíî
èçìåðÿåì íà ïðàêòèêå.

Åñòåñòâåííî, ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäèò â ãîëîâó ñäåëàòü, âîîðóæèâ-
øèñü ýòèì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì, ýòî âû÷èñëèòü õðîíîìåò-
ðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîä-
íûõ ÷àñòèö è èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. ×àñòíîå ðåøåíèå
äàííîé çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî Çåëüìàíîâûì â åãî ðàáîòàõ [9,11�13].
Îáùåå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî íàìè â ïðåäûäóùåé êíèãå [19]; îá
ýòîì îáùåì ðåøåíèè ìû ðàññêàæåì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

�1.3 Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîäíûõ ÷à-
ñòèö

Àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðà äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïî ñêàëÿðíîìó
ïàðàìåòðó ρ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð

Nα =
dQα

dρ
+ ΓαµνQ

µ dx
ν

dρ
, (1.48)

ïîýòîìó õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå (ôèçè÷åñêèå íàáëþäàå-
ìûå) êîìïîíåíòû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ òî÷íî òàê æå,
êàê è äëÿ ëþáîãî ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà (1.31)

N0√
g00

=
g0αN

α

√
g00

=
1√
g00

(
g00N

0 + g0iN
i
)
, (1.49)

N i = hiβN
β = hi0N

0 + hikN
k. (1.50)

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ � ýòî ïðîåêöèÿ âåêòîðà Nα íà
âðåìÿ è ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû åãî ïðîåêöèè íà ïðîñòðàí-
ñòâî â ñîïóòñòâóþùåé òî÷êå îòñ÷åòà. Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ñïðî-
åöèðîâàòü îáùåêîâàðèàíòíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ñâîáîäíûõ ìàññîâûõ ÷àñòèö (1.10) è ñâîáîäíûõ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö
(1.12). Òåõíèêà ýòèõ âû÷èñëåíèé ïîäðîáíî îïèñàíà íàìè â [19]. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå äèíàìè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîäíûõ ìàññîâûõ ÷àñòèö

dm

dτ
− m

c2
Fivi +

m

c2
Dikvivk = 0 , (1.51)

d
(
mvi

)

dτ
+ 2m

(
Di
k +A·ik·

)
vk −mF i +m∆i

nkv
nvk = 0 (1.52)
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è ñâîáîäíûõ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö
dk

dτ
− k

c2
Fic

i +
k

c2
Dikc

ick = 0 , (1.53)

d
(
kci

)

dτ
+ 2k

(
Di
k +A·ik·

)
ck − kF i + k∆i

nkc
nck = 0 , (1.54)

ãäå m ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìàññà ìàññîâîé ÷àñòèöû, k= ω
c âîëíîâîå ÷èñ-

ëî, õàðàêòåðèçóþùåå áåçìàññîâóþ ÷àñòèöó, è ci òðåõìåðíûé õðî-
íîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé âåêòîð ñêîðîñòè ñâåòà. Ïðè÷åì, êàê
âèäèòå, â îòëè÷èè îò îáùåêîâàðèàíòíûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ (1.10, 1.12), â õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ óðàâíåíè-
ÿõ ïîëó÷àåòñÿ åäèíûé ïàðàìåòð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ìàññîâûõ
è áåçìàññîâûõ ÷àñòèö (ôèçè÷åñêîå íàáëþäàåìîå âðåìÿ τ).

Ýòè óðàâíåíèÿ áûëè âïåðâûå ïîëó÷åíû Çåëüìàíîâûì â 1944 ãî-
äó [9]. Îäíàêî âïîñëåäñòâèè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âõîäÿùàÿ â íèõ
ôóíêöèÿ âðåìåíè dt

dτ
ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé [19]. Ôèçè÷å-

ñêîå âðåìÿ íàáëþäàòåëÿ èìååò ïîëîæèòåëüíûé õîä dτ > 0. Õîä êî-
îðäèíàòíîãî âðåìåíè dt ïîêàçûâàåò èçìåíåíèå âðåìåííîé êîîðäèíà-
òû ÷àñòèöû x0 = ct îòíîñèòåëüíî ÷àñîâ íàáëþäàòåëÿ. Ïîýòîìó çíàê
ôóíêöèè âðåìåíè ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû âî
âðåìåíè îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ. Ôóíêöèÿ âðåìåíè dt

dτ
âûâîäèò-

ñÿ èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà êâàäðàòà ÷åòûðåõìåðíîé ñêîðîñòè ÷àñòè-
öû uαu

α=gαβ uαuβ=const âäîëü åå ÷åòûðåõìåðíîé òðàåêòîðèè [19].
Óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî dt

dτ
äëÿ äîñâåòîâûõ ìàññîâûõ ÷àñòèö, äëÿ

áåçìàññîâûõ ÷àñòèö è ñâåðõñâåòîâûõ ìàññîâûõ ÷àñòèö ïîëó÷àþòñÿ
îäèíàêîâûìè è èìåþò äâà êîðíÿ

(
dt

dτ

)

1,2

=
vivi ± c2

c2
(
1− w

c2

) . (1.55)

Êàê áûëî ïîëó÷åíî [19], õîä âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì, åñëè
vivi± c2> 0, õîä âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ïðè vivi± c2< 0, âðå-
ìÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè vivi± c2 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò öå-
ëûé ñïåêòð ðåøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ÷àñòèö è èõ íàïðàâëåíèé
äâèæåíèÿ âî âðåìåíè îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ. Íàïðèìåð, ðåëÿ-
òèâèñòñêàÿ ìàññà ÷àñòèöû, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîåêöèåé åå ÷åòûðåõìåð-
íîãî äèíàìè÷åñêîãî âåêòîðà íà âðåìÿ P0√

g00
=±m, ïîëó÷àåòñÿ ïîëî-

æèòåëüíîé ïðè äâèæåíèè â áóäóùåå è îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ïðè
äâèæåíèè â ïðîøëîå∗.

∗Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìàññà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà ÷àñòè-
öû íà ëèíèþ âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ.
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Â íàøåé ïðåäûäóùåé ðàáîòå [19] áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî õðî-
íîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ñâîáîäíûõ ìàññîâûõ è áåçìàññîâûõ ÷àñòèö ñ îáðàòíûì õîäîì âðå-
ìåíè, äâèæóùèõñÿ èç áóäóùåãî â ïðîøëîå, èìåþò âèä

−dm
dτ

− m

c2
Fivi +

m

c2
Dikvivk = 0 , (1.56)

d
(
mvi

)

dτ
+mF i +m∆i

nkv
nvk = 0 (1.57)

è, ñîîòâåòñòâåííî,

−dk
dτ

− k

c2
Fic

i +
k

c2
Dikc

ick = 0 , (1.58)

d
(
kci

)

dτ
+ kF i + k∆i

nkc
nck = 0 . (1.59)

Äëÿ ñâåðõñâåòîâûõ ÷àñòèö óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ àíà-
ëîãè÷íûìè äîñâåòîâûì (1.56, 1.57), òîëüêî ó ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññû
m â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ ñòîèò ìíèìàÿ åäèíèöà i.

Àñèììåòðè÷íîñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö â áóäóùåå è â
ïðîøëîå ïîëó÷àåòñÿ èç-çà ðàçëè÷èÿ ôèçè÷åñêèõ óñëîâèé ïðè ïðÿ-
ìîì è îáðàòíîì õîäå âðåìåíè, ïðèâîäÿùåãî ê èñ÷åçíîâåíèþ íåêî-
òîðûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé.

Êðîìå ýòîãî, â [19] ìû ðàññìîòðåëè äâèæåíèå ìàññîâûõ è áåç-
ìàññîâûõ ÷àñòèö â ðàìêàõ êîíöåïöèè ÷àñòèöà-âîëíà, ïîëàãàÿ, ÷òî
äâèæåíèå ëþáûõ ÷àñòèö ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðàñïðîñòðàíåíèå
âîëí â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. Â ýòîì ñëó÷àå äèíà-
ìè÷åñêèé âåêòîð áåçìàññîâûõ ÷àñòèö èìååò âèä

Kα =
∂ψ

∂xα
, (1.60)

ãäå ψ ôàçà âîëíû (ýéêîíàë). Àíàëîãè÷íî ìû ðàññìàòðèâàåì äèíà-
ìè÷åñêèé âåêòîð áåçìàññîâûõ ÷àñòèö

Pα =
~
c

∂ψ

∂xα
, (1.61)

ãäå ~ ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Óðàâíåíèå ôàçû âîëíû (óðàâíåíèå ýé-
êîíàëà) â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óñëîâèåKαK

α =0. Òîãäà õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîå óðàâíåíèå
ýéêîíàëà äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö

1
c2

(∗∂ψ
∂t

)2

− hik
∗∂ψ
∂xi

∗∂ψ
∂xk

= 0 , (1.62)
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è äëÿ ìàññîâûõ ÷àñòèö

1
c2

(∗∂ψ
∂t

)2

− hik
∗∂ψ
∂xi

∗∂ψ
∂xk

=
m2

0c
2

~2
. (1.63)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âîëíîâîé ôîðìû äèíàìè÷åñêîãî âåêòîðà â
îáùåêîâàðèàíòíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.10, 1.12)
è èõ ïðîåöèðîâàíèÿ íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷àåòñÿ âîë-
íîâàÿ ôîðìà õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ. Äëÿ ìàññîâûõ ÷àñòèö ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

± d

dτ

(∗∂ψ
∂t

)
+ F i

∗∂ψ
∂xi

−Di
kv

k
∗∂ψ
∂xi

= 0 , (1.64)

d

dτ

(
hik

∗∂ψ
∂xk

)
− (

Di
k +A·ik·

)(± 1
c2

∗∂ψ
∂t

vk − hkm
∗∂ψ
∂xm

)
±

± 1
c2

∗∂ψ
∂t

F i + hmn∆i
mkv

k
∗∂ψ
∂xn

= 0 ,

(1.65)

ãäå çíàê ïëþñ ó çíàêîïåðåìåííûõ ÷ëåíîâ èìååò ìåñòî ïðè äâèæå-
íèè ÷àñòèö èç ïðîøëîãî â áóäóùåå (ïðÿìîé õîä âðåìåíè) è çíàê ìè-
íóñ ïðè äâèæåíèè èç áóäóùåãî â ïðîøëîå (îáðàòíûé õîä âðåìåíè).
Ïðè÷åì, â îòëè÷èè îò êîðïóñêóëÿðíîé ôîðìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
(1.51, 1.52) è (1.56, 1.57), äàííûå óðàâíåíèÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö âî âðåìåíè. Äëÿ áåçìàññîâûõ
÷àñòèö âîëíîâàÿ ôîðìà õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îòëè÷àåòñÿ òîëüêî òåì, ÷òî âìåñòî òðåõ-
ìåðíîé íàáëþäàåìîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû vi òàì ñòîèò òðåõìåðíûé
õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé âåêòîð ñêîðîñòè ñâåòà ci.

Àñèììåòðè÷íîñòü êîðïóñêóëÿðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â áóäó-
ùåå è â ïðîøëîå ïðèâîäèò íàñ ê î÷åâèäíîìó âûâîäó î òîì, ÷òî
â ÷åòûðåõìåðíîì íåîäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñóùåñòâóåò
íåêîòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ àñèììåòðèÿ íàïðàâëåíèé âî âðåìåíè.
×òîáû ïîíÿòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîé ôóíäàìåíòàëüíîé àñèììåò-
ðèè, â ïðåäûäóùåé ðàáîòå áûë ââåäåí ïðèíöèï çåðêàëà [19].

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
ðàñïîëîæåíî çåðêàëî, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ñå÷å-
íèåì è, òàêèì îáðàçîì, îòäåëÿåò ïðîøëîå îò áóäóùåãî. Òîãäà ÷àñòè-
öû è âîëíû, äâèæóùèåñÿ èç ïðîøëîãî â áóäóùåå (ñ ïîëîæèòåëüíîé
ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññîé è ÷àñòîòîé), óäàðÿþòñÿ î çåðêàëî è íà÷èíà-
þò äâèãàòüñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè âî âðåìåíè, ò.å. â ïðîøëîå.
Ïðè ýòîì èõ õàðàêòåðèñòèêè ïðèîáðåòàþò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
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È íàîáîðîò, ÷àñòèöû è âîëíû, äâèæóùèåñÿ â ïðîøëîå (ñ îòðèöà-
òåëüíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññîé è ÷àñòîòîé), óäàðèâøèñü î çåðêàëî,
ìåíÿþò ñâîè õàðàêòåðèñòèêè íà ïîëîæèòåëüíûå è íà÷èíàþò äâè-
ãàòüñÿ â áóäóùåå. Òîãäà ïðè îòðàæåíèè îò íàøåãî çåðêàëà âåëè÷èíà
∗∂ψ
dt

ìåíÿåò ñâîé çíàê è óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â áóäóùåå
ïðåîáðàçóþòñÿ â óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýòîé æå âîëíû â ïðî-
øëîå (è íàîáîðîò). Ïðè÷åì óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïðè
îòðàæåíèè âî âðåìåíè ïðåîáðàçóþòñÿ äðóã â äðóãà ïîëíîñòüþ, áåç
ñîêðàùåíèÿ è áåç âîçíèêíîâåíèÿ íîâûõ ÷ëåíîâ. Òî åñòü äëÿ âîëíî-
âîé ôîðìû ìàòåðèè èìååò ìåñòî ïîëíîå îòðàæåíèå îò íàøåãî çåð-
êàëà. Îäíàêî êîðïóñêóëÿðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè îòðàæåíèè
îò íàøåãî çåðêàëà ïðåîáðàçóþòñÿ íå ïîëíîñòüþ. Â ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ êîìïîíåíòàõ óðàâíåíèé äëÿ ìàññîâûõ è áåçìàññîâûõ ÷àñòèö,
äâèæóùèõñÿ èç ïðîøëîãî â áóäóùåå, ïðèñóòñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé
÷ëåí

2m
(
Di
k +A·ik·

)
vk, 2k

(
Di
k +A·ik·

)
ck, (1.66)

îòñóòñòâóþùèé â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ èç áóäóùåãî â ïðîøëîå.
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïðîøëîå ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ çåð-
êàëîì ïðèîáðåòàþò äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí. È íàîáîðîò, óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â áóäóùåå ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñ çåðêàëîì òåðÿ-
þò îäèí ÷ëåí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ñ äâèæåíèåì ÷àñòèö
(êîðïóñêóëÿðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ), òàê è â ñëó÷àå ñ ðàñïðî-
ñòðàíåíèåì âîëí (âîëíîâûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ), ìû èìååì äåëî
íå ñ ïðîñòûì �îòñêàêèâàíèåì� îò çåðêàëà, à ñ ïðîõîæäåíèåì ñêâîçü
ñàìî çåðêàëî â äðóãîé ìèð, ò.å. â çàçåðêàëüå.

Â ìèðå çàçåðêàëüÿ âñå ÷àñòèöû èìåþò îòðèöàòåëüíûå ìàññû è
÷àñòîòû è äâèæóòñÿ (ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ â íàøåì ìèðå) èç
áóäóùåãî â ïðîøëîå. Ïðè ýòîì âîëíîâàÿ ôîðìà ìàòåðèè íàøåãî ìè-
ðà íå âëèÿåò íà ñîáûòèÿ â çàçåðêàëüå, è âîëíîâàÿ ôîðìà ìàòåðèè èç
çàçåðêàëüÿ íå âëèÿåò íà ñîáûòèÿ â íàøåì ìèðå. Íàîáîðîò, êîðïóñ-
êóëÿðíàÿ ôîðìà ìàòåðèè (÷àñòèöû) íàøåãî ìèðà ìîæåò îêàçûâàòü
âëèÿíèå íà ñîáûòèÿ â çàçåðêàëüå, è ÷àñòèöû ìàòåðèè çàçåðêàëüÿ ìî-
ãóò âëèÿòü íà ñîáûòèÿ íàøåãî ìèðà. Ïîëíàÿ èçîëÿöèÿ íàøåãî ìèðà
îò çàçåðêàëüÿ (òî åñòü îòñóòñòâèå âçàèìíîãî âëèÿíèÿ ÷àñòèö èç îáî-
èõ ìèðîâ) ðåàëèçóåòñÿ ïðè î÷åâèäíîì óñëîâèè Di

kv
k =−A·ik·vk, ïðè

êîòîðîì äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí â êîðïóñêóëÿðíûõ óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ ðàâåí íóëþ. Ýòî ïðîèñõîäèò, â ÷àñòíîñòè, êîãäàDi

k =0 è A·ik·=0,
ò.å. ïðè ïîëíîì îòñóòñòâèè äåôîðìàöèè è âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
òåëà îòñ÷åòà.

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè äâèæåíèÿ ÷àñòèö òîëüêî âäîëü
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íåèçîòðîïíûõ òðàåêòîðèé, ãäå ds2 = c2dτ2− dσ2> 0, è âäîëü èçî-
òðîïíûõ (ñâåòîïîäîáíûõ) òðàåêòîðèé, ãäå ds2 =0 è c2dτ2 = dσ2 6=0.
Êðîìå òîãî, â ïðåäûäóùåé ðàáîòå [19] ìû ðàññìîòðåëè òðàåêòîðèè
òðåòüåãî òèïà, äëÿ êîòîðûõ, êðîìå ds2 = 0, âûïîëíÿþòñÿ áîëåå ñòðî-
ãèå óñëîâèÿ c2dτ2 = dσ2 =0. Òîãäà

dτ =
[
1− 1

c2
(
w + viu

i
)]

dt = 0 , (1.67)

dσ2 = hikdx
idxk = 0 . (1.68)

Òàêèå òðàåêòîðèè ìû íàçûâàåì ïîëíîñòüþ âûðîæäåííûìè èëè
íóëü-òðàåêòîðèÿìè, ò.ê. ñ òî÷êè çðåíèÿ îáû÷íîãî äîñâåòîâîãî íà-
áëþäàòåëÿ âäîëü íèõ ðàâíû íóëþ èíòåðâàë íàáëþäàåìîãî âðåìå-
íè è íàáëþäàåìûé òðåõìåðíûé èíòåðâàë. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü,
÷òî âäîëü íóëü-òðàåêòîðèé äåòåðìèíàíò ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè-
÷åñêîãî òåíçîðà ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ðàâåí íóëþ, ò.å. g=0. Â
ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ïî îïðåäåëåíèþ g < 0, ò.å. ìåòðèêà ÿâëÿåò-
ñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî íóëü-òðàåêòîðèè ëåæàò
çà ïðåäåëàìè ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëíîñòüþ
âûðîæäåííîé ìåòðèêîé ìû áóäåì íàçûâàòü íóëü-ïðîñòðàíñòâîì, à
÷àñòèöû, äâèæóùèåñÿ ïî òðàåêòîðèÿì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, áóäåì
íàçûâàòü íóëü ÷àñòèöàìè.

Ôèçè÷åñêèå óñëîâèÿ ïîëíîãî âûðîæäåíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóë (1.67, 1.68)

w + viu
i = c2, (1.69)

giku
iuk = c2

(
1− w

c2

)2

. (1.70)

Ñîîòâåòñòâåííî, ìàññà íóëü-÷àñòèöM , âêëþ÷àþùàÿ ôèçè÷åñêèå
óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ, îòëè÷àåòñÿ îò ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññû m îáû÷-
íûõ ÷àñòèö íåâûðîæäåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è èìååò âèä

M =
m

1− 1

c2
(w + viui)

, (1.71)

ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå äâóõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ ïðè âûðîæäåíèè ìåòðèêè ðàâíà íóëþ, íî èõ îòíîøåíèå íå ðàâ-
íî íóëþ∗.

∗Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö, ò.ê. ïðè
v2 = c2 âåëè÷èíû m0 =0 è

p
1− v2/c2 = 0, íî èõ îòíîøåíèå íå ðàâíî íóëþ

m = m0√
1− v2/c2

6=0.
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Êîðïóñêóëÿðíàÿ è âîëíîâàÿ ôîðìû äèíàìè÷åñêîãî âåêòîðà
íóëü-÷àñòèö èìåþò âèä

Pα =
M

c

dxα

dt
, Pα =

~
c

∂ψ

∂xα
. (1.72)

Òîãäà êîðïóñêóëÿðíàÿ ôîðìà õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ
äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â íóëü-ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

MDiku
iuk = 0 , (1.73)

d

dt

(
Mui

)
+M∆i

nku
nuk = 0 . (1.74)

Âîëíîâàÿ ôîðìà ýòèõ óðàâíåíèé

Dm
k u

k
∗∂ψ
∂xm

= 0 , (1.75)

d

dt

(
hik

∗∂ψ
∂xk

)
+ hmn∆i

mku
k
∗∂ψ
∂xn

= 0 . (1.76)

Óðàâíåíèå ýéêîíàëà äëÿ íóëü-÷àñòèö èìååò âèä

hik
∗∂ψ
∂xi

∗∂ψ
∂xk

= 0 (1.77)

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ñòîÿ÷åé âîëíû (èíôîðìàöèîííîå
êîëüöî). Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ îáû÷íîãî äîñâåòîâîãî íà-
áëþäàòåëÿ, âñå íóëü-ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî ñèñòåìîé ñòîÿ÷èõ âîëí
(íóëü-÷àñòèö), ò.å. ãîëîãðàììîé. Êðîìå òîãî, â íóëü-ïðîñòðàíñòâå
íàáëþäàåìîå âðåìÿ èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå äëÿ ëþáûõ äâóõ
ñîáûòèé (1.67). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ îáû÷íîãî íàáëþ-
äàòåëÿ ñêîðîñòü íóëü-÷àñòèö áåñêîíå÷íà, ò.å. íóëü-÷àñòèöû ìîãóò
ìãíîâåííî ïåðåíîñèòü èíôîðìàöèþ èç îäíîé òî÷êè íàøåãî îáû÷íî-
ãî ìèðà â äðóãóþ, îñóùåñòâëÿÿ äàëüíîäåéñòâèå è ÿâëÿþòñÿ íîñè-
òåëÿìè êàêîãî-òî îñîáîãî âèäà âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðèðîäà êîòîðîãî,
âîçìîæíî, ïðîÿñíèòñÿ ïðè áóäóùèõ èññëåäîâàíèÿõ.

�1.4 Íåãåîäåçè÷åñêîå äâèæåíèå ÷àñòèö. Ïîñòàíîâêà çà-
äà÷è

Èòàê, ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè ÷àñòèöû (äâèæåíèå âäîëü ãåîäåçè÷å-
ñêèõ ëèíèé) àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ äèíàìè÷åñêîãî âåêòîðà ÷àñòè-
öû (÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà èìïóëüñà) ðàâíà íóëþ, è åãî êâàäðàò
ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, ò.å. ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñìûñëå Ëåâè-×èâèòà.

Ïðè íåñâîáîäíîì (íåãåîäåçè÷åñêîì) äâèæåíèè ÷àñòèöû àáñîëþò-
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íàÿ ïðîèçâîäíàÿ åå ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà íå ðàâíà íóëþ. Îä-
íàêî â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà íóëþ àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ñóììû
÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà ÷àñòèöû Pα è âåêòîðà èìïóëüñà Lα, ïðè-
îáðåòàåìîãî ÷àñòèöåé èç-çà åå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíèì ïîëåì èëè
ïîëÿìè, êîòîðûå îòêëîíÿþò åå äâèæåíèå îò ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè.
Â ïðèíöèïå ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñóïåðïîçè-
öèè ñêîëüêèõ óãîäíî âåêòîðîâ [1]. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé íåãåîäåçè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö íåîá-
õîäèìî, ïðåæäå âñåãî, îïðåäåëèòü âîçìóùàþùèå ïîëÿ íåãðàâèòàöè-
îííîé ïðèðîäû.

Åñòåñòâåííî, âíåøíåå ïîëå áóäåò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ ÷àñòèöåé,
îòêëîíÿÿ åå îò ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè, òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòà
÷àñòèöà îáëàäàåò ôèçè÷åñêèì ñâîéñòâîì òîãî æå ðîäà, ÷òî è âíåø-
íåå ïîëå. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, èçâåñòíû òðè ôóíäàìåíòàëüíûõ ôè-
çè÷åñêèõ ñâîéñòâà ÷àñòèö, íå ñâîäÿùèåñÿ íè ê êàêèì äðóãèì. Ýòî
ìàññà ÷àñòèöû, ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä è ñïèí. Åñëè ôóíäàìåíòàëü-
íîñòü ïåðâûõ äâóõ ñâîéñòâ íå âûçûâàëà ñîìíåíèé, òî â ïåðâûå ãî-
äû ïîñëå îïûòîâ Î.Øòåðíà è Â. Ãåðëàõà (1921) è èõ èíòåðïðåòàöèè
Ñ. Ãàóäñìèòîì è Ã.Óëåíáåêîì (1925) ñïèí ýëåêòðîíà èíòåðïðåòèðî-
âàëñÿ êàê åãî ñîáñòâåííûé ìîìåíò èìïóëüñà, âûçâàííûé âðàùåíèåì
âîêðóã ñâîåé îñè. Îäíàêî ýêñïåðèìåíòû ïîñëåäóþùèõ äåñÿòèëåòèé,
â ÷àñòíîñòè, îòêðûòèå ñïèíà è ó äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ïîêà-
çàëè îøèáî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ î ÷àñòèöàõ ñî ñïèíîì, êàê î áûñò-
ðî âðàùàþùèõñÿ âîë÷êàõ. Ñïèí îêàçàëñÿ òàêèì æå ôóíäàìåíòàëü-
íûì ñâîéñòâîì ÷àñòèö, êàê ìàññà è çàðÿä, õîòÿ îí èìååò ðàçìåð-
íîñòü ìîìåíòà èìïóëüñà è ïðè âçàèìîäåéñòâèÿõ ïðîÿâëÿåòñÿ â âè-
äå ñîáñòâåííîãî âðàùàòåëüíîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû. Ãðàâèòàöèîííîå
ïîëå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãåîìåòðèçîâàíî. Â òåîðèè õðîíîìåòðè÷å-
ñêèõ èíâàðèàíòîâ ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíàÿ ñèëà è ãðàâèòàöè-
îííûé ïîòåíöèàë (1.38) ïîëó÷åíû êàê ôóíêöèè òîëüêî ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû
â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ìû ôàêòè÷åñêè ðàññìàòðèâàåì åå
äâèæåíèå â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Îäíàêî, ìîæíî ëè âûðàçèòü ÷å-
ðåç ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà ýëåêòðîìàãíèò-
íóþ ñèëó è ïîòåíöèàë, äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî. Ïîýòîìó ýëåêòðî-
ìàãíèòíîå ïîëå ïîêà íå ãåîìåòðèçîâàíî è ââîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ êàê îòäåëüíîå òåíçîðíîå ïîëå (ïîëå òåíçîðà Ìàêñâåëëà).

Íà äàííûé ìîìåíò îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé òåî-
ðèè ïîëó÷åíû â îáùåêîâàðèàíòíîì âèäå. Íåñìîòðÿ íà ýòî, êîíêðåò-
íûå çàäà÷è èç-çà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå îáû÷íî
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ðåøàþò èëè äëÿ êàêèõ-òî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ èëè â ãàëèëååâîé ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî.

Â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà ïîëó÷àåò îò ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åòûðåõìåðíûé èìïóëüñ e

c2
Aα, ãäå Aα ÷åòû-

ðåõìåðíûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è e çàðÿä ÷àñòèöû
[10,20]. Ñóììèðóÿ ýòîò äîïîëíèòåëüíûé èìïóëüñ ñ ñîáñòâåííûì âåê-
òîðîì èìïóëüñà ÷àñòèöû è îñóùåñòâëÿÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ìû
ïîëó÷èì îáùåêîâàðèàíòíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çà-
ðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ñëîæíåå äåëî îáñòîèò äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì.
×òîáû âû÷èñëèòü èìïóëüñ, ñîîáùàåìûé ÷àñòèöå çà ñ÷åò åå ñïèíà,
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âíåøíåå ïîëå, âçàèìîäåéñòâóþùåå ñî ñïè-
íîì êàê ñ ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì ÷àñòèöû. Ïåðâîíà÷àëüíî
ýòó çàäà÷ó ðàññìàòðèâàëè òîëüêî ìåòîäàìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè
(óðàâíåíèÿ Äèðàêà, 1928). Ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè Îáùåé Òåî-
ðèè Îòíîñèòåëüíîñòè ýòó ïðîáëåìó îäíèìè èç ïåðâûõ èññëåäîâàë
À.Ïàïàïåòðó, çàòåì � ñîâìåñòíî ñ Å.Êîðèíàëäåçè [21, 22]. Â îñ-
íîâå èõ ïîäõîäà áûëî ïðåäñòàâëåíèå î ÷àñòèöàõ âîîáùå êàê î ìå-
õàíè÷åñêèõ ìîíîïîëÿõ è äèïîëÿõ. Ñ òàêîé òî÷êè çðåíèÿ îáû÷íàÿ
ìàññîâàÿ ÷àñòèöà � ìåõàíè÷åñêèé ìîíîïîëü. Ýòî ÷àñòèöà, êîòîðóþ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ìàññ, âðàùàþùèõñÿ âîêðóã îáùåãî
öåíòðà òÿæåñòè (ìåõàíè÷åñêèé äèïîëü). Òàêèì îáðàçîì, îïèðàÿñü
íà ïðåäñòàâëåíèå î ÷àñòèöå ñî ñïèíîì êàê î âðàùàþùåìñÿ âîë÷êå,
ìîæíî (â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèå) ðàññìàòðèâàòü åå â âèäå ìåõàíè-
÷åñêîãî äèïîëÿ, öåíòð òÿæåñòè êîòîðîãî ëåæèò ïîä ïîâåðõíîñòüþ
÷àñòèöû. Çàòåì Ïàïàïåòðó è Êîðèíàëäåçè ðàññìîòðåëè äâèæåíèå
ìåõàíè÷åñêîãî äèïîëÿ â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé
Øâàðöøèëüäà, ò.å. â î÷åíü ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âðàùåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà ðàâíî íóëþ è åãî ìåòðèêà ñòàöèîíàðíà (òåíçîð ñêîðîñòåé
äåôîðìàöèè ðàâåí íóëþ).

Áåçóñëîâíî, ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Ïàïàïåòðó, çàñëóæèâàåò âíè-
ìàíèÿ, íî ó íåãî åñòü ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê. Ðàçðàáîòàííûé åùå
â 40-å ãîäû, îí ïîëíîñòüþ îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè î ÷àñòèöå ñî
ñïèíîì êàê î áûñòðî âðàùàþùåìñÿ âîë÷êå, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé∗.

Ñóùåñòâóåò è äðóãîé ñïîñîá ðåøèòü çàäà÷ó î äâèæåíèè ÷àñòè-
öû ñî ñïèíîì. Â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ôóíäàìåíòàëüíûé ìåò-
ðè÷åñêèé òåíçîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì gαβ = gβα. Òåì íå ìåíåå

∗Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå ýëåêòðîí â âèäå øàðèêà ñ ðàäèóñîì
re= 2.8×10−13 ñì, òî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü åãî ñïèíîâîãî âðàùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè
ñîñòàâèò u = ~

2m0re
= 2×1011 ñì/ñåê, ò.å. ïî÷òè â 70 ðàç áîëüøå ñêîðîñòè ñâåòà.

Îäíàêî ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêèõ ñêîðîñòåé â ýëåêòðîíå íåò.
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ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ìåòðè÷åñêèé òåí-
çîð èìååò ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó gαβ 6= gβα (ãåîìåòðèÿ òàêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà áóäåò íåðèìàíîâîé). Òîãäà â ìåòðè÷åñêîì òåíçîðå ìîæ-
íî âûäåëèòü àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü, íå ðàâíóþ íóëþ∗. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå äîáàâêè ïîëó÷àþòñÿ òàêæå â ñèìâîëàõ Êðèñòîôôåëÿ Γαµν
(1.2) è â òåíçîðå êðèâèçíû Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ Rαβµν . Ðåçóëü-
òàòîì ýòèõ äîáàâîê ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè ïåðåíîñå ïî çàìêíóòîìó
êîíòóðó âåêòîð íå ïðèõîäèò â íà÷àëüíóþ òî÷êó, ò.å. òðàåêòîðèÿ ïå-
ðåíîñà çàêðó÷èâàåòñÿ íàïîäîáèå ñïèðàëè. Òàêîå ïðîñòðàíñòâî íà-
çûâàþò ïðîñòðàíñòâîì ñ êðó÷åíèåì. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî
ðàññìîòðåòü ñïèíîâîå âðàùåíèå ÷àñòèöû êàê ïåðåíîñ âåêòîðà âðà-
ùåíèÿ ïî êîíòóðó åå ïîâåðõíîñòè, ãåíåðèðóþùèé ëîêàëüíîå ïîëå
êðó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî ó ýòîãî ìåòîäà òàêæå åñòü ñóùå-
ñòâåííûå íåäîñòàòêè. Âî-ïåðâûõ, ïðè gαβ 6= gβα ôóíêöèè êîìïîíåíò
ñ ðàçíûì ïîðÿäêîì èíäåêñîâ ìîãóò áûòü ñàìûìè ðàçíîîáðàçíûìè.
Ýòè ôóíêöèè íåîáõîäèìî êàê-òî ôèêñèðîâàòü, ôàêòè÷åñêè çàäàâàÿ
êîíêðåòíîå ïîëå êðó÷åíèÿ, ÷òî ðåçêî ñóæàåò îáëàñòü ðåøåíèé, ïîç-
âîëÿÿ ñòðîèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òîëüêî äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷à-
åâ. Âî-âòîðûõ, ýòîò ìåòîä ïîëíîñòüþ îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè î
ôèçè÷åñêîé ïðèðîäå ñïèíà êàê î ëîêàëüíîì ïîëå êðó÷åíèÿ, âûçâàí-
íîì ïåðåíîñîì âåêòîðà âðàùåíèÿ ÷àñòèöû ïî êîíòóðó. À ýòî, â ñâîþ
î÷åðåäü, îïÿòü-òàêè ïîäðàçóìåâàåò ïðåäñòàâëåíèå î ÷àñòèöå ñî ñïè-
íîì êàê î âðàùàþùåìñÿ âîë÷êå êîíå÷íîãî ðàäèóñà (êàê è â ìåòîäå
Ïàïàïåòðó), ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Òåì íå ìåíåå íåò ñîìíåíèé, ÷òî äîïîëíèòåëüíûé èìïóëüñ, ñîîá-
ùàåìûé ÷àñòèöå ñî ñïèíîì, ìîæíî ïîñòðîèòü ãåîìåòðè÷åñêèìè ìå-
òîäàìè Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè. Ñëîæèâ åãî ñ ñîáñòâåííûì
äèíàìè÷åñêèì âåêòîðîì ÷àñòèöû (âîçäåéñòâèå ãðàâèòàöèîííîãî ïî-
ëÿ) è îñóùåñòâèâ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ìû ïîëó÷èì îáùåêîâàðè-
àíòíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì†.

∗Âîîáùå, â ëþáîì òåíçîðå 2-ãî è áîëåå âûñîêîãî ðàíãà ìîæíî âûäåëèòü
ñèììåòðè÷íóþ è àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòè. Íàïðèìåð, äëÿ òåíçîðà 2-ãî ðàíãà
gαβ = 1

2

`
gαβ + gβα

´
+ 1

2

`
gαβ − gβα

´
= Sαβ + Nαβ ãäå Sαβ ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü è

Nαβ àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü òåíçîðà. Òàê êàê ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ðèìàíîâà
ïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷åí (gαβ = gβα), òî åãî àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ðàâíà
íóëþ.

†Ìû ïèñàëè ýòè ñòðîêè â ñåðåäèíå 1990-õ ãîäîâ, â ïåðâîì èçäàíèè ýòîé êíè-
ãè. Â 2007 ãîäó íîâûé îðèãèíàëüíûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì
áûë ïðåäëîæåí Èíäðàíó Ñóýíäðî [23, 24] íà îñíîâå åãî ïðåäñòàâëåíèé î ñïèíå
êàê î ýëåìåíòàðíîì âèõðå ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòîò ïîäõîä, áóäó÷è ÷èñòî ãåî-
ìåòðè÷åñêèì, áîëåå áëèçîê ê èäåîëîãèè Ýéíøòåéíà (ãåîìåòðèçàöèÿ ìàòåðèè è
âçàèìîäåéñòâèé), ÷åì ïîäõîä ÷åðåç ëàãðàíæèàí äåéñòâèÿ, ïðåäëîæåííûé â Ãëà-
âå 4 ýòîé êíèãè.
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Ïîñëå òîãî, êàê íàì ñòàíóò èçâåñòíû îáùåêîâàðèàíòíûå äèíàìè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì è ñïè-
íîì, èõ íåîáõîäèìî ñïðîåöèðîâàòü íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî ñî-
ïóòñòâóþùåé ñèñòåìû îòñ÷åòà è âûðàçèòü ÷åðåç ôèçè÷åñêèå íàáëþ-
äàåìûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà. Â ðåçóëüòàòå ìû ïî-
ëó÷èì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå (ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå)
äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íåãåîäåçè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Òàêèì
îáðàçîì, çàäà÷à, êîòîðóþ íàì ïðåäñòîèò ðåøèòü â ýòîé êíèãå, ñîñòî-
èò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ. Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü õðîíî-
ìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíóþ òåîðèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïñåâ-
äîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå è íà åå áàçå âûâåñòè õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷à-
ñòèöû. Ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ïîñâÿùåíà òðåòüÿ ãëàâà íàøåé êíèãè.
Äàëåå íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü òåîðèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì.
Ìû áóäåì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó â ñàìîì îáùåì âèäå, ïîëàãàÿ ñïèí
îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèè (êàê åå ìàññà èëè çà-
ðÿä). Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïîêàæåò, ÷òî ñî
ñïèíîì âçàèìîäåéñòâóåò ïîëå íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ñîîá-
ùàÿ ÷àñòèöå äîïîëíèòåëüíûé èìïóëüñ. Òàì æå ìû ïîëó÷èì õðîíî-
ìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ
÷àñòèöû ñî ñïèíîì. Â ïÿòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì íàáëþäàåìûå
ïðîåêöèè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà. Íà èõ îñíîâå áóäóò èññëåäîâàíû
ñâîéñòâà ôèçè÷åñêîãî âàêóóìà è èõ ïðîÿâëåíèÿ â êîñìîëîãèè.

Íî ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ýòèì èññëåäîâàíèÿì, ìû ñ÷èòàåì
íåîáõîäèìûì èçëîæèòü ÷åòûðåõìåðíûé òåíçîðíûé àíàëèç â òåð-
ìèíàõ íàáëþäàåìûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Â îðèãèíàëüíûõ ðàáîòàõ
Çåëüìàíîâà îí áûë ðàçðàáîòàí äîñòàòî÷íî, íî èçëîæåí âåñüìà ôðàã-
ìåíòàðíî, ÷òî íå ïîçâîëÿëî ÷èòàòåëþ, íåçíàêîìîìó ðàíåå ñ ýòèì ìà-
òåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì, îñâîèòü åãî ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïîýòîìó ìû
âêëþ÷èëè â êíèãó ñëåäóþùóþ ãëàâó, ñ êîòîðîé ðåêîìåíäóåì îçíàêî-
ìèòüñÿ âñåì, êòî ñîáèðàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ â ñâîèõ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíè-
ÿõ. Õîòÿ äëÿ îáùåãî ïîíèìàíèÿ êíèãè ýòî íå ñòðîãî îáÿçàòåëüíî.



Ãëàâà 2 Îñíîâû òåíçîðíîé àëãåáðû è
àíàëèçà â òåðìèíàõ

ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ
âåëè÷èí

�2.1 Òåíçîðû è òåíçîðíàÿ àëãåáðà
Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî (íåîáÿçàòåëüíî ìåòðè÷åñêîå) è
â íåì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò xα. Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëà-
ñòè äàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò îáúåêò G, çàäàííûé n ôóíê-
öèÿìè fn îò êîîðäèíàò xα, è èçâåñòåí çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïî
êîòîðîìó ìîæíî âû÷èñëèòü ýòè n ôóíêöèé â ëþáîé äðóãîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò x̃α äàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà G ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, êîòîðûé â ñèñòåìå êîîðäèíàò xα èìååò
îñåâûå êîìïîíåíòû fn (xα) è â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x̃α
èìååò êîìïîíåíòû f̃n (x̃α).

Òåíçîðíûì îáúåêòîì (òåíçîðîì) íóëåâîãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêèé îáúåêò ϕ, ïðåîáðàçóþùèéñÿ ïî çàêîíó

ϕ̃ = ϕ
∂xα

∂x̃α
, (2.1)

ãäå èíäåêñ ïðîáåãàåò ïî î÷åðåäè íîìåðà âñåõ êîîðäèíàòíûõ îñåé
(òàêóþ ôîðìó çàïèñè íàçûâàþò ïîêîìïîíåíòíîé, èëè òåíçîðíîé).
Òåíçîð íóëåâîãî ðàíãà èìååò âñåãî îäíó êîìïîíåíòó è èíà÷å íàçû-
âàåòñÿ ñêàëÿðîì. Â ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿð � ýòî òî÷êà, õàðàêòåðèçó-
þùàÿñÿ íåêîòîðûì ÷èñëîì. Ñîîòâåòñòâåííî, ñêàëÿðíîå ïîëå åñòü
ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, îáúåäèíåííûõ íåêîòîðûì îáùèì
ñâîéñòâîì. Íàïðèìåð, ìàññà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñêàëÿð, òîãäà êàê ðàñïðåäåëåíèå ìàññû â ãàçå (êàê ìíîæåñòâî
òî÷åê ïðîñòðàíñòâà) îáðàçóåò ñêàëÿðíîå ïîëå∗.

Êîíòðàâàðèàíòíûì òåíçîðîì 1-ãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêèé îáúåêò Aα, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó

Ãα = Aµ
∂x̃α

∂xµ
. (2.2)

∗Àëãåáðàè÷åñêè çàïèñü òåíçîðà è òåíçîðíîãî ïîëÿ íå îòëè÷àþòñÿ: ïîëå òåí-
çîðà çàïèñûâàåòñÿ, êàê è ñàì òåíçîð, â òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, íî ïðè ýòîì ïîäðà-
çóìåâàåòñÿ åãî ïðèñóòñòâèå è â äðóãèõ òî÷êàõ äàííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà.
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Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî n-ìåðíûé âåêòîð. Íàïðèìåð, ýëåìåíòàðíûé
âåêòîð ñìåùåíèÿ dxα ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì òåíçîðîì 1-ãî
ðàíãà. Êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð 2-ãî ðàíãà Aαβ åñòü ãåîìåòðè÷å-
ñêèé îáúåêò, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì

Ãαβ = Aµν
∂x̃α

∂xµ
∂x̃β

∂xν
. (2.3)

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ïëîùàäêà (ïàðàëëåëîãðàìì), îáðàçîâàííûé
äâóìÿ âåêòîðàìè. Ïîýòîìó êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð 2-ãî ðàíãà
èíîãäà íàçûâàþò áèâåêòîðîì.

Àíàëîãè÷íî, êîíòðàâàðèàíòíûå òåíçîðû âûñøåãî ðàíãà èìåþò
âèä

Ãα...σ = Aµ...τ
∂x̃α

∂xµ
· · · ∂x̃

σ

∂xτ
. (2.4)

Êîâàðèàíòíûé òåíçîð 1-ãî ðàíãà Aα ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåò-
ðè÷åñêèé îáúåêò, ïðåîáðàçóþùèéñÿ ïî çàêîíó

Ãα = Aµ
∂xµ

∂x̃α
. (2.5)

Â ÷àñòíîñòè, êîâàðèàíòíûì òåíçîðîì 1-ãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ ãðà-
äèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ êàêîãî-ëèáî èíâàðèàíòà, íàïðèìåð ϕ, ò.å.
âåëè÷èíà Aα = ∂ϕ

∂xα . Òî åñòü, ò.ê. äëÿ èíâàðèàíòà ϕ̃=ϕ, òî

∂ϕ̃

∂x̃α
=

∂ϕ̃

∂xµ
∂xµ

∂x̃α
=

∂ϕ

∂xµ
∂xµ

∂x̃α
. (2.6)

Êîâàðèàíòíûì òåíçîðîì 2-ãî ðàíãà Aαβ íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêèé îáúåêò, çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîòîðîãî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì

Ãαβ = Aµν
∂xµ

∂x̃α
∂xν

∂x̃β
. (2.7)

Êîâàðèàíòíûå òåíçîðû âûñøåãî ðàíãà ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó

Ãα...σ = Aµ...τ
∂xµ

∂x̃α
· · · ∂x

τ

∂x̃σ
. (2.8)

Ñìåøàííûìè òåíçîðàìè íàçûâàþò òàêèå òåíçîðû 2-ãî ðàíãà è
âûøå, ó êîòîðûõ èìåþòñÿ è âåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû. Òàê, ñìå-
øàííûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð Aαβ åñòü ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, ïðå-
îáðàçóþùèéñÿ ïî çàêîíó

Ãαβ = Aµν
∂x̃α

∂xµ
∂xν

∂x̃β
. (2.9)
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Òåíçîðíûå îáúåêòû ñóùåñòâóþò êàê â ìåòðè÷åñêèõ, òàê è â íå-
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ãäå íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü ðàññòîÿíèå
ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè òî÷êàìè∗. ×èñëî êîìïîíåíò òåíçîðà ðàâíî an
ãäå a ðàçìåðíîñòü òåíçîðà è n åãî ðàíã. Òàê, ÷åòûðåõìåðíûé òåí-
çîð íóëåâîãî ðàíãà èìååò 1 êîìïîíåíòó, òåíçîð 1-ãî ðàíãà èìååò 4
êîìïîíåíòû, ó òåíçîðà 2-ãî ðàíãà 16 êîìïîíåíò è òàê äàëåå. Îäíàêî
èíäåêñû, ò.å. îñåâûå êîìïîíåíòû, ìîãóò èìåòü íå òîëüêî òåíçîðû,
íî è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû âè-
äèì êàêóþ-ëèáî âåëè÷èíó, çàïèñàííóþ â ïîêîìïîíåíòíîì âèäå, ýòî
åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì. Ïðàêòè÷åñêè, ÷òîáû
óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ îáúåêò òåíçîðîì èëè íåò, íåîáõîäèìî çíàòü âû-
ðàæåíèå äëÿ äàííîãî îáúåêòà â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò è
ïðåîáðàçîâàòü åãî â ëþáóþ äðóãóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Íàïðèìåð,
ÿâëÿþòñÿ ëè òåíçîðàìè êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ò.å.
ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ? Âûÿñíèòü ýòî ìîæíî, íàéäÿ èõ çíà÷åíèÿ â
äðóãîé (òèëüäîâàííîé) ñèñòåìå êîîðäèíàò

Γ̃αµν = g̃ασ Γ̃µν,σ , Γ̃µν,σ =
1
2

(
∂g̃µσ
∂x̃ν

+
∂g̃νσ
∂x̃µ

− ∂g̃µν
∂x̃σ

)
(2.10)

÷åðåç çíà÷åíèÿ â íåòèëüäîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ôóíäàìåí-
òàëüíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, êàê è ëþáîé äðóãîé êîâàðèàíòíûé
òåíçîð 2-ãî ðàíãà, ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

g̃µσ = gετ
∂xε

∂x̃µ
∂xτ

∂x̃σ
. (2.11)

Òàê êàê gετ çàâèñèò îò íåòèëüäîâàííûõ êîîðäèíàò, òî åãî ïðîèç-
âîäíàÿ ïî òèëüäîâàííûì êîîðäèíàòàì (òàêæå ôóíêöèè íåòèëüäî-
âàííûõ êîîðäèíàò) ðàâíà

∂gετ
∂x̃ν

=
∂gετ
∂xρ

∂xρ

∂x̃ν
. (2.12)

Òîãäà ïåðâûé ÷ëåí â ñêîáêàõ (2.10) èìååò âèä
∂g̃µσ
∂x̃ν

=
∂gετ
∂xρ

∂xρ

∂x̃ν
∂xε

∂x̃µ
∂xτ

∂x̃σ
+gετ

(
∂xτ

∂x̃σ
∂2xε

∂x̃ν∂x̃µ
+
∂xε

∂x̃µ
∂2xτ

∂x̃ν∂x̃σ

)
. (2.13)

∗Â íåìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, êàê èçâåñòíî, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
íå ìîæåò áûòü èçìåðåíî. Âåðíåå, òàì ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ïàðàìåòðà
ïðîñòðàíñòâà êàê �ðàññòîÿíèå�. Ýòî íàõîäèòñÿ â ñèëüíîì ïðîòèâîðå÷èè ñ ìåòðè-
÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Â òåîðèÿõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè-ìàòåðèè, òàêèõ êàê
Îáùàÿ Òåîðèÿ Îòíîñèòåëüíîñòè è åå ðàñøèðåíèÿ, ìû ðàññìàòðèâàåì ìåòðè÷å-
ñêèå ïðîñòðàíñòâà, ò.ê. â îñíîâå âñåõ ýòèõ òåîðèé ëåæàò èçìåðåíèÿ ïðîìåæóò-
êîâ âðåìåíè è îòðåçêîâ ïðîñòðàíñòâà, ÷òî áûëî áû ïðîñòî áåññìûñëåííûì â
êàêîì-ëèáî íåìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
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Àíàëîãè÷íî, âû÷èñëÿÿ îñòàëüíûå ÷ëåíû òèëüäîâàííûõ ñèìâî-
ëîâ Êðèñòîôôåëÿ (2.10), ïîñëå ïåðåñòàíîâîê ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ
ïîëó÷àåì

Γ̃µν,σ = Γερ,τ
∂xε

∂x̃µ
∂xρ

∂x̃ν
∂xτ

∂x̃σ
+ gετ

∂xτ

∂x̃σ
∂2xε

∂x̃µ∂x̃ν
, (2.14)

Γ̃αµν = Γγερ
∂x̃α

∂xγ
∂xε

∂x̃µ
∂xρ

∂x̃ν
+
∂x̃α

∂xγ
∂2xγ

∂x̃µ∂x̃ν
. (2.15)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà (ñèì-
âîëû Êðèñòîôôåëÿ) ïðåîáðàçóþòñÿ íå êàê òåíçîðû, ò.å. òåíçîðàìè
íå ÿâëÿþòñÿ. Òåíçîðû ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå ìàòðèö. Îäíàêî
íà ïðàêòèêå òàêàÿ ôîðìà çàïèñè íàãëÿäíà ëèøü äëÿ òåíçîðîâ 1-
ãî ðàíãà (îäíîðÿäíûå ìàòðèöû) è 2-ãî ðàíãà (ïëîñêèå ìàòðèöû).
Íàïðèìåð, ýëåìåíòàðíûé ÷åòûðåõìåðíûé òåíçîð ñìåùåíèÿ

dxα =
(
dx0, dx1, dx2, dx3

)
(2.16)

è ÷åòûðåõìåðíûé ôóíäàìåíòàëüíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

gαβ =




g00 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33


 . (2.17)

Òåíçîð 3-åãî ðàíãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåìíóþ ìàòðèöó. Çà-
ïèñü êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ âûñøèõ ðàíãîâ â âèäå ìàòðèö åùå áîëåå
ïðîáëåìàòè÷íà.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê òåíçîðíîé àëãåáðå � ðàçäåëó òåíçîðíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä
òåíçîðàìè. Ñêëàäûâàòü (èëè âû÷èòàòü) ìîæíî òîëüêî îäíîòèïíûå
òåíçîðû îäíîãî è òîãî æå ðàíãà, ó êîòîðûõ èíäåêñû çàíèìàþò îäè-
íàêîâîå ïîëîæåíèå. Ïðè ñëîæåíèè äâóõ îäíîòèïíûõ òåíçîðîâ ðàí-
ãà n ïîëó÷àåòñÿ íîâûé òåíçîð òàêîãî æå òèïà è ðàíãà, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî ñóòü ñóììà êîìïîíåíò ñëàãàåìûõ òåíçîðîâ. Íàïðèìåð,

Aα +Bα = Dα, Aαβ +Bαβ = Dα
β . (2.18)

Ïåðåìíîæàòü ìîæíî íå òîëüêî îäíîòèïíûå, íî è âîîáùå ëþáûå
òåíçîðû ëþáûõ ðàíãîâ. Ïðè âíåøíåì óìíîæåíèè òåíçîðîâ ðàíãà n
è m ïîëó÷àåòñÿ òåíçîð ðàíãà n+m

AαβBγ = Dαβγ , AαB
βγ = Dβγ

α . (2.19)
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Ñâåðòûâàíèåì íàçûâàåòñÿ óìíîæåíèå òåíçîðîâ îäíîãî ðàíãà,
ïðè êîòîðîì èíäåêñû ñîâïàäàþò. Â ðåçóëüòàòå ñâåðòûâàíèÿ òåíçîð-
íûõ âåëè÷èí ïî âñåì èíäåêñàì ïîëó÷àåòñÿ ñêàëÿð

AαB
α = C , AγαβB

αβ
γ = D . (2.20)

×àñòî ïðè óìíîæåíèè òåíçîðîâ ñâåðòêà ïðîèñõîäèò íå ïî âñåì
èíäåêñàì. Òàêîå óìíîæåíèå íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì, ïîäðàçóìåâàÿ
ñâåðòêó ÷àñòè èíäåêñîâ âíóòðè ïðîèçâåäåíèÿ

AασB
σ = Dα , AγασB

βσ
γ = Dβ

α . (2.21)

Ñ ïîìîùüþ âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ
ìîæíî âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè òåíçîðàìè èëè íåò. Äëÿ ýòîãî
ñóùåñòâóåò òàê íàçûâàåìàÿ òåîðåìà ÷àñòíîãî:

Òåîðåìà ÷àñòíîãî
Åñëè Bσβ òåíçîð è åãî âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå ñ íåêîòîðûì ãåî-
ìåòðè÷åñêèì îáúåêòîì A (α, σ) åñòü òåíçîð D (α, β)

A (α, σ)Bσβ = D (α, β) , (2.22)

òî äàííûé îáúåêò A (α, σ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì [12].

Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, åñëè ïðè âíóòðåííåì óìíîæåíèè êàêîãî-
ëèáî îáúåêòà Aασ íà òåíçîð Bσβ ïîëó÷àåòñÿ òåíçîð Dβ

α

AασB
σβ = Dβ

α , (2.23)

òî îáúåêò Aασ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì. Èëè, åñëè âíóòðåííåå óìíîæåíèå
íåêîòîðîãî îáúåêòà Aασ íà òåíçîð Bσβ äàåò òåíçîð Dαβ

Aα··σB
σβ = Dαβ , (2.24)

òî îáúåêò Aα··σ åñòü òåíçîð.
Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿ-

þòñÿ åãî ôóíäàìåíòàëüíûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gαβ , êîòîðûé ìî-
æåò ïîäíèìàòü è îïóñêàòü èíäåêñû ó îáúåêòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà∗. Íàïðèìåð,

gαβA
β = Aα , gµνgσρAµνσ = Aρ. (2.25)

∗Â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ìåòðèêà èìååò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
ds2 = gαβ dxαdxβ (ðèìàíîâà ìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà), è, ñîîòâåòñòâåííî, ìåò-
ðè÷åñêèé òåíçîð ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì 2-ãî ðàíãà gαβ .
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Â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ñìåøàííûé ôóíäàìåíòàëüíûé ìåò-
ðè÷åñêèé òåíçîð gβα ðàâåí åäèíè÷íîìó òåíçîðó gβα = gασg

σβ = δβα.
Äèàãîíàëüíûå ÷ëåíû åäèíè÷íîãî òåíçîðà ðàâíû åäèíèöå, à âñå
îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ. Ñ ïîìîùüþ åäèíè÷íîãî òåíçîðà ìîæíî ïðî-
èçâîäèòü çàìåíó èíäåêñîâ

δβαAβ = Aα , δνµδ
σ
ρA

µρ = Aνσ. (2.26)

Ñâåðòêà òåíçîðà 2-ãî ðàíãà ñ ôóíäàìåíòàëüíûì ìåòðè÷åñêèì
òåíçîðîì îáðàçóåò ñêàëÿð, êîòîðûé íàçûâàþò ñëåäîì òåíçîðà

A = gαβAαβ = Aσσ . (2.27)

Íàïðèìåð, ñëåä ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ÷åòû-
ðåõìåðíîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà

gαβ g
αβ = gσσ = g0

0 + g1
1 + g2

2 + g3
3 = δ00 + δ11 + δ22 + δ33 = 4 (2.28)

è ðàâåí ÷èñëó êîîðäèíàòíûõ îñåé.
Ôèçè÷åñêèé íàáëþäàåìûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð hik (1.27) â òðåõ-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ . Ïîýòîìó ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïîäíèìàòü,
îïóñêàòü è ïðîèçâîäèòü çàìåíó èíäåêñîâ ó õðîíîìåòðè÷åñêè èíâà-
ðèàíòíûõ âåëè÷èí. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âû÷èñëÿòü êâàäðàòû òðåõ-
ìåðíûõ âåêòîðîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, ñëåä òðåõìåðíîãî òåíçîðà îáðà-
çóåòñÿ ïóòåì åãî ñâåðòêè ñ íàáëþäàåìûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì.
Òàê, ñëåä òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè ïðîñòðàíñòâà Dik (1.40)
åñòü ñêàëÿð

hikDik = Dm
m , (2.29)

îáîçíà÷àþùèé àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà ïðîñòðàíñòâà. Êîíå÷íî, â êðàòêîì
î÷åðêå íåâîçìîæíî ïîëíîñòüþ èçëîæèòü òàêîé îáøèðíûé ïðåäìåò,
êàê àëãåáðà òåíçîðîâ. Âïðî÷åì, â ýòîì è íåò íåîáõîäèìîñòè. Òåí-
çîðíàÿ àëãåáðà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî îïèñàíà âî ìíîãèõ ÷èñòî ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ èçäàíèÿõ, íå ñâÿçàííûõ ñ Îáùåé Òåîðèåé Îòíîñèòåëü-
íîñòè. Òåì íå ìåíåå ìíîæåñòâî ñïåöèôè÷åñêèõ ïîäðîáíîñòåé ýòîãî
ïðåäìåòà, çàíèìàþùèõ áîëüøóþ ÷àñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ ó÷åáíèêîâ,
â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå íå èñïîëüçóþòñÿ. Ïîýòîìó ìû ñòðåìèëèñü
äàòü òîëüêî îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î òåíçîðàõ, íåîáõîäèìîå äëÿ ðàáî-
òû ñ ýòîé êíèãîé. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ñþäà íå âîøëè, â ÷àñòíîñòè,
âåñ òåíçîðîâ è äðóãèå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå â äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòàõ íå
èñïîëüçîâàëèñü.
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�2.2 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ Aα è Bα â ÷åòûðåõìåðíîì
ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

gαβ A
αBβ = AαB

α = A0B
0 +AiB

i. (2.30)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé, ò.ê. ïðè óìíîæåíèè
âåêòîðîâ îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäèò ñâåðòûâàíèå âñåõ èíäåêñîâ. Ïî-
ýòîìó â ðåçóëüòàòå ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ (òåíçîðîâ
1-ãî ðàíãà) âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ ñêàëÿð (òåíçîð íóëåâîãî ðàíãà). Åñëè
îáà âåêòîðà ñîâïàäàþò, òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

gαβ A
αAβ = AαA

α = A0A
0 +AiA

i (2.31)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò âåêòîðà Aα. Òîãäà äëèíà âåêòîðà Aα
åñòü ñêàëÿð

A = |Aα| =
√
gαβAαAβ . (2.32)

Òàê êàê ÷åòûðåõìåðíîå ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî èìååò çíà-
êîïåðåìåííóþ ñèãíàòóðó, òî äëèíà ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà ìîæåò
áûòü âåùåñòâåííîé, ìíèìîé è íóëåâîé. Âåêòîðû íåíóëåâîé (âåùå-
ñòâåííîé èëè ìíèìîé) äëèíû íàçûâàþò íåèçîòðîïíûìè. Âåêòîðû
íóëåâîé äëèíû íàçûâàþò èçîòðîïíûìè. Èçîòðîïíûå âåêòîðû êàñà-
òåëüíû ê òðàåêòîðèÿì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîïîäîáíûõ ÷àñòèö (èçî-
òðîïíûì òðàåêòîðèÿì).

Â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
äâóõ âåêòîðîâ åñòü ñêàëÿð, âåëè÷èíà êîòîðîãî ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
äëèí ïåðåìíîæàåìûõ âåêòîðîâ íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè

AiB
i = |Ai | |Bi | cos

(
Ai;Bi

)
. (2.33)

Â ïðèíöèïå, â êàæäîé òî÷êå ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïî-
ñòðîèòü êàñàòåëüíîå ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî, áàçèñíûå âåêòîðû êîòî-
ðîãî áóäóò êàñàòåëüíû áàçèñíûì âåêòîðàì ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà
â òî÷êå êàñàíèÿ. Òîãäà ìåòðèêà êàñàòåëüíîãî ïëîñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà áóäåò ìåòðèêîé ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà â ýòîé òî÷êå. Ïîýòî-
ìó äàííàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà è â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå, åñ-
ëè ðàññìîòðåòü óãîë ìåæäó êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè è çàìåíèòü
ëàòèíñêèå (òðåõìåðíûå) èíäåêñû íà ãðå÷åñêèå. Îòñþäà âèäíî, ÷òî
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ, êîãäà âåêòîðû
âçàèìíî îðòîãîíàëüíû. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ãåîìåò-
ðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåöèðîâàíèå îäíîãî âåêòîðà íà äðó-
ãîé. Åñëè æå âåêòîðû ñîâïàäàþò, òî âåêòîð ïðîåöèðóåòñÿ ñàì íà
ñåáÿ, à ðåçóëüòàò òàêîãî ïðîåöèðîâàíèÿ åñòü êâàäðàò åãî äëèíû.
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Îáîçíà÷èì ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ Aα
è Bα ñëåäóþùèì îáðàçîì

a =
A0√
g00

, ai = Ai, (2.34)

b =
B0√
g00

, bi = Bi. (2.35)

Òîãäà èõ îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ïðèìóò âèä

A0 =
a+ 1

c via
i

1− w

c2

, Ai = − ai − a

c
vi , (2.36)

B0 =
b+ 1

c vi b
i

1− w

c2

, Bi = − bi − b

c
vi . (2.37)

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ êîìïîíåíò â âûðàæåíèÿ äëÿ
AαB

α è AαAα, ïîëó÷àåì

AαB
α = ab− aib

i = ab− hik a
ibk, (2.38)

AαA
α = a2 − aia

i = a2 − hik a
iak. (2.39)

Èç ýòèõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî êâàäðàò äëèíû âåêòîðà åñòü ðàç-
íîñòü êâàäðàòîâ äëèí åãî ïðîåêöèé íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî. Ïðè
ýòîì äëèíà âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé èëè ìíèìîé â çàâèñè-
ìîñòè îò òîãî, êàêàÿ èç ïðîåêöèé �äëèííåå�. Åñëè æå îáå ïðîåêöèè
ðàâíû, òî äëèíà âåêòîðà ðàâíà íóëþ è îí ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì.
Òàêèì îáðàçîì èçîòðîïíûé âåêòîð â ðàâíîé ìåðå ïðèíàäëåæèò è
âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó. Ðàâåíñòâî âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííîé
ïðîåêöèé òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð îðòîãîíàëåí ñàìîìó ñåáå. Åñ-
ëè �äëèííåå� âðåìåííàÿ ïðîåêöèÿ, òî îí ñòàíîâèòñÿ âåùåñòâåííûì.
Åñëè � äëèííåå� ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî, òî âåêòîð ñòàíîâèòñÿ
ìíèìûì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî
âåêòîðà íà ñàìîãî ñåáÿ ìîæíî ïðèâåñòè êâàäðàò äëèíû ïðîñòðàíñò-
âåííî-âðåìåííîãî èíòåðâàëà

ds2 = gαβ dx
αdxβ = dxαdx

α = dx0dx
0 + dxidx

i. (2.40)

Â òåðìèíàõ ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí åãî ìîæíî çàïè-
ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

ds2 = c2dτ2 − dxidx
i = c2dτ2 − hik dx

idxk = c2dτ2 − dσ2. (2.41)
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Äëèíà èíòåðâàëà ds=
√
gαβ dxαdxβ ïîëó÷àåòñÿ âåùåñòâåííîé,

ìíèìîé èëè íóëåâîé â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ds âðåìå-
íèïîäîáíûì c2dτ2>dσ2, ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì c2dτ2<dσ2 èëè
èçîòðîïíûì c2dτ2 = dσ2 (ñâåòîïîäîáíûå òðàåêòîðèè).

�2.3 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Àíòèñèììåòðè÷-
íûå òåíçîðû è ïñåâäîòåíçîðû

Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ Aα è Bα íàçûâàåòñÿ òåí-
çîð 2-ãî ðàíãà V αβ , ïîëó÷àþùèéñÿ â ðåçóëüòàòå èõ âíåøíåãî óìíî-
æåíèÿ ïî ïðàâèëó

V αβ =
[
Aα;Bβ

]
=

1
2

(
AαBβ −AβBα

)
=

1
2

∣∣∣∣
Aα Aβ

Bα Bβ

∣∣∣∣ . (2.42)

Êàê âèäèòå, çäåñü íå âñå ðàâíî, â êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîä-
ñòàâëÿòü ïåðåìíîæàåìûå âåêòîðû, ò.å. èìååò çíà÷åíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü çàïèñè òåíçîðíûõ èíäåêñîâ. Ïîýòîìó òåíçîðû, îáðàçîâàí-
íûå â ðåçóëüòàòå âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ àíòèñèììåò-
ðè÷íûìè òåíçîðàìè. Äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà V αβ =−V βα
è èíäåêñû ïðè ïåðåìåùåíèè êàê áû îñòàâëÿþò çà ñîáîé �çàðåçåð-
âèðîâàííûå� ìåñòà â âèäå òî÷åê gασV

σβ =V ·βα· , ïîêàçûâàÿ òåì ñà-
ìûì, îòêóäà áûë ïåðåìåùåí òîò èëè èíîé èíäåêñ. Ó ñèììåòðè÷íûõ
òåíçîðîâ �ðåçåðâèðîâàòü� ìåñòà ïåðåäâèãàåìûõ èíäåêñîâ íåò íåîá-
õîäèìîñòè, ò.ê. èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèÿ íå èìååò. Â ÷àñò-
íîñòè, ôóíäàìåíòàëüíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-
íûì òåíçîðîì gαβ = gβα, òîãäà êàê òåíçîð êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà
Rα····βγδ ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ïî ïàðàì èíäåêñîâ è
àíòèñèììåòðè÷åí âíóòðè êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ. Åñòåñòâåííî, ÷òî
ñèììåòðè÷íûìè èëè àíòèñèììåòðè÷íûìè ìîãóò áûòü òåíçîðû, íà-
÷èíàÿ ñî 2-ãî ðàíãà è âûøå. Âñå äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû ëþáîãî
àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ðàâíû íóëþ, íàïðèìåð

V αα = [Aα;Bα] =
1
2

(AαBα −AαBα) = 0 . (2.43)

Â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïëîùàäü
îáðàçîâàííîãî èìè ïàðàëëåëîãðàììà è ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìîäó-
ëåé îáðàçóþùèõñÿ âåêòîðîâ íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè

V ik = |Ai | |Bk | sin (
Ai;Bk

)
. (2.44)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ (àíòè-
ñèììåòðè÷íûé òåíçîð 2-ãî ðàíãà) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèåíòèðîâàí-
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íóþ â ïðîñòðàíñòâå ïëîùàäêó, îðèåíòàöèÿ êîòîðîé çàäàåòñÿ íàïðàâ-
ëåíèåì îáõîäà îáðàçóþùèõ âåêòîðîâ. Ñâåðòêà àíòèñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðà ñ ëþáûì ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì ðàâíà íóëþ

VαβA
αAβ = V00A

0A0 + V0iA
0Ai + Vi0A

iA0 + VikA
iAk = 0 (2.45)

èç-çà åãî ñâîéñòâ.
Ôèçè÷åñêèìè íàáëþäàåìûìè êîìïîíåíòàìè àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà 2-ãî ðàíãà V αβ , ñîãëàñíî òåîðèè õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðè-
àíòîâ (1.32), ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû

V ·i0·√
g00

= − V i··0√
g00

=
1
2

(
abi − bai

)
, (2.46)

V ik =
1
2

(
aibk − akbi

)
, (2.47)

âûðàæåííûå ÷åðåç íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû îáðàçóþùèõ åãî âåê-
òîðîâ Aα (2.34) è Bα (2.35). Èç-çà òîãî, ÷òî ó àíòèñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðà äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ, òðåòüÿ íàáëþäàå-
ìàÿ êîìïîíåíòà V00

g00
(1.32) òàêæå ðàâíà íóëþ.

Íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû V ik, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè
ïðîåêöèÿìè V αβ , � ýòî àíàëîãè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Âåëè÷èíà V ·i0·√

g00
, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ (ñìåøàííóþ) ïðîåêöèþ òåíçîðà V αβ ,
íå èìååò àíàëîãîâ ñðåäè êîìïîíåíò îáû÷íîãî òðåõìåðíîãî âåêòîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Êâàäðàò àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà 2-ãî ðàíãà,
âûðàæåííûé ÷åðåç íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû îáðàçóþùèõ âåêòî-
ðîâ, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

VαβV
αβ=

1
2
(
aia

ibkb
k−aibiakbk

)
+abaibi− 1

2
(
a2bib

i−b2aiai
)
. (2.48)

Ïîñëåäíèå äâà ÷ëåíà ýòîãî âûðàæåíèÿ ñîäåðæàò âåëè÷èíû a
(2.34) è b (2.35), ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðîåêöèè ïåðåìíîæàåìûõ
âåêòîðîâ Aα è Bα íà âðåìÿ, è ïîýòîìó íå èìåþò àíàëîãîâ ïðè âåê-
òîðíîì óìíîæåíèè â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Àíòè-
ñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðíîãî ïîëÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ýòàëîííûì àí-
òèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì. Â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà∗ òàêè-
ìè ýòàëîíàìè ÿâëÿþòñÿ òåíçîðû Ëåâè-×èâèòà: äëÿ ÷åòûðåõìåðíûõ

∗Ãàëèëååâà ñèñòåìà îòñ÷åòà � òàêàÿ, êîòîðàÿ íå âðàùàåòñÿ, íå äåôîðìèðó-
åòñÿ è ñâîáîäíî ïàäàåò â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâ-
ñêîãî). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ëèíèè âðåìåíè ïðÿìîëèíåéíû è
òðåõìåðíûå êîîðäèíàòíûå îñè òàêæå ïðÿìîëèíåéíû.
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âåëè÷èí ýòî ÷åòûðåõìåðíûé ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íûé åäè-
íè÷íûé òåíçîð eαβµν , è äëÿ òðåõìåðíûõ âåëè÷èí òðåõìåðíûé ñî-
âåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé òåíçîð eikm. Êîìïîíåí-
òû ýòèõ òåíçîðîâ, ó êîòîðûõ âñå èíäåêñû ðàçëè÷íû, ðàâíû +1 èëè
−1 â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê èíäåêñîâ. Âñå îñòàëüíûå
êîìïîíåíòû, ò.å. òàêèå, ó êîòîðûõ õîòÿ áû äâà èíäåêñà ñîâïàäàþò,
ðàâíû íóëþ. Ïðè÷åì ïðè èñïîëüçóåìîé íàìè ñèãíàòóðå (+−−−) íå
ðàâíûå íóëþ êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû îòëè÷àþòñÿ ïî çíàêó
îò ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò∗. Òàê, íàïðèìåð,
â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî âñåãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

gασgβρgµτ gνγ e
σρτγ = g00g11g22g33 e

0123 = − e0123

giαgkβgmγ e
αβγ = g11g22g33 e

123 = − e123

}
(2.49)

èç-çà óñëîâèé g00 =1 è g11 = g22 = g33 =−1. Âîò êîìïîíåíòû ÷åòû-
ðåõìåðíîãî ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà eαβµν

e0123 = +1, e1023 = −1, e1203 = +1, e1230 = −1

e0123 = −1, e1023 = +1, e1203 = −1, e1230 = +1

}
(2.50)

è òðåõìåðíîãî ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà eikm

e123 = +1, e213 = −1, e231 = +1

e123 = −1, e213 = +1, e231 = −1

}
. (2.51)

Òàê êàê âûáîð çíàêà ïåðâîé êîìïîíåíòû ïðîèçâîëåí (âàæíà
òîëüêî ñîâåðøåííàÿ àíòèñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà), òî âïîëíå ìîæ-
íî ïîëîæèòü e0123 =−1 è e123 =−1. Ñîîòâåòñòâåííî, èçìåíÿòñÿ è
îñòàëüíûå êîìïîíåíòû. Âîîáùå ÷åòûðåõìåðíûé òåíçîð eαβµν ñâÿ-
çàí ñ òðåõìåðíûì òåíçîðîì eikm ñîîòíîøåíèåì e0ikm = eikm.

Ïðè óìíîæåíèè ÷åòûðåõìåðíîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî åäèíè÷íî-
ãî òåíçîðà eαβµν íà ñàìîãî ñåáÿ ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íûé òåíçîð 8-ãî
ðàíãà, íå ðàâíûå íóëþ êîìïîíåíòû êîòîðîãî èìåþò âèä

eαβµνeστργ = −




δασ δατ δαρ δαγ
δβσ δβτ δβρ δβγ
δµσ δµτ δµρ δµγ
δνσ δντ δνρ δνγ


 . (2.52)

∗Ïðè ñèãíàòóðå (−+++) ýòî ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî òåíçî-
ðà eαβµν . Êîìïîíåíòû òðåõìåðíîãî òåíçîðà eikm áóäóò àíàëîãè÷íû ïî çíàêó
ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòàì eikm.
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Îñòàëüíûå ñâîéñòâà òåíçîðà eαβµν ïîëó÷àþòñÿ èç ïðåäûäóùåãî
ïóòåì óïðîùåíèÿ (ñâåðòêè) èíäåêñîâ

eαβµνeστρν = −




δασ δατ δαρ
δβσ δβτ δβρ
δµσ δµτ δµρ


 , (2.53)

eαβµνeστµν = −2
(
δασ δατ
δβσ δβτ

)
= −2

(
δασ δ

β
τ − δβσδ

α
τ

)
, (2.54)

eαβµνeσβµν = −6δασ , eαβµνeαβµν = −6δαα = −24. (2.55)

Ïðè óìíîæåíèè òðåõìåðíîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî åäèíè÷íîãî
òåíçîðà eikm íà ñàìîãî ñåáÿ ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íûé òåíçîð 6-ãî ðàíãà

eikmerst =




δir δis δit
δkr δks δkt
δmr δms δmt


 . (2.56)

Îñòàëüíûå ñâîéñòâà òåíçîðà eikm ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì

eikmersm = −
(
δir δis
δkr δks

)
= δisδ

k
r − δirδ

k
s , (2.57)

eikmerkm = 2δir , eikmeikm = 2δii = 6. (2.58)

Ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé òåíçîð îïðåäåëÿåò
äëÿ òåíçîðíîãî îáúåêòà ñîîòâåòñòâóþùèé ïñåâäîòåíçîð, îáîçíà÷àå-
ìûé çâåçäî÷êîé. Òàê, ÷åòûðåõìåðíûì ñêàëÿðó, âåêòîðó è òåíçîðàì
2-ãî, 3-ãî è 4-ãî ðàíãîâ ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðåõìåðíûå ïñåâäîòåíçî-
ðû ñëåäóþùèõ ðàíãîâ

V ∗αβµν=eαβµνV, V ∗αβµ=eαβµνVν , V ∗αβ=
1
2
eαβµνVµν

V ∗α=
1
6
eαβµνVβµν , V ∗=

1
24
eαβµνVαβµν




, (2.59)

ãäå ïñåâäîòåíçîð 1-ãî ðàíãà V ∗α èíîãäà íàçûâàþò ïñåâäîâåêòîðîì, à
ïñåâäîòåíçîð íóëåâîãî ðàíãà V ∗ íàçûâàþò ïñåâäîñêàëÿðîì (ïî àíà-
ëîãèè ñ îáû÷íûìè âåêòîðîì è ñêàëÿðîì). Ïðè ýòîì òåíçîð è ñîîò-
âåòñòâóþùèé åìó ïñåâäîòåíçîð íàçûâàþòñÿ äóàëüíûìè äðóã äðóãó,
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ïîä÷åðêèâàÿ òåì ñàìûì èõ ãåíåòè÷åñêîå ðîäñòâî. Àíàëîãè÷íî, òðåõ-
ìåðíûì òåíçîðàì ñîîòâåòñòâóþò òðåõìåðíûå ïñåâäîòåíçîðû

V ∗ikm = eikmV, V ∗ik = eikmVm

V ∗i =
1
2
eikmVkm , V ∗ =

1
6
eikmVikm




. (2.60)

Ïñåâäîòåíçîðû ïîëó÷èëè ñâîå íàçâàíèå èç-çà òîãî, ÷òî îíè, â
îòëè÷èè îò îáû÷íûõ òåíçîðîâ, ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî îäíîé
èç îñåé íå ìåíÿþòñÿ. Íàïðèìåð, ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî îñè
àáñöèññ x1 =−x̃1, x2 = x̃2, x3 = x̃3 êîìïîíåíòà àíòèñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðà Vik, îðòîãîíàëüíàÿ îñè x1, ðàâíà Ṽ23 =−V23, òîãäà êàê äó-
àëüíàÿ åé êîìïîíåíòà ïñåâäîâåêòîðà V ∗i ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé

V ∗1 =
1
2
e1kmVkm=

1
2
(
e123V23 +e132V32

)
=V23

Ṽ ∗1=
1
2
ẽ1kmṼkm=

1
2
ek1mṼkm=

1
2
(
e213Ṽ23 +e312Ṽ32

)
=V23




. (2.61)

Òàê êàê ÷åòûðåõìåðíûé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð 2-ãî ðàíãà è
äóàëüíûé åìó ïñåâäîâåêòîð èìåþò îäèí è òîò æå ðàíã, òî èõ ñâåðòêà
åñòü ïñåâäîñêàëÿð

VαβV
∗αβ = Vαβ e

αβµνVµν = eαβµνBαβµν = B∗. (2.62)

Êâàäðàò ÷åòûðåõìåðíîãî ïñåâäîòåíçîðà 2-ãî ðàíãà V ∗αβ è êâàä-
ðàò òðåõìåðíîãî ïñåâäîâåêòîðà V ∗i, âûðàæåííûå ÷åðåç äóàëüíûå
èì àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû 2-ãî ðàíãà, ðàâíû

V∗αβV ∗αβ = eαβµνV
µνeαβρσVρσ = −24VµνV µν , (2.63)

V∗iV ∗i = eikmV
kmeipqVpq = 6VkmV km. (2.64)

Â íåîäíîðîäíîì è àíèçîòðîïíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå
íåâîçìîæíî ââåñòè ãàëèëååâó ñèñòåìó îòñ÷åòà è ýòàëîí àíòèñèì-
ìåòðè÷íîñòè òåíçîðîíîãî ïîëÿ áóäåò çàâèñåòü îò íåîäíîðîäíîñòè
è àíèçîòðîïèè ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà, óñòàíàâëèâàåìûõ ôóíäàìåí-
òàëüíûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì. Â ýòîì ñëó÷àå ýòàëîííûé àíòèñèì-
ìåòðè÷íûé òåíçîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòûðåõìåðíûé ñîâåðøåííî
àíòèñèììåòðè÷íûé äèñêðèìèíàíòíûé òåíçîð

Eαβµν =
eαβµν√−g , Eαβµν = eαβµν

√−g . (2.65)
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Ïîêàçàòü ýòî ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåîáðàçîâàíèå åäè-
íè÷íîãî ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà èç ãàëèëååâîé (íå-
òèëüäîâàííîé) ñèñòåìû îòñ÷åòà â ïðîèçâîëüíóþ (òèëüäîâàííóþ) ñè-
ñòåìó îòñ÷åòà èìååò âèä

ẽαβµν =
∂xσ

∂x̃α
∂xγ

∂x̃β
∂xε

∂x̃µ
∂xτ

∂x̃ν
eσγετ = Jeαβµν , (2.66)

ãäå J = det
∥∥∂xα

∂x̃σ

∥∥ íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ (äåòåðìè-
íàíò ìàòðèöû ßêîáè � ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ïðîèçâîäíûõ íå-
òèëüäîâàííûõ êîîðäèíàò ïî òèëüäîâàííûì êîîðäèíàòàì)

J = det

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂x0

∂x̃0
∂x0

∂x̃1
∂x0

∂x̃2
∂x0

∂x̃3

∂x1

∂x̃0
∂x1

∂x̃1
∂x1

∂x̃2
∂x1

∂x̃3

∂x2

∂x̃0
∂x2

∂x̃1
∂x2

∂x̃2
∂x2

∂x̃3

∂x3

∂x̃0
∂x3

∂x̃1
∂x3

∂x̃2
∂x3

∂x̃3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (2.67)

Òàê êàê òåíçîð gαβ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

g̃αβ =
∂xµ

∂x̃α
∂xν

∂x̃β
gµν , (2.68)

òî åãî äåòåðìèíàíò â òèëüäîâàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

g̃ = det
∥∥∥∥
∂xµ

∂x̃α
∂xν

∂x̃β
gµν

∥∥∥∥ = J2g . (2.69)

Ïîñêîëüêó â ãàëèëååâîé (íåòèëüäîâàííîé) ñèñòåìå îòñ÷åòà

g = det ‖gαβ‖ = det

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

∥∥∥∥∥∥∥∥
= −1, (2.70)

òî J2 =−g̃2. Îáîçíà÷àÿ ẽαβµν â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà êàê
Eαβµν è çàïèñûâàÿ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â îáû÷íîì íåòèëüäîâàííîì
âèäå, ïîëó÷àåì Eαβµν = eαβµν

√−g (2.65). Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àþòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ è äëÿ êîìïîíåíò Eαβµν , òàê êàê äëÿ íèõ g= g̃ J̃2,
ãäå J̃ = det

∥∥∂x̃α

∂xσ

∥∥.
Îäíàêî äèñêðèìèíàíòíûé òåíçîð Eαβµν íå ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè

íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé. Íàáëþäàåìûì ýòàëîíîì àíòèñèììåòðè÷-
íîñòè òåíçîðíûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûé õðîíîìåòðè÷åñêè èí-
âàðèàíòíûé äèñêðèìèíàíòíûé òåíçîð

εαβγ = hαµh
β
νh

γ
ρbσE

σµνρ = bσE
σαβγ , (2.71)
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εαβγ = hµαh
ν
βh

ρ
γb
σEσµνρ = bσEσαβγ , (2.72)

êîòîðûé â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà (bi =0) ñ ó÷åòîì ñîîòíî-
øåíèÿ

√
−g=

√
h

√
g00 ïðèíèìàåò âèä

εikm = b0E
0ikm =

√
g00E

0ikm =
eikm√
h
, (2.73)

εikm = b0E0ikm =
E0ikm√
g00

= eikm
√
h . (2.74)

Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî îáðàçîâûâàòü õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðè-
àíòíûå (ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå) ïñåâäîòåíçîðû. Íàïðèìåð,
ñâåðòêà εikm è òðåõìåðíîãî õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî àíòè-
ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Aik (1.36) åñòü íàáëþäàåìûé ïñåâäîâåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùå-
íèÿ ïðîñòðàíñòâà Ω∗i = 1

2
εikmAkm.

�2.4 Àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë è ïðîèçâîäíàÿ ïî íà-
ïðàâëåíèþ

Â ãåîìåòðèè äèôôåðåíöèàëîì êàêîé-ëèáî ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ åå
ïðèðàùåíèå â áåñêîíå÷íî áëèçêèõ òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè xα è
xα+ dxα. Ñîîòâåòñòâåííî, àáñîëþòíûì äèôôåðåíöèàëîì â ïðîñò-
ðàíñòâå n èçìåðåíèé íàçûâàþò ïðèðàùåíèå n-ìåðíîé âåëè÷èíû â
áåñêîíå÷íî áëèçêèõ òî÷êàõ n-ìåðíûõ êîîðäèíàò äàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ñ êîòîðûìè, êàê ïðàâèëî, ìû
èìååì äåëî íà ïðàêòèêå, èõ ïðèðàùåíèÿ â áåñêîíå÷íî áëèçêèõ òî÷-
êàõ ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè. Îäíàêî äëÿ îïðåäåëåíèÿ áåñêî-
íå÷íî ìàëîãî ïðèðàùåíèÿ òåíçîðíîé âåëè÷èíû íå ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíî ïîíÿòèå ïðîñòîé �ðàçíîñòè� ìåæäó åå çíà÷åíèÿìè â òî÷-
êàõ xα è xα+ dxα, ò.ê. òåíçîðíàÿ àëãåáðà íå îïðåäåëÿåò ñîîòíîøå-
íèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè òåíçîðà â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà.
Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî òîëüêî ñ ïîìîùüþ çàêî-
íîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðîâ èç îäíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà â äðóãóþ.
Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è ðåçóëüòà-
òû ïðèìåíåíèÿ èõ ê òåíçîðàì ñàìè òàêæå äîëæíû áûòü òåíçîðàìè.
Òàê, àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë îò êàêîé-ëèáî òåíçîðíîé âåëè÷èíû
ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òîãî æå ðàíãà, ÷òî è ýòà âåëè÷èíà. Àáñîëþòíûé
äèôôåðåíöèàë îò ñêàëÿðà ϕ åñòü ñêàëÿð, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì
âûðàæåíèåì

Dϕ =
∂ϕ

∂xα
dxα. (2.75)
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Â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà (bi =0) îí ïðèíèìàåò âèä

Dϕ =
∗∂ϕ
∂t

dτ +
∗∂ϕ
∂xi

dxi, (2.76)

îòêóäà âèäíî, ÷òî, êðîìå òðåõìåðíîãî íàáëþäàåìîãî äèôôåðåíöè-
àëà, çäåñü ïðèñóòñòâóåò äîáàâî÷íûé ÷ëåí, ó÷èòûâàþùèé çàâèñè-
ìîñòü àáñîëþòíîãî ñìåùåíèÿ Dϕ îò õîäà ôèçè÷åñêîãî íàáëþäàå-
ìîãî âðåìåíè dτ .

Àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà Aα, âû-
ðàæåííûé ÷åðåç îïåðàòîð àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∇ (íà-
áëà), èìååò âèä

DAα = ∇σAαdxσ =
∂Aα

∂xσ
dxσ+ΓαµσA

µdxσ = dAα+ΓαµσA
µdxσ, (2.77)

ãäå ∇σAα àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Aα ïî êîîðäèíàòå xσ, è d îáî-
çíà÷àåò îáû÷íûé äèôôåðåíöèàë

∇σAα =
∂Aα

∂xσ
+ ΓαµσA

µ, (2.78)

d =
∂

∂xα
dxα. (2.79)

Âûðàæåíèå àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèàëà ÷åðåç ôèçè÷åñêèå íà-
áëþäàåìûå âåëè÷èíû ýêâèâàëåíòíî ïðîåöèðîâàíèþ åãî îáùåêîâà-
ðèàíòíîé ôîðìû íà ëèíèè âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííîå ñå÷åíèå íà-
áëþäàòåëÿ â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà

T = bαDAα =
g0αDAα√

g00
, Bi = hiαDAα. (2.80)

Îáîçíà÷èâ íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû âåêòîðà Aα êàê

ϕ =
A0√
g00

, qi = Ai, (2.81)

ïîëó÷èì åãî îñòàëüíûå êîìïîíåíòû

A0 = ϕ
(
1− w

c2

)
, A0 =

ϕ+ 1
c viq

i

1− w

c2

, Ai = −qi − ϕ

c
vi . (2.82)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáû÷íûé äèôôåðåíöèàë â õðîíîìåòðè÷åñêè èí-
âàðèàíòíîé ôîðìå èìååò âèä

d =
∗∂
∂t
dτ +

∗∂
∂xi

dxi , (2.83)
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è ïîäñòàâëÿÿ â T è Bi (2.79) â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà
(1.41�1.46), ïîëó÷àåì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå (íàáëþäàå-
ìûå) ïðîåêöèè íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíîãî äèôôå-
ðåíöèàëà âåêòîðà Aα

T = bαDAα = dϕ+
1
c

(−Fiqidτ +Dikq
idxk

)
, (2.84)

Bi = hiσDAσ = dqi +
(ϕ
c
dxk + qkdτ

) (
Di
k +A·ik·

)−

− ϕ

c
F idτ + ∆i

mk q
mdxk.

(2.85)

Â äàëüíåéøåì ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íàì òàêæå
ïîíàäîáÿòñÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ àáñîëþò-
íîé ïðîèçâîäíîé âåêòîðà âäîëü íàïðàâëåíèÿ, êàñàòåëüíîãî ê òðà-
åêòîðèè äâèæåíèÿ. Ãåîìåòðè÷åñêè ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ îò
íåêîòîðîé ôóíêöèè åñòü åå èçìåíåíèå ïî îòíîøåíèþ ê ýëåìåíòàð-
íîìó ïåðåìåùåíèþ âäîëü çàäàííîãî íàïðàâëåíèÿ. Àáñîëþòíîé ïðî-
èçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ â ïðîñòðàíñòâå n èçìåðåíèé íàçûâàþò èç-
ìåíåíèå n-ìåðíîé âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíîãî n-ìåðíîãî
èíòåðâàëà âäîëü çàäàííîãî íàïðàâëåíèÿ. Òàê, àáñîëþòíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ϕ âäîëü íàïðàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî
êðèâîé xα =xα (ρ), ãäå ρ ïàðàìåòð âäîëü äàííîé êðèâîé, ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé �ñêîðîñòü� èçìåíåíèÿ äàííîé ôóíêöèè

Dϕ
dρ

=
dϕ

dρ
. (2.86)

Â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà îíà ïðèíèìàåò âèä

Dϕ
dρ

=
∗∂ϕ
∂t

dτ

dρ
+
∗∂ϕ
∂xi

dxi

dρ
. (2.87)

Àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðà Aα âäîëü íàïðàâëåíèÿ, çàäàí-
íîãî êðèâîé xα =xα (ρ) ðàâíà

DAα

dρ
= ∇σAα dx

σ

dρ
=
dAα

dρ
+ ΓαµσA

µ dx
σ

dρ
. (2.88)

Ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû âåëè÷èíû DAα

dρ , ò.å. ïðî-
åêöèè åå íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà, èìåþò âèä

bα
DAα

dρ
=
dϕ

dρ
+

1
c

(
−Fiqi dτ

dρ
+Dikq

i dx
k

dρ

)
, (2.89)
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hiσ
DAσ

dρ
=
dqi

dρ
+

(
ϕ

c

dxk

dρ
+ qk

dτ

dρ

) (
Di
k +A·ik·

)−

− ϕ

c
F i

dτ

dρ
+ ∆i

mk q
m dx

k

dρ
.

(2.90)

Ôàêòè÷åñêè ýòè ïðîåêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �îòâëå÷åííûå�
õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ñòîèò íàì
òîëüêî îïðåäåëèòü åãî íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû è, ïîäñòàâèâ èõ
â äàííûå óðàâíåíèÿ, ïðèâåñòè ïîäîáíûå ÷ëåíû, êàê ìû ñðàçó ïîëó-
÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, âûðàæåííûå ÷åðåç ôèçè÷åñêèå íàáëþäà-
åìûå âåëè÷èíû.

�2.5 Àáñîëþòíàÿ äèâåðãåíöèÿ è ðîòîð
Äèâåðãåíöèåé êàêîãî-ëèáî òåíçîðíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ åãî �ïåðå-
ïàä� â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ñîîòâåòñòâåííî, àáñîëþò-
íîé äèâåðãåíöèåé n-ìåðíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ åãî äèâåð-
ãåíöèÿ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äèâåðãåíöèÿ åñòü ðåçóëüòàò ñâåð-
òûâàíèÿ òåíçîðà ïîëÿ ñ îïåðàòîðîì àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ íàáëà ∇. Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ åñòü ñêàëÿð

∇σAσ =
∂Aσ

∂xσ
+ ΓσσµA

µ. (2.91)

Äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ òåíçîðà 2-ãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì è èìååò
âèä

∇σ F σα =
∂F σα

∂xσ
+ ΓσσµF

αµ + ΓασµF
σµ, (2.92)

ïðè÷åì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà Γσσµ èìååò âèä

Γσσµ =
∂ ln

√−g
∂xµ

. (2.93)

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ
è çàïèøåì âåëè÷èíó Γσσµ ïîäðîáíî

Γσσµ = gσρΓµσ,ρ =
1
2
gσρ

(
∂gµρ
∂xσ

+
∂gσρ
∂xµ

− ∂gµσ
∂xρ

)
. (2.94)

Òàê êàê çäåñü σ è ρ ñâîáîäíûå èíäåêñû, òî èõ ìîæíî ïîìåíÿòü
ìåñòàìè. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîñëå ñâåðòêè ñ òåíçîðîì gρσ ïåðâûé è
ïîñëåäíèé ÷ëåíû âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ, è Γσσµ ïðèíèìàåò âèä

Γσσµ =
1
2
gρσ

∂gρσ
∂xµ

. (2.95)
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Âåëè÷èíû gρσ ñóòü êîìïîíåíòû òåíçîðà, îáðàòíîãî òåíçîðó gρσ.
Ïîýòîìó êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìàòðèöû gρσ ðàâíà

gρσ =
aρσ

g
, g = det ‖gρσ‖ , (2.96)

ãäå aρσ àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà ìàòðèöû ñ èíäåêñàìè
ρσ, ðàâíîå ÷èñëó (−1)ρ+σ, óìíîæåííîìó íà äåòåðìèíàíò (îïðåäåëè-
òåëü) ìàòðèöû, ïîëó÷àåìîé âû÷åðêèâàíèåì σ è ρ èç ìàòðèöû gρσ. Â
ðåçóëüòàòå ìû èìååì aρσ = ggρσ. Òàê êàê äåòåðìèíàíò g= det ‖gρσ‖
ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí

g =
∑

α0...α3

(−1)N(α0...α3) g0(α0)g1(α1)g2(α2)g3(α3) , (2.97)

òî âåëè÷èíà dg ïðèìåò âèä dg= aρσdgρσ = ggρσdgρσ, èëè

dg

g
= gρσdgρσ . (2.98)

Èíòåãðèðóÿ ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì ln (−g), ò.ê. äåòåðìèíàíò g
îòðèöàòåëåí, à ëîãàðèôì ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíîé
ôóíêöèè. Òîãäà d ln (−g) = dg

g . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (−g) 1
2 = 1

2
ln (−g), ïî-

ëó÷àåì
d ln

√−g =
1
2
gρσdgρσ , (2.99)

è Γσσµ (2.95) ïðèíèìàåò âèä

Γσσµ =
1
2
gρσ

∂gρσ
∂xµ

=
∂ ln

√−g
∂xµ

, (2.100)

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü (2.93).
Òåïåðü âû÷èñëèì ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû äèâåð-

ãåíöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ (2.91) è ïîëÿ òåíçîðà 2-ãî ðàíãà (2.92). Âû-
ðàæåíèå äëÿ äèâåðãåíöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ Aα åñòü ñêàëÿð, ïîýòîìó
âåëè÷èíó ∇σAσ íåëüçÿ ñïðîåöèðîâàòü íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî,
äîñòàòî÷íî òîëüêî âûðàçèòü åå ÷åðåç õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíò-
íûå (ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå) êîìïîíåíòû Aα è ÷åðåç íàáëþäà-
åìûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà. Êðîìå òîãî, îáû÷íûå
îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëåäóåò çàìåíèòü íà õðîíîìåòðè÷å-
ñêè èíâàðèàíòíûå.

Ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ ϕ è qi äëÿ íàáëþäàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðà
Aα (2.81), è âûðàçèì ÷åðåç íèõ îñòàëüíûå êîìïîíåíòû (2.82). Òî-
ãäà, ïîäñòàâëÿÿ â (2.91) îáû÷íûå îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
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âûðàæåííûå ÷åðåç õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå îïåðàòîðû

1√
g00

∂

∂t
=

∗∂
∂t
,

√
g00 = 1− w

c2
, (2.101)

∗∂
∂xi

=
∂

∂xi
+

1
c2
vi
∗∂
∂t
, (2.102)

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
√
−g=

√
h

√
g00 , ïîñëå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

∇σAσ =
1
c

(∗∂ϕ
∂t

+ ϕD

)
+
∗∂qi

∂xi
+ qi

∗∂ ln
√
h

∂xi
− 1
c2
Fi q

i. (2.103)

Âåëè÷èíà ∗∂ ln
√
h

∂xi
= ∆j

ji (2.104)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ ∆k

ji (1.47), ñâåðíóòûå ïî äâóì èíäåêñàì. Òîãäà, àíàëîãè÷-
íî îïðåäåëåíèþ àáñîëþòíîé äèâåðãåíöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ (2.91),
âåëè÷èíà

∗∂qi

∂xi
+ qi

∗∂ ln
√
h

∂xi
=

∗∂qi

∂xi
+ qi∆j

ji = ∗∇i qi (2.105)

åñòü õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà qi. Ñî-
îòâåòñòâåííî, íàçîâåì ôèçè÷åñêîé äèâåðãåíöèåé âåêòîðà qi õðîíî-
ìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíóþ âåëè÷èíó

∗∇̃i qi = ∗∇i qi − 1
c2
Fi q

i, (2.106)

â êîòîðîé äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí ó÷èòûâàåò òîò ôàêò, ÷òî òåìï òå-
÷åíèÿ âðåìåíè íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòåíêàõ ýëåìåíòàðíîãî îáúå-
ìà ðàçëè÷åí. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âû÷èñëåíèè äèâåðãåíöèè áåðåòñÿ
ýëåìåíòàðíûé îáúåì ïðîñòðàíñòâà è âû÷èñëÿåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó
îáúåìàìè �ñóáñòàíöèè�, âõîäÿùåé â íåãî çà ýëåìåíòàðíûé ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè è âûõîäÿùåé èç íåãî çà ýòîò æå âðåìåííîé èíòåðâàë
(äèâåðãåíöèÿ îçíà÷àåò ðàñõîäèìîñòü). Íî íàëè÷èå ãðàâèòàöèîííî-
èíåðöèàëüíîé ñèëû F i (1.38) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òåìï âðåìåíè â
ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà ðàçëè÷åí. Ïîýòîìó, åñëè èçìåðèòü äëè-
òåëüíîñòü ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòåíêàõ îáú-
åìà, òî íà÷àëî è êîíåö ýòèõ ïðîìåæóòêîâ íà ðàçíûõ ñòåíêàõ îáúåìà
ïîëó÷àþòñÿ íåñèíõðîííûìè, è èõ íåëüçÿ áóäåò ñðàâíèòü. Ïðè ñèí-
õðîíèçàöèè ÷àñîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòåíêàõ îáúåìà ïîëó÷èòñÿ
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èñòèííàÿ êàðòèíà, ò.å. èçìåðåííàÿ äëèòåëüíîñòü ýòèõ ïðîìåæóòêîâ
âðåìåíè îêàæåòñÿ ðàçëè÷íîé.

Îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ∇σAσ ïðèìåò âèä

∇σAσ =
1
c

(∗∂ϕ
∂t

+ ϕD

)
+ ∗∇̃i qi. (2.107)

Âòîðîé ÷ëåí ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèçè÷åñêèé
íàáëþäàåìûé àíàëîã îáû÷íîé äèâåðãåíöèè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ïåðâûé ÷ëåí íå èìååò àíàëîãîâ è ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé:

∗∂ϕ
∂t

åñòü èçìåíåíèå âî âðåìåíè âðåìåííîé ïðîåêöèè ϕ ÷åòûðåõìåðíîãî
âåêòîðà Aα, âåëè÷èíà Dϕ ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèåì âî âðåìåíè îáúåìà
òðåõìåðíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ qi, ò.ê. ñëåä òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîð-
ìàöèè D=hikDik =Dn

n åñòü ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ
ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà.

Ðàâåíñòâî ∇σAσ =0, ïðèìåíåííîå ê ÷åòûðåõìåðíîìó âåêòîð-
ïîòåíöèàëó Aα ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, åñòü óñëîâèå Ëîðåíöà. Â
õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîì âèäå óñëîâèå Ëîðåíöà âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì

∗∇̃i qi = − 1
c

(∗∂ϕ
∂t

+ ϕD

)
. (2.108)

Òåïåðü âû÷èñëèì ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû äèâåð-
ãåíöèè ïðîèçâîëüíîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Fαβ =−F βα
(â äàëüíåéøåì ýòî ïðèãîäèòñÿ ïðè âûâîäå õðîíîìåòðè÷åñêè èíâà-
ðèàíòíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà)

∇σ F σα =
∂F σα

∂xσ
+ΓσσµF

αµ+ΓασµF
σµ =

∂Fσα

∂xσ
+
∂ ln

√−g
∂xµ

Fαµ, (2.109)

ãäå âòîðîé ÷ëåí ΓασµF
σµ ðàâåí íóëþ èç-çà ñâåðòûâàíèÿ ñèìâîëîâ

Êðèñòîôôåëÿ Γασµ, ñèììåòðè÷íûõ ïî íèæíèì èíäåêñàì, è àíòèñèì-
ìåòðè÷íîãî òåíçîðà F σµ.

Âûðàæåíèå ∇σ F σα ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì âåêòîðîì, ïîýòîìó
åãî õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå (íàáëþäàåìûå) ïðîåêöèè èìå-
þò âèä

T = bα∇σ F σα, Bi = hiα∇σ F σα = ∇σ F iα. (2.110)

Îáîçíà÷èì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå (íàáëþäàåìûå) êîì-
ïîíåíòû òåíçîðà Fαβ

Ei =
F ·i0·√
g00

, Hik = F ik, (2.111)
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òîãäà åãî îñòàëüíûå, íå ðàâíûå íóëþ, êîìïîíåíòû, âûðàæåííûå ÷å-
ðåç íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû (2.111), èìåþò âèä

F ·00· =
1
c
vkE

k, (2.112)

F ·0k· =
1√
g00

(
Ei − 1

c
vnH

·n
k· −

1
c2
vkvnE

n

)
, (2.113)

F 0i =
Ei − 1

c vkH
ik

√
g00

, F0i = −√g00Ei , (2.114)

F ·ki· = −H ·k
i· −

1
c
viE

k, Fik = Hik +
1
c

(viEk − vkEi) , (2.115)

è êâàäðàò òåíçîðà Fαβ ðàâåí

FαβF
αβ = HikH

ik − 2EiEi. (2.116)

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ýòèõ êîìïîíåíò â (2.110) è çàìåíÿÿ îáû÷-
íûå îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðè-
àíòíûå îïåðàòîðû, ïîñëå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

T =
∇σ F ·σ0·√
g00

=
∗∂Ei

∂xi
+ Ei

∗∂ ln
√
h

∂xi
− 1
c
HikAik , (2.117)

Bi = ∇σ Fσi =
∗∂Hik

∂xk
+Hik

∗∂ ln
√
h

∂xk
− 1
c2
FkH

ik −

− 1
c

(∗∂Ei

∂t
+DEi

)
,

(2.118)

ãäå Aik åñòü àíòèñèììåòðè÷íûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé
òåíçîð íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∗∂Ei

∂xi
+ Ei

∗∂ ln
√
h

∂xi
= ∗∇iEi (2.119)

åñòü õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà Ei, è

∗∇kHik − 1
c2
FkH

ik = ∗∇̃kHik (2.120)

åñòü ôèçè÷åñêàÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ äèâåðãåíöèÿ òåí-
çîðà Hik, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôèçè÷åñêèõ íà-
áëþäàåìûõ ïðîåêöèé äèâåðãåíöèè ïðîèçâîëüíîãî àíòèñèììåòðè÷-
íîãî òåíçîðà Fαβ

T = ∗∇iEi − 1
c
HikAik , (2.121)
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Bi = ∗∇̃kHik − 1
c

(∗∂Ei

∂t
+DEi

)
. (2.122)

Òåïåðü âû÷èñëèì ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû äèâåð-
ãåíöèè ïñåâäîòåíçîðà F ∗αβ , äóàëüíîãî äàííîìó àíòèñèììåòðè÷íî-
ìó òåíçîðó Fαβ ,

F ∗αβ =
1
2
EαβµνFµν , F∗αβ =

1
2
EαβµνF

µν . (2.123)

Îáîçíà÷èì íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû ïñåâäîòåíçîðà

H∗i =
F ∗·i0·√
g00

, E∗ik = F ∗ik, (2.124)

òàê êàê ìåæäó ýòèìè âåëè÷èíàìè è íàáëþäàåìûìè êîìïîíåíòàìè
àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Fαβ (2.111), â ñèëó äóàëüíîñòè äàííûõ
òåíçîðîâ Fαβ è F ∗αβ , ñóùåñòâóþò î÷åâèäíûå ñîîòâåòñòâèÿH∗i∼Hik

è E∗ik ∼Ei.
Ñîîòâåòñòâåííî ïðè

F ∗·i0·√
g00

=
1
2
εipqHpq , F ∗ik = − εikpEp , (2.125)

îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ïñåâäîòåíçîðà F ∗αβ , âûðàæåííûå ÷åðåç íà-
áëþäàåìûå êîìïîíåíòû äóàëüíîãî òåíçîðà Fαβ (2.111), èìåþò ñëå-
äóþùèé âèä

F ∗·00· =
1
2c
vk ε

kpq

[
Hpq +

1
c

(vpEq − vqEp)
]
, (2.126)

F ∗·0i· =
1

2
√
g00

[
ε·pqi· Hpq +

1
c
ε·pqi· (vpEq − vqEp)−

− 1
c2
εkpqvivkHpq − 1

c3
εkpqvivk (vpEq − vqEp)

]
,

(2.127)

F ∗0i =
1

2
√
g00

εipq
[
Hpq +

1
c

(vpEq − vqEp)
]
, (2.128)

F∗0i =
1
2
√
g00 εipqH

pq, (2.129)

F ∗·ki· = ε·kpi· Ep −
1
2c
vi ε

kpqHpq − 1
c2
vivm ε

mkpEp , (2.130)

F∗ik = εikp

(
Ep − 1

c
vqH

pq

)
, (2.131)
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è åãî êâàäðàò ðàâåí

F∗αβF ∗αβ = εipq (EpHiq − EiHpq) , (2.132)

ãäå εipq òðåõìåðíûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé äèñêðèìèíàí-
òíûé òåíçîð (2.73, 2.74). Òîãäà íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû äèâåðãåí-
öèè ïñåâäîòåíçîðà F ∗αβ èìåþò âèä

∇σ F ∗·σ0·√
g00

=
∗∂H∗i

∂xi
+H∗i

∗∂ ln
√
h

∂xi
− 1
c
E∗ikAik , (2.133)

∇σ F ∗σi =
∗∂E∗ik

∂xi
+ E∗ik

∗∂ ln
√
h

∂xk
− 1
c2
FkE

∗ik −

− 1
c

(∗∂H∗i

∂t
+DH∗i

)
,

(2.134)

èëè, ïîñëå âûäåëåíèÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé äèâåðãåíöèè
∗∇iH∗i è òàêæå õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé ôèçè÷åñêîé äèâåð-
ãåíöèè ∗∇̃kE∗ik, àíàëîãè÷íî (2.119, 2.120), ïîëó÷àåì

∇σ F ∗·σ0·√
g00

= ∗∇iH∗i − 1
c
E∗ikAik , (2.135)

∇σ F ∗σi = ∗∇̃kE∗ik − 1
c

(∗∂H∗i

∂t
+DH∗i

)
. (2.136)

Ïîìèìî äèâåðãåíöèè âåêòîðà, àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà è
ïñåâäîòåíçîðà 2-ãî ðàíãà íàì òàêæå íåîáõîäèìî çíàòü íàáëþäàåìûå
ïðîåêöèè äèâåðãåíöèè ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà 2-ãî ðàíãà
(â äàëüíåéøåì îíè ïîíàäîáÿòñÿ ïðè âûâîäå õðîíîìåòðè÷åñêè èíâà-
ðèàíòíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ). Òàê êàê ýòè âûðàæåíèÿ áûëè ðàíåå
ïîëó÷åíû Çåëüìàíîâûì, òî ìû ïðîñòî ïðèâîäèì èõ ïî åãî ïóáëèêà-
öèÿì. Îáîçíà÷àÿ íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà
Tαβ êàê

T00

g00
= ρ ,

T i0√
g00

= Ki, T ik = N ik, (2.137)

ñîãëàñíî Çåëüìàíîâó, èìååì
∇σ T σ0√
g00

=
∗∂ρ
∂t

+ ρD +DikN
ik + c ∗∇iKi − 2

c
FiK

i, (2.138)

∇σ Tσi = c
∗∂Ki

∂t
+ cDKi + 2c

(
Di
k +A·ik·

)
Kk +

+ c2 ∗∇kN ik − FkN
ik − ρF i.

(2.139)



2.5 Àáñîëþòíàÿ äèâåðãåíöèÿ è ðîòîð 57

Íàðÿäó ñ âíóòðåííèì (ñêàëÿðíûì) ïðîèçâåäåíèåì òåíçîðà ïî-
ëÿ ñ îïåðàòîðîì àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàáëà ∇, ÿâëÿþ-
ùèìñÿ äèâåðãåíöèåé äàííîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ, ìîæíî ðàññìîòðåòü
ðàçíîñòü êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ òåíçîðíîãî ïîëÿ. Ýòà âåëè÷è-
íà íàçûâàåòñÿ ðîòîðîì è ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �âèõðü�
òåíçîðíîãî ïîëÿ.

Àáñîëþòíûì ðîòîðîì íàçûâàþò âèõðü n-ìåðíîãî òåíçîðíîãî
ïîëÿ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (õîòÿ ýòî îáîçíà÷åíèå, â îòëè÷èå îò
àáñîëþòíîé äèâåðãåíöèè, âñòðå÷àåòñÿ î÷åíü ðåäêî). Ðîòîð ÷åòûðåõ-
ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Aα åñòü êîâàðèàíòíûé àíòèñèììåòðè÷íûé
òåíçîð 2-ãî ðàíãà, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì∗

Fµν = ∇µAν −∇ν Aµ =
∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

, (2.140)

ãäå ∇µAν àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Aν ïî êîîðäèíàòå xµ

∇µAν =
∂Aν
∂xµ

− ΓσνµAσ . (2.141)

Ðîòîð, ñâåðíóòûé ñ ÷åòûðåõìåðíûì ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷-
íûì äèñêðèìèíàíòíûì òåíçîðîì Eαβµν (2.65), îáðàçóåò ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ïñåâäîòåíçîð

F ∗αβ = Eαβµν (∇µAν −∇ν Aµ) = Eαβµν
(
∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

)
. (2.142)

Â ýëåêòðîäèíàìèêå Fµν (2.140) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòûðåõìåð-
íûé (îáùåêîâàðèàíòíûé) òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, èíà÷å íà-
çûâàåìûé òåíçîðîì Ìàêñâåëëà, è ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ðîòîðîì ÷å-
òûðåõìåðíîãî ïîòåíöèàëà Aα ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó â
äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ íàáëþäàåìûõ êîì-
ïîíåíò ÷åòûðåõìåðíîãî ðîòîðà Fµν è äóàëüíîãî åìó ïñåâäîòåíçîðà
F ∗αβ , çàïèñàííûå ÷åðåç íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû îáðàçóþùåãî èõ
÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà ïîëÿ Aα (2.81).

Âû÷èñëÿåì êîìïîíåíòû ðîòîðà Fµν . Ïðè ýòîì ìû ó÷èòûâàåì,
÷òî F00 =F 00 =0 êàê è äëÿ ëþáîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà. Â
ðåçóëüòàòå ïîñëå âû÷èñëåíèé ìû ïîëó÷àåì

F0i =
(
1− w

c2

) (
ϕ

c2
Fi −

∗∂ϕ
∂xi

− 1
c

∗∂qi
∂t

)
, (2.143)

∗Íàïðèìåð �98 â êíèãå Ï.Ê.Ðàøåâñêîãî [18], õîòÿ ïðàâèëüíåé íàçûâàòü èñ-
òèííûì ðîòîðîì (âèõðåì) ïîëÿ íå ñîáñòâåííî àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð (2.140),
à äóàëüíûé åìó ïñåâäîòåíçîð (2.142) êàê èíâàðèàíò îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ
êîîðäèíàòíûõ îñåé.
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Fik =
∗∂qi
∂xk

−
∗∂qk
∂xi

+
ϕ

c

(
∂vi
∂xk

− ∂vk
∂xi

)
+

+
1
c

(
vi
∗∂ϕ
∂xk

− vk
∗∂ϕ
∂xi

)
+

1
c2

(
vi
∗∂qk
∂t

− vk
∗∂qi
∂t

)
,

(2.144)

F ·00· = − ϕ

c3
vkF

k +
1
c
vk

( ∗∂ϕ
∂xk

+
1
c

∗∂qk
∂t

)
, (2.145)

F ·0k· = − 1√
g00

[
ϕ

c2
Fk −

∗∂ϕ
∂xk

− 1
c

∗∂qk
∂t

+

+
2ϕ
c2

vmAmk +
1
c2
vkv

m

( ∗∂ϕ
∂xm

+
1
c

∗∂qm
∂t

)
−

− 1
c
vm

(∗∂qm
∂xk

−
∗∂qk
∂xm

)
− ϕ

c4
vkvmF

m

]
,

(2.146)

F ·ik· = him
(∗∂qm
∂xk

−
∗∂qk
∂xm

)
− 1
c
himvk

∗∂ϕ
∂xm

−

− 1
c2
himvk

∗∂qm
∂t

+
ϕ

c3
vkF

i +
2ϕ
c
A·ik· ,

(2.147)

F 0k =
1√
g00

[
hkm

( ∗∂ϕ
∂xm

+
1
c

∗∂qm
∂t

)
− ϕ

c2
F k+

+
1
c
vnhmk

(∗∂qn
∂xm

−
∗∂qm
∂xn

)
− 2ϕ
c2

vmA
mk

]
,

(2.148)

F ·i0·√
g00

=
giαF0α√
g00

= hik
( ∗∂ϕ
∂xk

+
1
c

∗∂qk
∂t

)
− ϕ

c2
F i, (2.149)

F ik = giαgkβFαβ = himhkn
(∗∂qm
∂xn

−
∗∂qn
∂xm

)
− 2ϕ

c
Aik, (2.150)

ïðè÷åì âåëè÷èíû (2.149, 2.150) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôèçè÷åñêèå íà-
áëþäàåìûå ïðîåêöèè ðîòîðà Fµν . Ñîîòâåòñòâåííî, íàáëþäàåìûå
ïðîåêöèè äóàëüíîãî åìó ïñåâäîòåíçîðà F ∗αβ èìåþò âèä

F ∗·i0·√
g00

=
g0αF

∗αi
√
g00

= εikm
[

1
2

(∗∂qk
∂xm

−
∗∂qm
∂xk

)
− ϕ

c
Akm

]
, (2.151)

F ∗ik = εikm
(
ϕ

c2
Fm −

∗∂ϕ
∂xm

− 1
c

∗∂qm
∂t

)
, (2.152)

ãäå F ∗·i0· = g0αF
∗αi = g0αE

αiµνFµν âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãîòîâûõ
êîìïîíåíò ðîòîðà Fµν (2.143�2.148).
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�2.6 Îïåðàòîðû Ëàïëàñà è Äàëàìáåðà
Îïåðàòîðîì Ëàïëàñà íàçûâàþò òðåõìåðíûé îïåðàòîð äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ

∆ = ∇∇ = ∇2 = −gik∇i∇k . (2.153)

Åãî îáîáùåíèåì â ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ÿâëÿåòñÿ îáùåêîâàðèàíòíûé îïåðàòîð Äàëàìáåðà

¤ = gαβ ∇α∇β . (2.154)

Â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî îïåðàòîð Äàëàìáåðà âûãëÿäèò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì

∆ =
∂2

∂x1∂x1
+

∂2

∂x2∂x2
+

∂2

∂x3∂x3
, (2.155)

¤ =
1
c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x1∂x1
− ∂2

∂x2∂x2
− ∂2

∂x3∂x3
=

1
c2

∂2

∂t2
−∆ , (2.156)

ãäå ∆ îïåðàòîð Ëàïëàñà (2.153).
Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèìåíèòü îïåðàòîð Äàëàì-

áåðà ê ñêàëÿðíîìó è âåêòîðíîìó ïîëÿì â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå è âûðàçèòü ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíîì âèäå. Âíà÷àëå ìû ïðèìåíèì îïåðàòîð Äàëàìáåðà ê
÷åòûðåõìåðíîìó ïîëþ ñêàëÿðà ϕ, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå âûêëàäêè ñó-
ùåñòâåííî ïðîùå (àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ∇αϕ
íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ è ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîé ïðîèç-
âîäíîé)

¤ϕ = gαβ ∇α∇β ϕ = gαβ
∂ϕ

∂xα

(
∂ϕ

∂xβ

)
= gαβ

∂2ϕ

∂xα∂xβ
. (2.157)

Êîìïîíåíòû ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà âûðàçèì
÷åðåç âåëè÷èíû òåîðèè õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ. Äëÿ êîì-
ïîíåíò gik èç (1.18) èìååì gik =−hik. Âåëè÷èíû g0i ïîëó÷àþòñÿ èç
âûðàæåíèÿ äëÿ âåêòîðà ëèíåéíîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
vi =− c g0i√g00

g0i = − 1
c
√
g00

vi. (2.158)

Íóëåâóþ êîìïîíåíòó g00 ìîæíî íàéòè èç ñâîéñòâà ôóíäàìåí-
òàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gασgβσ = gβα. Ðàñïèñûâàÿ ýòî ðàâåí-
ñòâî ïîêîìïîíåíòíî äëÿ α=β=0,

g0σg
0σ = g00g

00 + g0ig
0i = δ00 = 1, (2.159)
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è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

g00 =
(
1− w

c2

)2

, g0i = −1
c
vi

(
1− w

c2

)
, (2.160)

ïîëó÷àåì

g00 =
1

(
1− w

c2

)2

(
1− 1

c2
viv

i
)
, viv

i = hik v
ivk = v2. (2.161)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ôóíäàìåí-
òàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â ¤ϕ (2.157) è çàìåíÿÿ îáû÷íûå
îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â õðîíîìåòðè-
÷åñêè èíâàðèàíòíîì âèäå

¤ϕ =
1
c2

∗∂2ϕ

∂t2
− hik

∗∂2ϕ

∂xi∂xk
= ∗¤ϕ , (2.162)

ãäå ∗¤ ÷åòûðåõìåðíûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé îïåðàòîð
Äàëàìáåðà è ∗∆ òðåõìåðíûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé îïå-
ðàòîð Ëàïëàñà

∗¤ =
1
c2

∗∂2

∂t2
− hik

∗∂2

∂xi∂xk
, (2.163)

∗∆ = −gik ∗∇i ∗∇k = hik
∗∂2

∂xi∂xk
. (2.164)

Òåïåðü ïðèìåíèì îïåðàòîð Ëàïëàñà ê ÷åòûðåõìåðíîìó âåêòîð-
íîìó ïîëþ Aα â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå

¤Aα = gµν ∇µ∇ν Aα. (2.165)

Òàê êàê âåëè÷èíà ¤Aα ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì âåêòîðîì, òî
åå õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå (ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå) ïðî-
åêöèè íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

T = bσ ¤Aσ = bσ g
µν ∇µ∇ν Aσ, (2.166)

Bi = hiσ ¤Aσ = hiσ g
µν ∇µ∇ν Aσ. (2.167)

Âîîáùå âûâîä õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé Äà-
ëàìáåðà äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå íå
ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì, ò.ê. ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ íå ðàâíû íóëþ
è âûêëàäêè äëÿ ïðîåêöèé âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ çàíèìàþò äåñÿòêè
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ñòðàíèö∗. Ýòî äîâîëüíî òðóäîåìêîå äåëî, òðåáóþùåå íå îäíîé íåäå-
ëè àêêóðàòíûõ âû÷èñëåíèé è ïðîâåðîê ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
Îäíàêî çíà÷åíèå îïåðàòîðà Äàëàìáåðà â òåîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö
òðóäíî íåäîîöåíèòü, è äîñòèæåíèå öåëè â äàííîì ñëó÷àå îïðàâäûâà-
åò âñå ïðèëîæåííûå óñèëèÿ. Îñíîâíûì êðèòåðèåì ïðàâèëüíîñòè âû-
êëàäîê ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî õðîíîìåòðè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè, ñôîð-
ìóëèðîâàííîå Çåëüìàíîâûì: ïðè ïðàâèëüíî ñäåëàííûõ âûêëàäêàõ
âñå ÷ëåíû èòîãîâûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àòñÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðè-
àíòíûìè, ò.å. ñîñòîÿùèìè èç õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ îò íàáëþäàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ è õðîíîìåò-
ðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà.

Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé ìû ïîëó÷àåì, ÷òî õðîíî-
ìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ïðîåêöèè óðàâíåíèé Äàëàìáåðà äëÿ âåê-
òîðíîãî ïîëÿ â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå (2.166, 2.167) èìåþò
ñëåäóþùèé âèä

T = ∗¤ϕ− 1
c3

∗∂
∂t

(
Fkq

k
)− 1

c3
Fi

∗∂qi

∂t
+

1
c2
F i

∗∂ϕ
∂xi

+

+hik∆m
ik

∗∂ϕ
∂xm

− hik
1
c

∗∂
∂xi

[
(Dkn +Akn) qn

]
+
D

c2

∗∂ϕ
∂t

−

− 1
c
Dk
m

∗∂qm

∂xk
+

2
c3
AikF

iqk +
ϕ

c4
FiF

i − ϕ

c2
DmkD
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∗Îò÷àñòè ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ è äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà â îñíîâíîì âû÷èñëÿþò â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî (ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ñïåöèàëüíîé Òåîðèè Îòíî-
ñèòåëüíîñòè), â êîòîðîé ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ðàâíû íóëþ. Âïðî÷åì, ïðè îá-
ùåêîâàðèàíòíîé çàïèñè âîîáùå òðóäíî îäíîçíà÷íî èíòåðïðåòèðîâàòü ðåçóëüòà-
òû âû÷èñëåíèé, åñëè îíè íå âûðàæåíû ÷åðåç ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷è-
íû (õðîíîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû) èëè íå ïðèâåäåíû ê êàêîìó-ëèáî ïðîñòîìó
÷àñòíîìó ñëó÷àþ, íàïðèìåð â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî.
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ãäå ∗¤ϕ è ∗¤qi ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðè-
àíòíîãî îïåðàòîðà Äàëàìáåðà (2.163) ê âåëè÷èíàì ϕ= A0√

g00
è qi =Ai

(ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûì êîìïîíåíòàì âåêòîðà Aα)

∗¤ϕ=
1
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∂t2
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, (2.170)

∗¤qi= 1
c2

∗∂2qi

∂t2
−hkm

∗∂2qi

∂xk∂xm
. (2.171)

Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Äàëàìáåðà ê òåíçîðíîìó ïîëþ
åñòü óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà. Ñ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
� ýòî óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ýòîãî ïîëÿ. Åñëè óðàâíåíèÿ
Äàëàìáåðà íå ðàâíû íóëþ, òî ýòî óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí
ïîëÿ, ïîðîæäåííûõ êàêèì-òî âíåñåííûì �èñòî÷íèêîì� èëè èõ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì â ïðîñòðàíñòâå (óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà ñ �èñòî÷íèêîì�).
Íàïðèìåð, äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èñòî÷íèêàìè ñëóæàò ýëåê-
òðè÷åñêèå çàðÿäû è òîêè. Åñëè æå ðåçóëüòàò âîçäåéñòâèÿ îïåðàòîðà
Äàëàìáåðà íà ïîëå ðàâåí íóëþ, òî ýòî áóäóò óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîëí äàííîãî ïîëÿ, ñóùåñòâóþùåãî âíå ñâÿçè ñ êàêèì-ëèáî
�èñòî÷íèêàìè�, âíåñåííûìè â ïðîñòðàíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåí-
ñòâî íóëþ âñåõ ÷ëåíîâ, íå ñòîÿùèõ ïîä çíàêîì õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíîãî îïåðàòîðà Äàëàìáåðà ∗¤, äàåò ôèçè÷åñêèå óñëîâèÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ íàáëþäàåìûõ âîëí èññëåäóåìîãî ïîëÿ â ÷åòûðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, êîãäà ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíàÿ
ñèëà Fi ðàâíà íóëþ, îòñóòñòâóþò âðàùåíèå Aik è äåôîðìàöèÿ Dik

ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà è íåò êàêîé-ëèáî äîïîëíèòåëüíîé ñðåäû. Â
ýòîì ñëó÷àå õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå (íàáëþäàåìûå) óðàâ-
íåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïîëÿ Aα ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðè-
ðàâíèâàíèÿ ê íóëþ âûðàæåíèé (2.170, 2.171) è èìåþò äîâîëüíî ïðî-
ñòîé âèä. Åñëè ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ïðîñòðàíñòâà îòëè÷åí
îò íóëÿ, à ñàìî ïðîñòðàíñòâî âðàùàåòñÿ è äåôîðìèðóåòñÿ (äîñòà-
òî÷íî ïðîÿâëåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ïðîñòðàíñòâà), òî, êàê âèäíî èç ôîðìóë (2.168, 2.169), óðàâíåíèÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñóùåñòâåííî óñëîæíÿþòñÿ èç-çà ó÷åòà âîç-
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äåéñòâèÿ êàæäîãî èç ýòèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôàêòîðîâ. Åñëè æå ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ïîìèìî èññëåäóåìîãî
òåíçîðíîãî ïîëÿ, çàïîëíåíà åùå êàêîé-ëèáî ñðåäîé, òî â óðàâíåíèÿõ
Äàëàìáåðà ïîÿâèòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè, õàðàêòå-
ðèçóþùèé ýòó ñðåäó è îïðåäåëÿåìûé èç îïèñûâàþùèõ åå óðàâíåíèé.

�2.7 Çàêëþ÷åíèå
Èòàê, ïîäâåäåì èòîãè ýòîé ãëàâû. Ïîìèìî îáùèõ ñâåäåíèé î òåí-
çîðàõ è òåíçîðíîé àëãåáðå ìû ñäåëàëè ðÿä óäîáíûõ çàãîòîâîê, êî-
òîðûå ñóùåñòâåííî îáëåã÷àò íàøè ðàñ÷åòû â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ.
Íàïðèìåð, âñòðåòèâøèñü ïî õîäó èññëåäîâàíèé ñ êàêèì-ëèáî àíòè-
ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì, òåïåðü íå íóæíî ñïåöèàëüíî âû÷èñëÿòü
åãî ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû, äîñòàòî÷íî ëèøü âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ïîëó÷åííûìè çäåñü îáùèìè ôîðìóëàìè. Òî æå ñàìîå è
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ðàâåíñòâî íóëþ àáñîëþòíîé
ïðîèçâîäíîé äèíàìè÷åñêîãî âåêòîðà ÷àñòèöû ïî íàïðàâëåíèþ äàåò
äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýòîé ÷àñòèöû. Ðàâåíñòâî íóëþ
äèâåðãåíöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ äàåò óñëîâèå Ëîðåíöà è óðàâíåíèå
íåðàçðûâíîñòè. Ðàâåíñòâî íóëþ äèâåðãåíöèè ñèììåòðè÷íîãî òåí-
çîðà 2-ãî ðàíãà äàåò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, à ðàâåíñòâî íóëþ äèâåð-
ãåíöèè àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà (è ïñåâäîòåíçîðà) 2-ãî ðàíãà �
óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ � ýòî òåíçîð ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ (òåíçîð Ìàêñâåëëà). Óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà ñóòü
óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â îáîáùåííîì âèäå, ò.å. íå òîëü-
êî â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. È ýòî äàëåêî íå ïîëíûé
ñïèñîê ïðèëîæåíèé íàøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàãîòîâîê. Âû÷èñëåíèå
èõ ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ ïðîåêöèé � ïîðîé äîâîëüíî ñëîæíîå
äåëî, ñîâåðøåííî íåçà÷åì íåñêîëüêî ðàç ïîâòîðÿòü ýòè âûêëàäêè â
êíèãå äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ. Ãîðàçäî óäîáíåå âçÿòü óæå
ãîòîâûå âûðàæåíèÿ èç ýòîé ãëàâû è ïðîñòî ïîäñòàâèòü â íèõ íåîá-
õîäèìûå êîìïîíåíòû äèôôåðåíöèðóåìîé âåëè÷èíû.



Ãëàâà 3 Çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà
â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

â ïñåâäîðèìàíîâîì
ïðîñòðàíñòâå

�3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â ýòîé ãëàâå íàì ïðåäñòîèò ðåøèòü äâå çàäà÷è. Âî-ïåðâûõ, íåîáõî-
äèìî ïîñòðîèòü òåîðèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ÷åòûðåõìåðíîì
ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîé âñå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ
áóäóò âûðàæåíû â õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîì âèäå (ò.å. ÷åðåç
ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû). È, âî-âòîðûõ, íàì íåîáõîäèìî
âûâåñòè õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû ñ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì.

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîðíîå
ïîëå ÷åòûðåõìåðíîãî ïîòåíöèàëà Aα â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå � âðåìåíè (ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå). Åãî âðåìåííîé
êîìïîíåíòîé ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ϕ, à òðåõìåðíûå êîìïîíåíòû îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûé
âåêòîð-ïîòåíöèàë Ai. Ñîáñòâåííî, ÷åòûðåõìåðíûé ïîòåíöèàë ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Aα â ñèñòåìå åäèíèö ÑÃÑÝ è ãàóññîâîé èìååò
ðàçìåðíîñòü

Aα [ ãðàìì1/2 ñì1/2 ñåê−1 ] , (3.1)

òàêîé æå ðàçìåðíîñòüþ îáëàäàþò è åãî êîìïîíåíòû ϕ è Ai.
Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñóùåñò-

âåííî îòëè÷àåòñÿ îò èññëåäîâàíèÿ ïîëÿ ãðàâèòàöèè: â ðàìêàõ òåî-
ðèè õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ãðàâèòà-
öèîííî-èíåðöèàëüíàÿ ñèëà F i è ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë w (1.38)
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðî-
ñòðàíñòâà, òîãäà êàê ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå (ò.å. ïîëå ïîòåíöèàëà
Aα) íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå �ãåîìåòðèçîâàíî�, è ìû âûíóæäåíû
ðàññìàòðèâàòü åãî ïðîñòî êàê âíåøíåå âåêòîðíîå ïîëå, âíåñåííîå â
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ.

Óðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè � óðàâíåíèÿ Ìàêñ-
âåëëà, óñòàíàâëèâàþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàïðÿæåííîñòÿìè
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, � áûëè âûâåäåíû åùå â òî
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âðåìÿ, êîãäà â ìåòîäàõ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè íå èñïîëüçîâàëîñü
íå òîëüêî èñêðèâëåííîå ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî, íî è ïëîñ-
êîå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Çàòåì, ñ ïîÿâëåíèåì òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè, áûëà ñîçäàíà ðåëÿòèâèñòñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, â ðàì-
êàõ êîòîðîé óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áûëè ïîëó÷åíû â ÷åòûðåõìåðíîé
îáùåêîâàðèàíòíîé ôîðìóëèðîâêå â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Îäíàêî, ïðèîáðåòÿ îáùåêîâàðèàíòíûé âèä, îíè ïîòåðÿëè òó íàãëÿä-
íîñòü, êîòîðàÿ áûëà ïðåèìóùåñòâîì êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìè-
êè. Ïðàâäà, ÷åòûðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî
ìîæíî ïðîñòî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñêàëÿðíîé (âðåìåííîé) è âåêòîð-
íûõ (ïðîñòðàíñòâåííûõ) êîìïîíåíò, ò.ê. â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà îíè ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè âåëè÷èíàìè.
Íî êîãäà ìû ïåðåõîäèì ê èñêðèâëåííîìó, íåîäíîðîäíîìó è àíè-
çîòðîïíîìó ïñåâäîðèìàíîâîìó ïðîñòðàíñòâó, çàäà÷à ñîïîñòàâëåíèÿ
ñêàëÿðíîé è âåêòîðíûõ êîìïîíåíò îáùåêîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé ñ
óðàâíåíèÿìè êëàññè÷åñêîé è ðåëÿòèâèñòñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè ñòà-
íîâèòñÿ íåòðèâèàëüíîé, ò.ê. âîçíèêàåò ïðîáëåìà, êàêèå âåëè÷èíû
ñ÷èòàòü ôèçè÷åñêèìè íàáëþäàåìûìè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ýëåê-
òðîäèíàìèêè â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå â èòîãå äîëæíû
áûòü çàïèñàíû îòíîñèòåëüíî ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ êîìïîíåíò
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ (ýòàëîííûõ)
õàðàêòåðèñòèê ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà íàáëþäàòåëÿ. Ýòó çàäà÷ó ìû
áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà õðîíîìåòðè-
÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, ò.å. ïîñðåäñòâîì ïðîåöèðîâàíèÿ îáùåêîâàðè-
àíòíûõ âåëè÷èí íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî ðåàëüíîãî òåëà îòñ÷å-
òà, ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ ýòàëîíàìè äëÿ èçìåðåíèé. Ïîëó÷åííûå òàêèì ïóòåì ðåçóëüòàòû
ïîçâîëÿò íàì âûâåñòè íàáëþäàåìîå îáîáùåíèå îñíîâíûõ âåëè÷èí è
çàêîíîâ êëàññè÷åñêîé è ðåëÿòèâèñòñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè â òàêîé
ôîðìå, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò âëèÿíèå ôèçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà (òåëà îòñ÷åòà) íà ðåçóëüòàòû
íàáëþäåíèé.

�3.2 Íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ. Èíâàðèàíòû ïîëÿ

Òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ïî îïðåäåëåíèþ) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ðîòîð ÷åòûðåõìåðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Aα è èíà÷å íà-
çûâàåòñÿ òåíçîðîì Ìàêñâåëëà

Fµν = ∇µAν −∇ν Aµ =
∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

. (3.2)
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Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùå-
êîâàðèàíòíîå îáîáùåíèå òðåõìåðíûõ âåëè÷èí êëàññè÷åñêîé ýëåê-
òðîäèíàìèêè

~E = −−→∇ϕ− 1
c

∂ ~A

∂t
, ~H = curl ~A , (3.3)

ãäå ~E è ~H íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, ϕ
ñêàëÿðíûé è ~A òðåõìåðíûé âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ è −→∇ =~ı

∂

∂x
+ ~

∂

∂y
+ ~k

∂

∂z
(3.4)

îïåðàòîð ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû âûÿñíèì, êàêèå êîìïîíåíòû îáùåêîâà-
ðèàíòíîãî òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Fαβ ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷å-
ñêèìè íàáëþäàåìûìè âåëè÷èíàìè, è óñòàíîâèì ñâÿçü ýòèõ âåëè-
÷èí ñ òðåõìåðíûìè âåêòîðàìè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-
ëÿ ~E è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ~H êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, êîòî-
ðûå ìû òàêæå âû÷èñëèì â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå (îíî, âî-
îáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ èñêðèâëåííûì, íåîäíîðîäíûì è àíèçîòðîï-
íûì). Çäåñü î÷åíü âàæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå. Òàê êàê ïëîñêîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî) â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà ìåòðèêà èìååò âèä

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (3.5)

è êîìïîíåíòû ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ

g00 = 1 , g0i = 0 , g11 = g22 = g33 = −1 , (3.6)

òî íåò ðàçëè÷èÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè êîâàðèàíòíûõ è êîíòðàâàðè-
àíòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà Aα (â ÷àñòíîñòè, ïîòîìó, ÷òî âñå âû÷èñ-
ëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ)

ϕ = A0 = A0, Ai = −Ai. (3.7)

Â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå (è â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå
âîîáùå) ýòî íå âñå ðàâíî, ò.ê. ìåòðèêà èìååò îáùèé âèä, ïîýòîìó
ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë è âåêòîð-ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ñëåäóåò îïðåäåëÿòü êàê ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå (õðîíîìåòðè÷å-
ñêè èíâàðèàíòíûå) êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíîãî ïîòåíöèàëà Aα

ϕ = bαAα =
A0√
g00

, qi = hiσA
σ = Ai. (3.8)
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Îñòàëüíûå, íå ÿâëÿþùèåñÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûìè,
êîìïîíåíòû Aα âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ϕ è qi â âèäå

A0 =
1

1− w

c2

(
ϕ+

1
c
viq

i
)
, Ai = −qi − ϕ

c
vi . (3.9)

Ïðè÷åì, ñîãëàñíî òåîðèè õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, êîâà-
ðèàíòíûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé âåêòîð qi ïîëó÷àåòñÿ èç
êîíòðàâàðèàíòíîãî qi â ðåçóëüòàòå îïóñêàíèÿ èíäåêñà ñ ïîìîùüþ
õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî (íàáëþäàåìîãî) òðåõìåðíîãî òåí-
çîðà hik, ò.å. qi =hikq

k, òîãäà êàê îáû÷íûé êîâàðèàíòíûé âåêòîð Ai,
íå ÿâëÿþùèéñÿ õðîíîìåòðè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì
îïóñêàíèÿ èíäåêñà ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõìåðíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà Ai = giαA

α.
Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà ÷åòûðåõìåðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-

òåíöèàëà Aα â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ïî ôîðìóëå (2.39),
èìååò âèä

AαA
α = gαβA

αAβ = ϕ2 − hikq
iqk = ϕ2 − q2, (3.10)

è ÿâëÿåòñÿ: âåùåñòâåííûì, åñëè ϕ2>q2; ìíèìûì, åñëè ϕ2<q2; íó-
ëåâûì (èçîòðîïíûì), åñëè ϕ2 = q2.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ â îïðåäåëåíèè òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ Fαβ (3.2) êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíîãî ïîòåíöèàëà Aα (3.8, 3.9),
âûðàæàÿ îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå ÷åðåç õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíò-
íûå ïðîèçâîäíûå (1.33), ïî ôîðìóëàì äëÿ êîìïîíåíò ðîòîðà ïðî-
èçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ (2.143�2.150) ïîëó÷àåì ôèçè÷åñêèå íà-
áëþäàåìûå (õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå) êîìïîíåíòû äàííîãî
òåíçîðà Fαβ

F ·i0·√
g00

=
giαF0α√
g00

= hik
( ∗∂ϕ
∂xk

+
1
c

∗∂qk
∂t

)
− ϕ

c2
F i, (3.11)

F ik = giαgkβFαβ = himhkn
(∗∂qm
∂xn

−
∗∂qn
∂xm

)
− 2ϕ

c
Aik. (3.12)

Îáîçíà÷èì íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ

Ei =
F ·i0·√
g00

, Hik = F ik. (3.13)

Îáðàçîâàííûå ñ èõ ïîìîùüþ êîâàðèàíòíûå õðîíîìåòðè÷åñêè èí-
âàðèàíòíûå âåëè÷èíû ðàâíû

Ei = hikE
k =

∗∂ϕ
∂xi

+
1
c

∗∂qi
∂t

− ϕ

c2
Fi , (3.14)
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Hik = himhknH
mn =

∗∂qi
∂xk

−
∗∂qk
∂xi

− 2ϕ
c
Aik , (3.15)

à ñìåøàííûå êîìïîíåíòû H ·m
k· =−Hm·

·k ïîëó÷àþòñÿ èç êîìïîíåíòû
Hik ñ ïîìîùüþ òðåõìåðíîãî õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà hik, ò.å. H ·m

k· =hkiH
im. Ïðè ýòîì äåôîðìàöèÿ

ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà Dik = 1
2

∗∂hik

∂t
(1.40) ñîäåðæèòñÿ òîæå â ýòèõ

âûðàæåíèÿõ, íî â íåÿâíîì âèäå, è ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå
êîìïîíåíò qk =hkmq

m â âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè.
Êðîìå òîãî, ìû âñåãäà ìîæåì âûðàçèòü è îñòàëüíûå êîìïîíåíòû
òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Fαβ ÷åðåç åãî íàáëþäàåìûå êîì-
ïîíåíòû Ei è Hik (3.11), èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò ïðîèç-
âîëüíîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà (2.112�2.115). Ýòî âîçìîæíî,
ò.ê. â îáîáùåííûå âûðàæåíèÿ (2.112�2.115) âõîäÿò âåëè÷èíû Ei è
Hik â �íåÿâíîì� âèäå, íåçàâèñèìî îò òîãî, áóäü ýòî êîìïîíåíòû ðî-
òîðà èëè àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà êàêîãî-òî äðóãîãî âèäà.

Â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, êîãäà óñêîðåíèå F i, âðàùåíèå Aik
è äåôîðìàöèÿ Dik ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà ðàâíû íóëþ, âûðàæåíèå
äëÿ êîìïîíåíòû Ei (3.14) ïðèíèìàåò âèä

Ei =
∂ϕ

∂xi
+

1
c

∂Ai
∂t

, (3.16)

èëè â òðåõìåðíîé âåêòîðíîé ôîðìå,

~E = −→∇ϕ+
1
c

∂ ~A

∂t
, (3.17)

÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ ~E (3.3) èç
êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè.

Òåïåðü äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ â òðåõìåðíîì âåêòîðíîì âèäå, èñïîëüçóåì êîìïîíåíòû ïñåâäî-
òåíçîðà F ∗αβ , êîòîðûé â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåò-
ñÿ äóàëüíûì òåíçîðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F ∗αβ = 1

2
EαβµνFµν

(2.123). Ôèçè÷åñêèìè íàáëþäàåìûìè êîìïîíåíòàìè ýòîãî ïñåâäî-
òåíçîðà, ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.124), ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû

H∗i =
F ∗·i0·√
g00

, E∗ik = F ∗ik. (3.18)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ïñåâäîòåíçîðà F ∗αβ , ïî-
ëó÷åííûå âî 2-é ãëàâå (2.125�2.131), è ôîðìóëû äëÿ Ei è Hik (3.14,
3.15), ïîëó÷àåì ðàçâåðíóòûå âûðàæåíèÿ äëÿ H∗i è E∗ik, à èìåííî

H∗i =
1
2
εimn

(∗∂qm
∂xn

−
∗∂qn
∂xm

− 2ϕ
c
Amn

)
=

1
2
εimnHmn , (3.19)
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E∗ik = εikn
(
ϕ

c2
Fn −

∗∂ϕ
∂xn

− 1
c

∗∂qn
∂t

)
= − εiknEk . (3.20)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äóàëüíî ñîïðÿæåííûìè ÿâëÿþòñÿ ïàðû òåí-
çîðîâ: H∗i è Hmn, E∗ik è Em. Õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ âå-
ëè÷èíà H∗i (3.19) ñîñòîèò èç ÷ëåíà

1
2
εimn

(∗∂qm
∂xn

−
∗∂qn
∂xm

)
=

1
2
εimn (∗∇n qm − ∗∇m qn) , (3.21)

ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ðîòîð
òðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ qm è ÷ëåíà

1
2
εimn

2ϕ
c
Amn =

2ϕ
c

Ω∗i, (3.22)

ãäå Ω∗i = 1
2
εimnAmn õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïñåâäîâåêòîð

óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà. Â ãàëèëååâîé ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, ò.å. ïðè îòñóòñòâèè óñêî-
ðåíèÿ, âðàùåíèÿ è äåôîðìàöèè, ïîëó÷åííîå íàìè âûðàæåíèå äëÿ
õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïñåâäîâåêòîðà íàïðÿæåííîñòè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ H∗i (3.19) ïðèíèìàåò âèä

H∗i =
1
2
εimn

(
∂qm
∂xn

− ∂qn
∂xm

)
, (3.23)

èëè â òðåõìåðíîé âåêòîðíîé ôîðìå
~H = curl ~A. (3.24)

Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðà ïñåâäîðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà îêàçû-
âàåò âîçäåéñòâèå íà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå òåì, ÷òî íàáëþäàåìûå
(õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå) âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé Ei (3.14)
è ìàãíèòíîé H∗i (3.19) íàïðÿæåííîñòåé çàâèñÿò îò ãðàâèòàöèîííîãî
ïîòåíöèàëà è âðàùåíèÿ ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà.

Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ áóäåò èìåòü ìåñòî è ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå
Ìèíêîâñêîãî, åñëè èçáðàòü â êà÷åñòâå ñèñòåìû îòñ÷åòà íàáëþäà-
òåëÿ íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ óñêîðåí-
íî è âðàùàåòñÿ. Îäíàêî â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî âñåãäà ìîæíî
èçáðàòü ãàëèëååâó ñèñòåìó îòñ÷åòà (÷òî íåâîçìîæíî â ïñåâäîðèìà-
íîâîì ïðîñòðàíñòâå), ò.ê. ñàìî ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî ñèñòåìó
îòñ÷åòà íèêàê íå óñêîðÿåò, íå âðàùàåò, íå äåôîðìèðóåò. Ïîýòîìó
òàêèå ýôôåêòû â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî îò-
íîñèòåëüíûìè (êîîðäèíàòíûìè). Â ðåëÿòèâèñòñêîé ýëåêòðîäèíàìè-
êå ââîäÿòñÿ èíâàðèàíòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (èëè ïðîñòî �
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èíâàðèàíòû ïîëÿ)
J1 = FµνF

µν = 2F0iF
0i + FikF

ik, (3.25)

J2 = FµνF
∗µν = 2F0iF

∗0i + FikF
∗ik. (3.26)

Ïåðâûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, âòîðîé � ïñåâäîñêàëÿðîì.
Âûðàæàÿ èõ ÷åðåç êîìïîíåíòû òåíçîðà Ìàêñâåëëà

J1 = HikH
ik − 2EiEi, J2 = εimn (EmHin − EiHnm) , (3.27)

è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò äóàëüíîãî ïñåâäîòåíçîðà
F ∗µν , êîòîðûå ìû ïîëó÷èëè âî 2-é ãëàâå, ìîæíî çàïèñàòü èíâàðè-
àíòû ïîëÿ â âèäå

J1 = −2
(
EiE

i −H∗iH∗i) , J2 = −4EiH∗i. (3.28)

Â ñèëó òîãî, ÷òî J1 è J2 ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè, ìîæíî óòâåð-
æäàòü ñëåäóþùåå. Íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé ðàâíû â ñëó÷àÿõ:

1) åñëè â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå îòñ÷åòà E2 =H∗2, ýòî ðàâåíñòâî áó-
äåò ñîõðàíÿòüñÿ è â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷åòà;

2) åñëè â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå îòñ÷åòà âåêòîðû íàïðÿæåííîñòåé
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé îðòîãîíàëüíû EiH

∗i =0,
ýòà îðòîãîíàëüíîñòü òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ â ëþáîé äðóãîé ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà.

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì E2 =H∗2 è
EiH

∗i =0, ò.å. êîãäà îáà èíâàðèàíòà ïîëÿ (3.28) ðàâíû íóëþ, â ýëåê-
òðîäèíàìèêå íàçûâàþò èçîòðîïíûì. Ïðè÷åì çäåñü ïîä èçîòðîïíî-
ñòüþ ïîäðàçóìåâàåòñÿ íå ìåñòîïîëîæåíèå ïîëÿ â ñâåòîïîäîáíîé îá-
ëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (êàê ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü â â òåîðèè
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè), à ñâîéñòâî ïîëÿ èçëó÷àòüñÿ îäèíàêîâî âî
âñåõ íàïðàâëåíèÿõ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èíâàðèàíòû ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæíî òàêæå âûðàçèòü ÷åðåç õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå îò íàáëþäàåìûõ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèà-
ëà ϕ è âåêòîð-ïîòåíöèàëà qi (3.8), à òàêæå ÷åðåç õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà

J1 = 2
[
himhkn

(∗∂qi
∂xk

−
∗∂qk
∂xi

) ∗∂qm
∂xn

− hik
∗∂ϕ
∂xi

∗∂ϕ
∂xk

−

− 2
c
hik

∗∂ϕ
∂xi

∗∂qk
∂t

− 1
c2
hik

∗∂qi
∂t

∗∂qk
∂t

+
8ϕ
c2

ΩiΩi−

− 2ϕ
c
εimnΩm

∗∂qi
∂xn

+
2ϕ
c2

∗∂ϕ
∂xi

F i +
2ϕ
c3

∗∂qi
∂t

F i − ϕ

c4
FiF

i

]
,

(3.29)
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J2 =
1
2

[
εimn

(∗∂qm
∂xn

−
∗∂qn
∂xm

)
− 4ϕ

c
Ω∗i

](∗∂ϕ
∂xi

+
1
c

∗∂qi
∂t

− ϕ

c2
Fi

)
. (3.30)

Ôèçè÷åñêèå óñëîâèÿ äëÿ èçîòðîïíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì ïðèðàâíèâàíèÿ ïðåäûäóùèõ âûðàæåíèé (3.29,
3.30) ê íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû âèäèì, ÷òî ñîâìåñòíîå âûïîëíå-
íèå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà òðåõìåðíûõ äëèí âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòåé
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé E2 =H∗2 è óñëîâèå èõ âçàèìíîé
îðòîãîíàëüíîñòè EiH

∗i =0 â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðå-
äåëÿþòñÿ íå òîëüêî ñâîéñòâàìè ñàìîãî ïîëÿ (ñêàëÿðíûì ïîòåíöèà-
ëîì ϕ è âåêòîðîì-ïîòåíöèàëîì qi), íî òàêæå è óñêîðåíèåì F i, âðà-
ùåíèåì Aik è äåôîðìàöèåé Dik ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà òåëà îòñ÷åòà.
Â ÷àñòíîñòè, âåêòîðû Ei è H∗i âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, êîãäà ïðî-
ñòðàíñòâî ãîëîíîìíî Ω∗i =0, à òðåõìåðíîå ïîëå âåêòîð-ïîòåíöèàëà
qi ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì εimn

( ∗∂qm

∂xm − ∗∂qn

∂xn

)
=0.

�3.3 Õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñ-
âåëëà. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà.
Óñëîâèå Ëîðåíöà

Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå çàâèñèìîñòè ìåæäó íàïðÿæåííî-
ñòÿìè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ~E [ ãðàìì1/2 ñì−1/2 ñåê−1 ] è ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ ~H [ ãðàìì1/2 ñì−1/2 ñåê−1 ] óñòàíàâëèâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
Ìàêñâåëëà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåçóëüòàò îáîáùåíèÿ îïûò-
íûõ ôàêòîâ. Â ñåðåäèíå XIX-ãî âåêà Äæ.Ê.Ìàêñâåëë ïîêàçàë: êî-
ãäà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âîçáóæäàåòñÿ â âàêóóìå çàäàííûìè çà-
ðÿäàìè è òîêàìè, ñîáñòâåííî ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé èç äâóõ
ãðóïï óðàâíåíèé [20]

curl ~H − 1
c

∂ ~E

∂t
=

4π
c
~j

div ~E = 4πρ





I , (3.31a)

curl ~E +
1
c

∂ ~H

∂t
= 0

div ~H = 0





II , (3.31b)

ãäå ρ [ ãðàìì1/2 ñì−3/2 ñåê−1 ] ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷å-
ñêîãî çàðÿäà (êîëè÷åñòâî çàðÿäà e [ ãðàìì1/2 ñì3/2 ñåê−1 ], ñîäåðæà-
ùåãîñÿ â 1 ñì3) è ~j [ ãðàìì1/2 ñì−1/2 ñåê−2 ] âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà.
Óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå èñòî÷íèêè ρ è ~j, ïîðîæäàþùèå ýëåêòðî-
ìàãíèòíîå ïîëå, íàçûâàþò ïåðâîé ãðóïïîé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà,
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à óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå èñòî÷íèêîâ òîêà ïîëÿ � âòîðîé ãðóï-
ïîé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

Ïåðâîå óðàâíåíèå 1-é ãðóïïû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí Áèî-
Ñàâàðà, âòîðîå � òåîðåìó Ãàóññà, çàïèñàííûå â äèôôåðåíöèàëü-
íîé ôîðìå. Ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ 2-é ãðóïïû, ñîîòâåòñòâåííî,
ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé çàêîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé èí-
äóêöèè Ôàðàäåÿ è óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ. Âñåãî
ïîëó÷àåòñÿ 8 óðàâíåíèé (2 âåêòîðíûõ è 2 ñêàëÿðíûõ), òîãäà êàê
íåèçâåñòíûõ 10: 3 êîìïîíåíòû ~E, 3 êîìïîíåíòû ~H, 3 êîìïîíåíòû ~j,
è îäíà êîìïîíåíòà ρ.

Ñâÿçü èñòî÷íèêîâ ïîëÿ ρ è ~j óñòàíàâëèâàåòñÿ óðàâíåíèåì çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, êîòîðûé â äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå èìååò âèä

∂ρ

∂t
+ div~j = 0 , (3.32)

è ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ôàê-
òà, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä íå ìîæåò áûòü óíè÷òîæåí, à ïðè êîí-
òàêòå çàðÿæåííûõ òåë ëèøü ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó íèìè.

Òåïåðü ó íàñ åñòü ñèñòåìà èç 9 óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 10 íåèç-
âåñòíûõ, ò.å. ïîêà ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ïîëå è åãî
èñòî÷íèêè, îñòàåòñÿ íå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé. Äåñÿòûì óðàâíå-
íèåì, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîëÿ è åãî èñòî÷íè-
êîâ ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëåííîé (÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèç-
âåñòíûõ), ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå Ëîðåíöà, íàêëàäûâàåìîå íà ïîòåíöèàëû
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è èìåþùåå âèä

1
c

∂ϕ

∂t
+ div ~A = 0 . (3.33)

Óñëîâèå Ëîðåíöà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ϕ
è âåêòîð-ïîòåíöèàë ~A ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñâÿçàííûå ñ íàïðÿ-
æåííîñòÿìè ~E è ~H ñîîòíîøåíèÿìè (3.3), îïðåäåëÿþòñÿ èç íèõ íåîä-
íîçíà÷íî: ~E è ~H â (3.3) íå èçìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå

~A = ~A′ +−→∇Ψ , ϕ = ϕ′ − 1
c

∂Ψ
∂t

, (3.34)

ãäå Ψ ïðîèçâîëüíûé ñêàëÿð. Î÷åâèäíî, ÷òî íåîäíîçíà÷íîñòü îïðå-
äåëåíèÿ ϕ è ~A äîïóñêàåò, ïîìèìî óñëîâèÿ Ëîðåíöà, è äðóãèå ñî-
îòíîøåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí. Òåì íå ìåíåå, èìåííî óñëîâèå Ëîðåíöà
ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â âîëíîâûå óðàâíå-
íèÿ. Ïîëó÷àåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óðàâíåíèå div ~H =0 (3.31)
âûïîëíÿåòñÿ ïîëíîñòüþ, åñëè ïîëîæèòü ~H =curl ~A. Ïðè ýòîì ïåðâîå
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óðàâíåíèå 2-é ãðóïïû ïðèíèìàåò âèä

curl
(
~E +

1
c

∂ ~A

∂t

)
= 0 , (3.35)

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

~E = −−→∇ϕ− 1
c

∂ ~A

∂t
. (3.36)

Ïîäñòàâëÿÿ âåëè÷èíû ~H = curl ~A è ~E (3.36) â 1-þ ãðóïïó óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà, ïîëó÷àåì

∆ ~A− 1
c2
∂2 ~A

∂t2
−−→∇

(
div ~A+

1
c

∂ϕ

∂t

)
= −4π

c
~j , (3.37)

∆ϕ+
1
c

∂

∂t

(
div ~A

)
= −4πρ , (3.38)

ãäå ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2
îáû÷íûé îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Íàêëàäûâàÿ íà ïîòåíöèàëû ϕ è ~A óñëîâèå Ëîðåíöà (3.33), ïðè-
âîäèì óðàâíåíèÿ 1-é ãðóïïû ê âèäó

¤ϕ = −4πρ , (3.39)

¤ ~A = −4π
c
~j , (3.40)

ãäå ¤= 1
c2

∂2

∂t2
−∆ îáû÷íûé îïåðàòîð Äàëàìáåðà.

Ðåçóëüòàò âîçäåéñòâèÿ îïåðàòîðà Äàëàìáåðà íà ïîëå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ýòîãî ïîëÿ (ñì. �2.6).
Ïîýòîìó ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèÿ Ëîðåíöà ãðóïïà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (3.31) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñèñòåìó óðàâíåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî
ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ èñòî÷íèêàìè (çàðÿäàìè è
òîêàìè). Ýòè óðàâíåíèÿ â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ìû âûâå-
äåì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, à ïîêà ðàññìîòðèì îáùåêîâàðèàíòíûå
óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå è âûâåäåì
èõ â õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîì âèäå, ò.å. âûðàæåííûìè ÷åðåç
ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû. Â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå óñëîâèå Ëîðåíöà èìååò îáùåêîâàðèàíòíûé âèä

∇σAσ =
∂Aσ

∂xσ
+ ΓσσµA

µ = 0 , (3.41)
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ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïîòåí-
öèàëà ïîëÿ. Àíàëîãè÷íûé âèä èìååò è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè-
÷åñêîãî çàðÿäà (óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè)

∇σ jσ = 0 , (3.42)

ãäå jα ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð òîêà (èíà÷å � òîê ñìåùåíèÿ), íà-
áëþäàåìûìè êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè-
÷åñêîãî çàðÿäà

ρ =
1
c

j0√
g00

, (3.43)

è òðåõìåðíûé âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà ji. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ
äèâåðãåíöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ â õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîì âè-
äå, âûâåäåííîå íàìè âî 2-é ãëàâå (2.107), ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå Ëî-
ðåíöà (3.41), òàêæå çàïèñàííîå â õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîì
âèäå

1
c

∗∂ϕ
∂t

+
ϕ

c
D + ∗∇i qi − 1

c2
Fi q

i = 0 , (3.44)

è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (3.42) òàêæå â õðîíîìåòðè÷åñêè èíâà-
ðèàíòíîì âèäå

∗∂ρ
∂t

+ ρD + ∗∇i ji − 1
c2
Fi j

i = 0 . (3.45)

Çäåñü âåëè÷èíà D=hikDik =Dn
n =

∗∂ ln
√
h

∂t
îáîçíà÷àåò ñëåä òåíçî-

ðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè (1.40) � ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãî ðàñøè-
ðåíèÿ ýëåìåíòà îáúåìà ïðîñòðàíñòâà, à ∗∇i � îïåðàòîð õðîíîìåò-
ðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé äèâåðãåíöèè (2.105).

Òàê êàê Fi (1.38) ñîäåðæèò ïðîèçâîäíóþ îò ãðàâèòàöèîííîãî ïî-
òåíöèàëà w = c2(1−√g00), òî ÷ëåí 1

c2
Fiq

i â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíè-
ÿõ (3.44, 3.45) ó÷èòûâàåò ðàçëè÷èå ñêîðîñòè õîäà âðåìåíè íà ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ñòåíêàõ ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà. Â âûðàæåíèå äëÿ
ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû Fi (1.38) âõîäèò òàêæå íåñòàöèî-
íàðíîñòü ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà. Êðîìå òîãî, ãðàâèòàöè-
îííûé ïîòåíöèàë è ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà âõîäÿò è â õðî-
íîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (1.33)

∗∂
∂t

=
1

1− w

c2

∂

∂t
,

∗∂
∂xi

=
∂

∂xi
− 1
c2
vi
∗∂
∂t
, (3.46)

Òàêèì îáðàçîì óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ïîòîêîâ âåêòîðíûõ ïîëåé
Aα, (3.44, 3.45), íåïîñðåäñòâåííî çàâèñÿò îò âåëè÷èíû ãðàâèòàöè-
îííîãî ïîòåíöèàëà è îò ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà. Õðîíî-
ìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû

∗∂ϕ
∂t

è
∗∂ρ
∂t

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
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íàáëþäàåìûå èçìåðåíèÿ âî âðåìåíè ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ âå-
ëè÷èí ϕ è ρ. Õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû ϕD è ρD
ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè èçìåíåíèÿìè âî âðåìåíè òðåõìåðíûõ îáú-
åìîâ, çàïîëíåííûõ âåëè÷èíàìè ϕ è ρ.

Ïðè îòñóòñòâèè ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû, âðàùåíèÿ è
äåôîðìàöèè ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åííûå õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðè-
àíòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ óñëîâèÿ Ëîðåíöà (3.44) è çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà (3.45) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä

1
c

∂ϕ

∂t
+
∂qi

∂xi
− ∂ ln

√
h

∂xi
qi = 0 , (3.47)

∂ρ

∂t
+
∂ji

∂xi
− ∂ ln

√
h

∂xi
ji = 0 . (3.48)

Â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî íàøè
óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò ñîâñåì ïðîñòîé âèä

1
c

∂ϕ

∂t
+
∂qi

∂xi
= 0 ,

∂ρ

∂t
+
∂ji

∂xi
= 0 , (3.49)

èëè â îáû÷íîé âåêòîðíîé çàïèñè
1
c

∂ϕ

∂t
+ div ~A = 0 ,

∂ρ

∂t
+ div~j = 0 , (3.50)

÷òî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëèðîâêàìè óñëîâèÿ Ëîðåíöà
(3.33) è çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà (3.32) â êëàññè-
÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà.
Â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå êàæäàÿ ïàðà óðàâíåíèé îáúåäè-
íÿåòñÿ â îäíî îáùåêîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå, è îíè ïðèíèìàþò âèä

∇σ Fµσ =
4π
c
jµ, ∇σ F ∗µσ = 0 , (3.51)

ãäå Fµσ êîíòðàâàðèàíòíàÿ ôîðìà òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
(òåíçîðà Ìàêñâåëëà) F ∗µσ è äóàëüíûé åìó ïñåâäîòåíçîð Ìàêñâåëëà.
Èñïîëüçóÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ äèâåð-
ãåíöèè àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà 2-ãî ðàíãà (2.121, 2.122) è äëÿ
äóàëüíîãî åìó ïñåâäîòåíçîðà (2.135, 2.136), ïîëó÷åííûå íàìè âî 2-é
ãëàâå, çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðè-
àíòíîì âèäå

∗∇iEi − 1
c
HikAik = 4πρ

∗∇kHik − 1
c2
FkH

ik − 1
c

(∗∂Ei

∂t
+DEi

)
=

4π
c
ji





I , (3.52)
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∗∇iH∗i − 1
c
E∗ikAik = 0

∗∇kE∗ik − 1
c2
FkE

∗ik − 1
c

(∗∂H∗i

∂t
+DH∗i

)
= 0





II . (3.53)

Õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ â òàêîì âèäå âïåð-
âûå áûëè ïîëó÷åíû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà Õ. äåëü Ïðàäî è
Í.Â.Ïàâëîâûì [25]. Îäíàêî ñëîæíîñòè, âîçíèêøèå ïðè ïîïûòêå
âîñïðîèçâåñòè èõ âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåëè íàñ ê íåîáõîäèìîñòè âûâå-
ñòè ýòè óðàâíåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íèõ â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ âõî-
äèëè ëèøü âåëè÷èíû Ei è H∗i. Âûðàçèâ ýòè âåëè÷èíû èç îïðåäåëå-
íèé (2.125, 2.124, 2.111)

H∗i =
1
2
εimnH

mn, (3.54)

E∗ik = εikm
(
ϕ

c2
Fm −

∗∂ϕ
∂xm

− 1
c

∗∂qm
∂t

)
= − εikmEm , (3.55)

è óìíîæèâ ïåðâîå ðàâåíñòâî íà εipq,ïîëó÷àåì

εipqH∗i =
1
2
εipqεimnH

mn =
1
2

(δpmδ
q
n − δqmδ

p
n)H

mn = Hpq. (3.56)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â âèäå Hik = εmikH∗m â ïåðâîå óðàâ-
íåíèå 1-é ãðóïïû (3.52), ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

∗∇iEi − 2
c

Ω∗mH∗m = 4πρ , (3.57)

ãäå Ω∗i = 1
2
εimnAmn õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïñåâäîâåêòîð

óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà.
Ïîäñòàâëÿÿ âòîðîå âûðàæåíèå E∗ik =−εikmEm (3.55) â ïåðâîå

óðàâíåíèå 2-é ãðóïïû (3.53), ïîëó÷àåì

∗∇iH∗i +
2
c

Ω∗mEm = 0 . (3.58)

Äàëåå, ïîñëå ïîäñòàíîâêè Hik = εmikH∗m âî âòîðîå óðàâíåíèå 1-
é ãðóïïû (3.52), íàõîäèì

∗∇k
(
εmikH∗m

)− 1
c2
Fkε

mikH∗m−1
c

(∗∂Ei
∂t

+
∗∂ ln

√
h

∂t
Ei

)
=

4π
c
ji. (3.59)



3.3 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Ñîõðàíåíèå çàðÿäà. Óñëîâèå Ëîðåíöà 77

Óìíîæèâ îáå åãî ÷àñòè íà
√
h è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∗∇k εmik =0 ïðå-

îáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå (3.59) ê âèäó

εikm ∗∇k
(
H∗m

√
h
)− 1

c2
εikmFkH∗m

√
h−1

c

∗∂
∂t

(
Ei
√
h
)
=

4π
c
ji
√
h, (3.60)

èëè èíà÷å

εikm ∗∇̃k
(
H∗m

√
h

)− 1
c

∗∂
∂t

(
Ei
√
h

)
=

4π
c
ji
√
h , (3.61)

ãäå ji
√
h îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü òîêà è ∗∇̃k = ∗∇k − 1

c2
Fk õðîíîìåòðè-

÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ ôèçè÷åñêàÿ äèâåðãåíöèÿ (2.106), ó÷èòûâàþùàÿ
ðàçëè÷èå òåìïà òå÷åíèÿ âðåìåíè íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòåíêàõ ýëå-
ìåíòàðíîãî îáúåìà. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (3.60) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé çàêîí Áèî-Ñàâàðà â ïñåâäîðè-
ìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå óðàâíåíèå 2-é ãðóïïû
(3.53) âåëè÷èíó E∗ik =−εikmEm (3.55) è ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì åãî â âèäå

εikm ∗∇̃k
(
Em

√
h

)
+

1
c

∗∂
∂t

(
H∗i√h)

= 0 , (3.62)

ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíóþ çàïèñü çà-
êîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Îêîí÷àòåëüíî ñèñòåìà èç 10 õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðè-
àíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 10 íåèçâåñòíûõ (äâå ãðóïïû óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà, óñëîâèå Ëîðåíöà è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè),
îïðåäåëÿþùèõ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå è åãî èñòî÷íèêè â ïñåâäî-
ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðèíèìàåò âèä

∗∇iEi − 2
c

Ω∗mH∗m = 4πρ

εikm ∗∇̃k
(
H∗m

√
h

)− 1
c

∗∂
∂t

(
Ei
√
h

)
=

4π
c
ji
√
h





I , (3.63)

∗∇iH∗i +
2
c

Ω∗mEm = 0

εikm ∗∇̃k
(
Em

√
h

)
+

1
c

∗∂
∂t

(
H∗i√h)

= 0





II , (3.64)

1
c

∗∂ϕ
∂t

+
ϕ

c
D + ∗∇̃i qi = 0 óñëîâèå Ëîðåíöà, (3.65)

∗∂ρ
∂t

+ ρD + ∗∇̃i ji = 0 óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè. (3.66)
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Â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî
√
h=1,

íåò äåôîðìàöèè Dik = 0, âðàùåíèÿ Ω∗m =0 è óñêîðåíèÿ Fi =0. Òî-
ãäà èç õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ïî-
ëó÷åííûõ â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå (3.63, 3.64), ìû ñðàçó
ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, çà-
ïèñàííûå â ïîêîìïîíåíòíîì (òåíçîðíîì) âèäå

∂Ei

∂xi
= 4πρ

eikm
(
∂H∗m
∂xk

− ∂H∗k
∂xm

)
− 1
c

∂Ei

∂t
=

4π
c
ji





I-ÿ ãðóïïà, (3.67)

∂H∗i

∂xi
= 0

eikm
(
∂Em
∂xk

− ∂Ek
∂xm

)
− 1
c

∂H∗i

∂t
= 0





II-ÿ ãðóïïà. (3.68)

Ïðè÷åì, åñëè çàïèñàòü ýòè óðàâíåíèÿ â âåêòîðíîì âèäå, îíè ñòà-
íóò àíàëîãè÷íûìè êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà â òðåõìåð-
íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (3.31).

Êðîìå òîãî, èç ïîëó÷åííûõ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå (3.64) âèä-
íî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèâåðãåíöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà
íóëþ ∗∇iH∗i =0. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìàãíèòíîå ïîëå â ãîëîíîìíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñîõðàíÿåòñÿ. Îäíàêî äèâåðãåíöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â
ýòîì ñëó÷àå íå ðàâíà íóëþ ∗∇iEi =4πρ (3.63), ò.å. ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå íåðàçðûâíî ñâÿçàíî ñ ïëîòíîñòüþ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ρ.
Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî �ìàãíèòíûé çàðÿä�, åñëè îí äåé-
ñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñ ïîëåì âðàùåíèÿ
ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà.

�3.4 ×åòûðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà äëÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà è èõ íàáëþäàåìûå êîìïî-
íåíòû

Êàê ìû óæå óïîìèíàëè, îïåðàòîð Äàëàìáåðà, ïðèìåíåííûé ê ïîëþ,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ýòîãî ïîëÿ.
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà äëÿ ñêàëÿðíîãî ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîòåíöèàëà ϕ ñóòü óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ ϕ, à äëÿ òðåõìåðíîãî âåêòîð-ïîòåíöèàëà ~A ýòî óðàâ-
íåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí òðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ~A.
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Âûâîä îáùåêîâàðèàíòíîé ôîðìû ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ ÷åòûðåõ-
ìåðíîãî ïîòåíöèàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèâåäåí â êíèãå
Ê.Ï.Ñòàíþêîâè÷à [26]. Èñïîëüçóÿ 1-þ ãðóïïó îáùåêîâàðèàíòíûõ
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ∇σ Fµσ = 4π

c j
µ (3.51) è óñëîâèå Ëîðåíöà

∇σAσ =0 (3.41), îí ïîëó÷àåò îáùåêîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå îòíîñè-
òåëüíî ÷åòûðåõìåðíîãî ïîòåíöèàëà Aα ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

¤Aα −RαβA
β = −4π

c
jα, (3.69)

ãäå Rαβ = gαµRσ·µβσ òåíçîð Ðè÷÷è è Rα·µβσ ÷åòûðåõìåðíûé òåíçîð êðè-
âèçíû Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ.

×ëåí RαβAβ â ëåâîé ÷àñòè îòñóòñòâóåò, åñëè òåíçîð Ðè÷÷è ðàâåí
íóëþ, ò.å. ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ýéí-
øòåéíà âíå ìàññ (â âàêóóìå). Äàííûì ÷ëåíîì ìîæíî òàêæå ïðåíå-
áðå÷ü â òîì ñëó÷àå, êîãäà êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà î÷åíü ìàëà. Îä-
íàêî, äàæå â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, ýòó çàäà÷ó ìîæíî
ðàññìîòðåòü ïðè íàëè÷èè óñêîðåíèÿ è âðàùåíèÿ. Äàæå òàêîå ïðè-
áëèæåíèå ìîæåò ïðîÿâèòü, íàïðèìåð, âëèÿíèå óñêîðåíèÿ è âðàùå-
íèÿ òåëà îòñ÷åòà íà íàáëþäàåìóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíûõ âîëí.

Âñå ýòè ñîîáðàæåíèÿ ìû ïðèâîäèì çäåñü ïîòîìó, ÷òî çàäà÷à âû-
âîäà õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ïðîåêöèé óðàâíåíèé Äàëàì-
áåðà â ïîëíîì âèäå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òðóäîåìêîé. Óðàâíåíèÿ áóäóò
÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêèìè, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü êàêèå-ëèáî
îäíîçíà÷íûå âûâîäû. Ïîýòîìó çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ âûâîäîì õðî-
íîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé Äàëàìáåðà äëÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðîñòðàíñòâà Ìèí-
êîâñêîãî. Âïðî÷åì, ýòî íå êàñàåòñÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïàðàãðàôîâ ýòîé
ãëàâû.

Âû÷èñëÿÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ïðîåêöèè ÷åòûðåõ-
ìåðíûõ óðàâíåíèé Äàëàìáåðà

¤Aα = −4π
c
jα. (3.70)

Ñ ïîìîùüþ îáùèõ ôîðìóë (2.168, 2.169) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàáëþ-
äàåìàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ= 1

c
√
g00

g0αj
α, ïîëó÷àåì

∗¤ϕ− 1
c3

∗∂
∂t

(
Fkq

k
) − 1

c3
Fi

∗∂qi

∂t
+

1
c2
F i

∗∂ϕ
∂xi

+hik∆m
ik

∗∂ϕ
∂xm

−

−hik 1
c

∗∂
∂xi

(Aknqn) +
1
c
hik∆m

ikAmnq
n = 4πρ ,

(3.71)
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∗¤Ai +
1
c2

∗∂
∂t

(
A·ik·q

k
)

+
1
c2
A·ik·

∗∂qk

∂t
− 1
c3

∗∂
(
ϕF i

)

∂t
−

− 1
c3
F i

∗∂ϕ
∂t

+
1
c2
F k

∗∂qi

∂xk
− 1
c
Ami

∗∂ϕ
∂xm

+
1
c2

∆i
kmq

mF k−

−hkm
{ ∗∂
∂xk

(
∆i
mnq

n
)

+
1
c

∗∂
∂xk

(
ϕA·im·

)
+

+
(
∆i
kn∆

n
mp −∆n

km∆i
np

)
qp +

ϕ

c

(
∆i
knA

·n
m· −∆n

kmA
·i
n·

)
+

+∆i
kn

∗∂qn

∂xm
−∆n

km

∗∂qi

∂xn

}
=

4π
c
ji.

(3.72)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî íàëè÷èå ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñò-
ðàíñòâà îòñ÷åòà F i, Aik, Dik è êðèâîëèíåéíîãî õàðàêòåðà òðåõìåð-
íûõ òðàåêòîðèé (õàðàêòåðèçóåìîãî âåëè÷èíàìè ∆i

km) ÿâëÿþòñÿ êàê
áû äîïîëíèòåëüíûìè �èñòî÷íèêàìè�, êîòîðûå íàðÿäó ñ ÷èñòî ýëåê-
òðîìàãíèòíûìè èñòî÷íèêàìè ϕ è ji ôîðìèðóþò âîëíû, áåãóùèå ïî
ýëåêòðîìàãíèòíîìó ïîëþ.

Òåïåðü ïðîàíàëèçèðóåì ýòè ðåçóëüòàòû. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ïî-
ëó÷åííûå óðàâíåíèÿ (3.71, 3.72) â èíåðöèàëüíîé (ãàëèëååâîé) ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Â ýòîì ñëó÷àå
ìåòðèêà èìååò âèä (3.5) è ïîýòîìó õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé
îïåðàòîð Äàëàìáåðà ∗¤ (2.163) ïðèíèìàåò âèä îáû÷íîãî îïåðàòî-
ðà Äàëàìáåðà ∗¤= 1

c2
∂2

∂t2
−∆ = ¤. Òîãäà ïîëó÷åííàÿ íàìè ñèñòåìà

óðàâíåíèé (3.71, 3.72) ïðèíèìàåò âèä

¤ϕ = 4πρ , ¤qi = −4π
c
ji, (3.73)

÷òî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèÿì êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäè-
íàìèêè (3.39�3.40).

Òåïåðü âíîâü âåðíåìñÿ ê ïîëó÷åííûì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðè-
àíòíûì óðàâíåíèÿì Äàëàìáåðà (3.71, 3.72). ×òîáû îáëåã÷èòü èõ
àíàëèç, îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ÷ëåíîâ â ëåâûõ ÷àñòÿõ ïîñëå õðî-
íîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî îïåðàòîðà Äàëàìáåðà âåëè÷èíîé T â
ñêàëÿðíîì óðàâíåíèè (3.39) è âåëè÷èíîé Bi â âåêòîðíîì óðàâíåíèè
(3.40). Çàòåì, ïåðåíåñÿ ýòè âåëè÷èíû â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé è
ðàñêðûâ âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà ∗¤ (2.163), ïîëó÷àåì

1
c2

∗∂2ϕ

∂t2
− hik ∗∇i ∗∇k ϕ = T + 4πρ , (3.74)

1
c2

∗∂2qi

∂t2
− hmk ∗∇m∗∇k qi = Bi +

4π
c
ji, (3.75)
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ãäå hik ∗∇i ∗∇k = ∗∆ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé îïåðàòîð Ëà-
ïëàñà. Ïîëó÷èëèñü äâå ãðóïïû õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ
óðàâíåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïîëÿ ñ èñòî÷íèêîì: äëÿ ñêàëÿð-
íîãî ïîòåíöèàëà (3.74) è âåêòîð -ïîòåíöèàëà (3.75) ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Èç ñòðóêòóðû èõ ÷àñòåé âèäíî: êîãäà
ïîòåíöèàëû ϕ è ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè (ò.å. íå çàâèñÿò îò âðåìå-
íè), òî âîëíîâûå óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà ïðåâðàùàþòñÿ â óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà, îïèñûâàþùèå ñòàòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ïîëÿ

∗∆ϕ = T + 4πρ , (3.76)

∗∆qi = Bi +
4π
c
ji. (3.77)

Ïîëå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì â êàêîì-ëèáî íàïðàâëåíèè, åñëè åãî
îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàâíà íóëþ. Â ðèìàíîâîì
ïðîñòðàíñòâå ïîëå îäíîðîäíî, åëè åãî àáñîëþòíàÿ (îáùåêîâàðèàíò-
íàÿ) ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè íà ïðîñòðàí-
ñòâî è íà âðåìÿ â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà íåîäíîðîäíîñòü
òåíçîðíîãî ïîëÿ õàðàêòåðèçóåò îòëè÷èå îò õðîíîìåòðè÷åñêè èíâà-
ðèàíòíîãî îïåðàòîðà ∗∇i (ñì. äåòàëè â ïóáëèêàöèÿõ Çåëüìàíîâà).
Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè äëÿ êàêîé-òî (íàïðèìåð, ñêàëÿðíîé) âåëè÷èíû
A âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∗∇iA=0, òî ýòî ïîëå íàáëþäàåòñÿ êàê îä-
íîðîäíîå.

Òàêèì îáðàçîì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé îïåðàòîð Äà-
ëàìáåðà ∗¤ åñòü ðàçíîñòü êâàäðàòîâ îïåðàòîðà 1

c

∗∂
∂t
, õàðàêòåðèçó-

þùåãî íàáëþäàåìóþ íåñòàöèîíàðíîñòü äàííîãî ïîëÿ è îïåðàòîðà
∗∇i, õàðàêòåðèçóþùåãî åãî íàáëþäàåìóþ íåîäíîðîäíîñòü. Åñëè ïî-
ëå îäíîâðåìåííî ñòàöèîíàðíî è îäíîðîäíî, òî ëåâûå ÷àñòè óðàâíå-
íèé Äàëàìáåðà (3.74, 3.75) ðàâíû íóëþ, îñòàþòñÿ ëèøü îäíè èñ-
òî÷íèêè òîêà â ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå ïîëå íå
ãåíåðèðóåò âîëí, ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ âîëíîâûì. Ïðè íåîäíîðîäíîì ñòà-
öèîíàðíîì ïîëå (∗∇i 6=0, 1

c

∗∂
∂t

=0) óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà (3.74, 3.75)
îïèñûâàþò ñòîÿ÷óþ âîëíó

−hik ∗∇i ∗∇k ϕ = T + 4πρ , (3.78)

−hmk ∗∇m∗∇k qi = Bi +
4π
c
ji. (3.79)

Ïðè îäíîðîäíîì íåñòàöèîíàðíîì ïîëå (∗∇i= 0, 1
c

∗∂
∂t
6= 0) óðàâíå-

íèÿ Äàëàìáåðà îïèñûâàþò èçìåíåíèå äàííîãî ïîëÿ âî âðåìåíè â
çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ èñòî÷íèêîâ

1
c2

∗∂2ϕ

∂t2
= T + 4πρ , (3.80)
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1
c2

∗∂2qi

∂t2
= Bi +

4π
c
ji. (3.81)

Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, êîãäà ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ
ðàâíû íóëþ è, ñîîòâåòñòâåííî, ∗∇iϕ=

∗∂ϕ
∂xi

, õðîíîìåòðè÷åñêè èíâà-
ðèàíòíîå ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå Äàëàìáåðà (3.74) ïðèíèìàåò âèä

1
c2

∗∂2ϕ

∂t2
− hik

∗∂2ϕ

∂xi∂xk
= T + 4πρ . (3.82)

Â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü ïðèíèìàåò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä, ÷òî
ïîçâîëÿåò áîëåå äåòàëüíî èññëåäîâàòü óðàâíåíèå Äàëàìáåðà äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Ïðè÷åì, êàê èçâåñòíî èç òåîðèè êîëåáàíèé â ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, â îáû÷íûõ (íå õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíò-
íûõ) óðàâíåíèÿõ Äàëàìáåðà

¤ϕ =
1
a2

∂2ϕ

∂t2
+ gik

∂2ϕ

∂xi∂xk
(3.83)

÷ëåí a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó òðåõìåðíîé ñêî-
ðîñòè óïðóãèõ âîëíåíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî äàííîìó ïîëþ ϕ.

Ðàñêðûâàÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì (3.46), ïðåîáðàçóåì ñêàëÿðíîå óðàâíå-
íèå Äàëàìáåðà ê âèäó

1
c2

(
1− v2

c2

) ∗∂2ϕ

∂t2
− hik

∂2ϕ

∂xi∂xk
+

2vk

c2 − w
∂2ϕ

∂xk ∂t
+

+
1

c2 − w
hik

∂vk
∂xi

∂ϕ

∂t
+

1
c2
vkFk

∂ϕ

∂t
= T + 4πρ ,

(3.84)

ãäå v2 =hikv
ivk è âòîðàÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ ïî âðåìåíè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå êàê
∗∂2ϕ

∂t2
=

1
(
1− w

c2

)2
∂2ϕ

∂t2
+

1

c2
(
1− w

c2

)3
∂w
∂t

∂ϕ

∂t
. (3.85)

Îòñþäà âèäíî: ÷åì áîëüøå êâàäðàò ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñò-
ðàíñòâà v2, òåì ìåíüøåå âëèÿíèå íà ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí îêàçû-
âàåò õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ (íàáëþäàåìàÿ) íåñòàöèîíàð-
íîñòü ïîëÿ

∗∂ϕ
∂t

. Â ïðåäåëå, êîãäà v→ c, îïåðàòîð Äàëàìáåðà ïðå-
îáðàçóåòñÿ â îïåðàòîð Ëàïëàñà, ò.å. âîëíîâîå óðàâíåíèå Äàëàìáåðà
òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ëàïëàñà. Ïðè ìàëûõ
ñêîðîñòÿõ âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà v¿ c ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íàáëþ-
äàåìûå âîëíû ïîëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî
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ñêîðîñòüþ ñâåòà. Â îáùåì ñëó÷àå àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà íàáëþäàå-
ìîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñêàëÿðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîòåíöèàëà v(ϕ) ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé

v(ϕ) =
c√

1− v2

c2

. (3.86)

Èññëåäóÿ âûðàæåíèå äëÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé âåëè-
÷èíû (3.85), ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé íàáëþäàåìîå óñêîðåíèÿ �íàðà-
ùèâàíèÿ� âî âðåìåíè ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ϕ, ìû âèäèì, ÷òî îíî
îòëè÷àåòñÿ îò êîîðäèíàòíîãî óñêîðåíèÿ òåì ñèëüíåå, ÷åì áîëüøå
ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë è ÷åì áîëüøå ñêîðîñòü åãî èçìåíåíèÿ
âî âðåìåíè

∂2ϕ

∂t2
=

(
1− w

c2

)2 ∗∂2ϕ

∂t2
+

1
c2 − w

∂w
∂t

∂ϕ

∂t
. (3.87)

Â ïðåäåëå, êîãäà w→ c2 (ïðèáëèæåíèå ê ãðàâèòàöèîííîìó êîë-
ëàïñó), íàáëþäàåìîå óñêîðåíèå �íàðàùèâàíèÿ� ñêàëÿðíîãî ïîòåí-
öèàëà ïîëÿ ñòàíîâèòñÿ èñ÷åçàþùå ìàëûì, à êîîðäèíàòíàÿ ñêîðîñòü
óâåëè÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ∂ϕ

∂t
, íàîáîðîò, ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-

øîé. Îäíàêî â îáû÷íûõ óñëîâèÿõ ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë w âíî-
ñèò ëèøü íåáîëüøèå ïîïðàâêè â óñêîðåíèå è ñêîðîñòü íàðàùèâàíèÿ
ïîòåíöèàëà ϕ.

Âñå âûøåñêàçàííîå î íàáëþäàåìîé ñêàëÿðíîé âåëè÷èíå
∗∂2ϕ

∂t2

ñïðàâåäëèâî òàêæå è äëÿ âåêòîðíîé íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû
∗∂2qi

∂t2
,

ïîñêîëüêó õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé îïåðàòîð Äàëàìáåðà
∗¤= 1

c2

∗∂2

∂t2
−hik ∗∂2

∂xi∂xk îòëè÷àåòñÿ îò ñêàëÿðíîé è âåêòîðíîé ôóíê-
öèé ëèøü âî âòîðîì ÷ëåíå � îïåðàòîðå Ëàïëàñà, â êîòîðîì õðîíî-
ìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå îò ñêàëÿðà è âåêòîðà ðàç-
ëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé

∗∇iϕ =
∗∂ϕ
∂xi

, ∗∇i qk =
∗∂qk

∂xi
+ ∆k

imq
m. (3.88)

Åñëè ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà è ãðàâèòàöèîííûé ïîòåí-
öèàë ÿâëÿþòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè, òî õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðè-
àíòíûé îïåðàòîð Äàëàìáåðà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ïðèíèìàåò
óïðîùåííûé âèä, ñ ïðîñòûìè ïðîèçâîäíûìè âìåñòî õðîíîìåòðè÷å-
ñêè èíâàðèàíòíûõ,

∗¤ϕ =
1
c2
∂2ϕ

∂t2
− hik

∂2ϕ

∂xi∂xk
, (3.89)

è ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, ñîçäàâàåìûå ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì
ϕ, ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà.
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�3.5 Õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ ñèëà Ëîðåíöà.
Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû âûâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ôèçè÷åñêèõ íàáëþ-
äàåìûõ êîìïîíåíò ÷åòûðåõìåðíîé ñèëû, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä â ïñåâäîðèìàíî-
âîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòà çàäà÷à áóäåò ðåøåíà äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ: 1) äëÿ
òî÷å÷íîãî çàðÿäà; 2) äëÿ çàðÿäà, ðàñïðåäåëåííîãî â ïðîñòðàíñòâå.
Êðîìå òîãî, â ýòîì æå ïàðàãðàôå ìû âû÷èñëèì ôèçè÷åñêèå íàáëþ-
äàåìûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ.

Â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êëàññè÷åñêîé ýëåêòðî-
äèíàìèêè äâèæåíèå çàðÿæåííîé ïðîáíîé ÷àñòèöû õàðàêòåðèçóåòñÿ
âåêòîðíûì óðàâíåíèåì

d~p

dt
= e ~E +

e

c

[
~u ; ~H

]
, (3.90)

ãäå ~p=m~u òðåõìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà ÷àñòèöû è m åå ðåëÿòè-
âèñòñêàÿ ìàññà. Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíå-
íèÿ, íàçûâàåòñÿ ñèëîé Ëîðåíöà. Óðàâíåíèå, õàðàêòåðèçóþùåå èçìå-
íåíèå êèíåòè÷åñêîé (ðåëÿòèâèñòñêîé) ýíåðãèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû

E = mc2 =
m0c

2

√
1− u2

c2

(3.91)

êàê ñëåäñòâèå ðàáîòû, ïðîèçâåäåííîé ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ïî åå
ïåðåìåùåíèþ, èìååò âèä

dE

dt
= e ~E ~u (3.92)

è èíà÷å íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé æèâûõ ñèë.
Â ÷åòûðåõìåðíîé ôîðìå, áëàãîäàðÿ îáúåäèíåíèþ ýíåðãèè è èì-

ïóëüñà, â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî îáà
ýòè óðàâíåíèÿ (3.90, 3.92) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

m0c
dUα

ds
=
e

c
Fα··σ U

σ, Uα =
dxα

ds
(3.93)

è íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìèíêîâñêîãî (çäåñü Fα··σ òåíçîð ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ).

Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ìåòðèêà èìååò ïðîñòîé äèàãîíàëüíûé âèä
(3.5), òî

ds = cdt

√
1− u2

c2
, u2 =

(
dx

dt

)2

+
(
dy

dt

)2

+
(
dz

dt

)2

, (3.94)
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è êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû Uα ðàâíû

U0 =
1√

1− u2

c2

, U i =
ui

c

√
1− u2

c2

, (3.95)

ãäå ui = dxi

dt
òðåõìåðíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Òàê êàê

êîìïîíåíòû e
c F

α·
·σ U

σ â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

e

c
F 0·
·σU

σ = − e

c2
Eiu

i

√
1− u2

c2

, (3.96)

e

c
F i··σU

σ = − 1

c

√
1− u2

c2

(
eEi +

e

c
eikmukH∗m

)
, (3.97)

òî âðåìåííàÿ (ñêàëÿðíàÿ) è ïðîñòðàíñòâåííûå (âåêòîðíûå) êîìïî-
íåíòû óðàâíåíèé Ìèíêîâñêîãî (3.93) èìåþò âèä (òàêæå â ãàëèëåå-
âîé ñèñòåìå îòñ÷åòà)

dE

dt
= −eEiui, (3.98)

dpi

dt
= −

(
eEi +

e

c
eikmukH∗m

)
, pi = mui. (3.99)

Ïîëó÷åííûå ðåëÿòèâèñòñêèå óðàâíåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà â
ïðàâîé ÷àñòè ñîâïàäàþò ñ òåîðåìîé æèâûõ ñèë è óðàâíåíèÿìè äâè-
æåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè (3.90,
3.91). Ïðè÷åì ðàçëè÷èå çíàêîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îáóñëîâëåíî ëèøü
âûáîðîì ñèãíàòóðíûõ óñëîâèé: ìû èñïîëüçóåì ñèãíàòóðó ïðîñò-
ðàíñòâà-âðåìåíè (+−−−), íî, åñëè âûáðàòü ñèãíàòóðó (−+++), òî â
ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé çíàê ñìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûé.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîìó ïðåäñòàâëå-
íèþ â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà èì-
ïóëüñà Φα = e

c F
α·
·σ U

σ, ïðèîáðåòàåìîãî ÷àñòèöåé çà ñ÷åò âçàèìîäåé-
ñòâèÿ åå çàðÿäà e ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.

Ñîãëàñíî òåîðèè õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, åãî íàáëþäàå-
ìûìè ïðîåêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû

T =
e

c

F0σU
σ

√
g00

, (3.100)

Bi =
e

c
F i··σU

σ =
e

c

(
F i··0U

0 + F i··kU
k
)

(3.101)
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òàê êàê â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåð-
íîãî âåêòîðà ñêîðîñòè ÷àñòèöû

U0 =
1
c2
vivi ± 1√

1− v2

c2

(
1− w

c2

) , U i =
vi

c

√
1− v2

c2

, (3.102)

ãäå vi åå òðåõìåðíàÿ íàáëþäàåìàÿ ñêîðîñòü, òî, ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åí-
íûå íàìè âî 2-é ãëàâå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ðîòîðà (2.143�
2.159), ïîëó÷àåì

T = − e

c2
√

1− v2

c2

(∗∂ϕ
∂xi

+
1
c

∗∂qi
∂t

− ϕ

c2
Fi

)
vi, (3.103)

Bi = − e

c2
√

1− v2

c2

{
±

( ∗∂ϕ
∂xk

+
1
c

∗∂qk
∂t

− ϕ

c2
Fk

)
hik +

+
[
himhkn

(∗∂qm
∂xn

−
∗∂qn
∂xm

)
− 2ϕ

c
Aik

]
vk

}
.

(3.104)

Ñêàëÿð T , ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ − 1
c2
, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ðàáîòó ïîëÿ ïî ïåðåìåùåíèþ çàðÿäà e â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Âåêòîð Bi ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1

c â íåðåëÿòèâèñòñêîì
ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà çàðÿ-
æåííóþ ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïñåâäîðèìà-
íîâîì ïðîñòðàíñòâå

Φi = cBi = −e
(
Ei +

1
c
εikmH∗mvk

)
, (3.105)

è ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé ñèëîé Ëîðåíöà.
Ïðè÷åì çíàêîïåðåìåííîñòü â íàøèõ óðàâíåíèÿõ ïîëó÷àåòñÿ èç-

çà òîãî, ÷òî â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòíîå óðàâíå-
íèå îòíîñèòåëüíî dt

dτ
èìååò äâà êîðíÿ (1.55). Ñîîòâåòñòâåííî, çíàê

�ïëþñ� â ñèëå Ëîðåíöà èìååò ìåñòî ïðè äâèæåíèè ÷àñòèö â áóäóùåå
(îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ) è çíàê �ìèíóñ� � ïðè äâèæåíèè ÷à-
ñòèöû â ïðîøëîå. Â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðîñòðàíñòâà Ìèí-
êîâñêîãî íåò ðàçëè÷èÿ ìåæäó ôèçè÷åñêèì íàáëþäàåìûì âðåìåíåì
τ è êîîðäèíàòíûì âðåìåíåì t, ïîýòîìó â óðàâíåíèè äëÿ ñèëû Ëî-
ðåíöà (3.99), ïîëó÷àåìîé èç óðàâíåíèÿ Ìèíêîâñêîãî, çíàêîïåðåìåí-
íîñòü îòñóòñòâóåò. Åñëè çàðÿä íå ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íûì, à íåïðåðûâíî
ðàñïðåäåëåí â ïðîñòðàíñòâå, òî ñèëà Ëîðåíöà Φα = e

cF
α·
·σ U

σ â óðàâ-
íåíèÿõ Ìèíêîâñêîãî (3.93) çàìåíÿåòñÿ íà ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð
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ïëîòíîñòè ñèëû Ëîðåíöà

fα =
1
c
Fα··σ j

σ, (3.106)

ãäå ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà jσ =
{
cρ; ji

}
îïðåäåëÿ-

åòñÿ èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (3.51)

jσ =
c

4π
∇µFσµ. (3.107)

Ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ïëîòíîñòè ñèëû
Ëîðåíöà fα èìåþò âèä

f0√
g00

= −1
c
Ei j

i, (3.108)

f i = −
(
ρEi +

1
c
Hi·
·k j

k

)
= −

(
ρEi +

1
c
εikmH∗m jk

)
. (3.109)

Â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî âðå-
ìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïðîåêöèè âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà
(3.109) ïðèíèìàþò âèä

f0√
g00

=
q

c
=

1
c
~E~j , (3.110)

~f = ρ ~E +
1
c

[
~j; ~H

]
, (3.111)

ãäå q ïëîòíîñòü òåïëîâîé ìîùíîñòè, âûäåëÿåìîé â ïðîâîäíèêàõ ñ
òîêîì, è ïëîòíîñòü ñèëû Ëîðåíöà (3.106), äåéñòâóþùåé íà ðàñïðå-
äåëåííûå çàðÿäû.

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ïëîòíîñòü ñèëû Ëîðåíöà ñ ïîìîùüþ óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà. Ïîäñòàâëÿÿ jσ (3.107) èç 1-é ãðóïïû îáùåêîâàðè-
àíòíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ïîëó÷àåì

fν=
1
c
Fνσ j

σ=
1
4π
Fνσ∇µFσµ=

1
4π

[
∇µ (FνσFσµ)−F σµ∇µFνσ

]
. (3.112)

Ïåðåñòàâëÿÿ èíäåêñû µ è σ, (èíà÷å íàçûâàåìûå íåìûìè èëè ñâî-
áîäíûìè èíäåêñàìè), ïî êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå, è
ó÷èòûâàÿ àíòèñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà Ìàêñâåëëà Fαβ , ïðèâîäèì
âòîðîå ñëàãàåìîå ê âèäó

F σµ∇µFνσ =
1
2
F σµ (∇µFνσ +∇σ Fµν) =

= −1
2
F σµ∇ν Fµσ =

1
2
Fσµ∇ν Fσµ .

(3.113)
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äëÿ fν (3.112) âûðàæåíèå

fν =
1
4π
∇µ

(
−FµσFνσ +

1
4
δµν F

αβFαβ

)
, (3.114)

èëè, â êîíòðàâàðèàíòíîé ôîðìå,

fν = ∇µ
[

1
4π

(
−FµσF ν··σ +

1
4
gµνFαβFαβ

)]
. (3.115)

Îáîçíà÷àÿ âåëè÷èíó

1
4π

(
−FµσF ν··σ +

1
4
gµνFαβFαβ

)
= Tµν , (3.116)

ïîëó÷àåì
fν = ∇µ Tµν , (3.117)

ò.å. ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð ïëîòíîñòè ñèëû Ëîðåíöà fν ðàâåí àáñî-
ëþòíîé äèâåðãåíöèè âåëè÷èíû Tµν , íàçûâàåìîé òåíçîðîì ýíåðãèè-
èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èç åãî ñòðóêòóðû âèäíî, ÷òî
îí ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì Tµν =T νµ, à åãî ñëåä ðàâåí íóëþ (ò.ê.
ñëåä ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gµνgµν= δνν = 4)

T νν = gµν T
µν =

1
4π

(
−FµσFµσ +

1
4
gµν g

µνFαβFαβ

)
=

=
1
4π

(−FµσFµσ + FαβFαβ
)

= 0 .
(3.118)

Ôèçè÷åñêèìè íàáëþäàåìûìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû

q =
T00

g00
, J i =

c T i0√
g00

, U ik = c2T ik, (3.119)

ãäå q íàáëþäàåìàÿ ïëîòíîñòü ïîëÿ, J i âåêòîð íàáëþäàåìîé ïëîò-
íîñòè èìïóëüñà, è U ik òåíçîð íàáëþäàåìûõ íàïðÿæåíèé ïîëÿ. Âû-
÷èñëÿÿ ýòè âåëè÷èíû äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ (3.116), ïîëó÷àåì

q =
E2 +H∗2

8π
, (3.120)

J i =
c

4π
εikmEkH∗m , (3.121)

U ik = qc2hik − c2

4π
(
EiEk +H∗iH∗k) , (3.122)
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ãäå E2 =hikE
iEk è H∗2 =hikH

∗iH∗k. Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ q
(3.120) ñ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èç êëàññè÷å-
ñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè

W =
E2 +H2

8π
, (3.123)

ãäå E2 =( ~E; ~E) è H2 =( ~H; ~H); ìû âèäèì, ÷òî âû÷èñëåííàÿ íàìè
õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ âåëè÷èíà q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íà-
áëþäàåìóþ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïñåâäîðè-
ìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîïîñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ õðîíîìåòðè÷å-
ñêè èíâàðèàíòíîãî âåêòîðà J i (3.121) ñ âåêòîðîì Ïîéíòèíãà êëàñ-
ñè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè

~S =
c

4π
(
~E ; ~H

)
, (3.124)

ìû âèäèì, ÷òî J i ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáëþäàåìûé âåêòîð Ïîéí-
òèíãà â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîîòâåòñòâèå òðåòüåé íà-
áëþäàåìîé êîìïîíåíòû U ik (3.122) ñ âåëè÷èíàìè êëàññè÷åñêîé ýëåê-
òðîäèíàìèêè óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ìåõàíèêîé ñïëîøíûõ
ñðåä, â êîòîðîé òðåõìåðíûé òåíçîð àíàëîãè÷íîé ñòðóêòóðû ÿâëÿ-
åòñÿ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé ýëåìåíòà îáúåìà ïîëÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, U ik åñòü õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé òåíçîð íàïðÿæåíèé
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òåïåðü
ìû ìîæåì ïîëó÷èòü òîæäåñòâà äëÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíò-
íûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ïëîòíîñòè ñèëû Ëîðåíöà, ïðàâûå ÷àñòè êî-
òîðûõ óæå âûðàæåíû ÷åðåç ïëîòíîñòü çàðÿäà è ïëîòíîñòü òîêà
(3.108, 3.109), ò.å. ÷åðåç èñòî÷íèêè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à ëå-
âûå ÷àñòè ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ fν =∇µ Tµν ìû âûðàçèì ÷åðåç íà-
áëþäàåìûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ (3.120�3.122). Èñïîëüçóÿ ãîòîâûå ôîðìóëû äëÿ íàáëþäà-
åìûõ êîìïîíåíò àáñîëþòíîé äèâåðãåíöèè ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà
2-ãî ðàíãà (2.138, 2.139), ïîëó÷àåì

∗∂q
∂t

+ qD +
1
c2
DijU

ij + ∗∇̃i J i − 1
c2
FiJ

i = −1
c
Ei j

i, (3.125)

∗∂Jk

∂t
+DJk + 2

(
Dk
i +Ak··i

)
J i + ∗∇̃iU ik − qF k =

= −
(
ρEk +

1
c
εkimH∗i jm

)
.

(3.126)

Èç ïåðâîãî õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî òîæäåñòâà (3.125)
âèäíî: êîãäà íàáëþäàåìûé âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà ji îðòîãîíàëåí
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âåêòîðó íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ei, ïðàâàÿ ÷àñòü îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü. Â îáùåì ñëó÷àå, ò.å. ïðè ïðîèçâîëüíîé îðèåíòà-
öèè âåêòîðîâ ji è Ei, íàáëþäàåìîå èçìåíåíèå âî âðåìåíè ïëîòíîñòè
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

∗∂q
∂t

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ôàêòîðàìè:
1) ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ íàáëþäàåìîãî ýòàëîííîãî îáúåìà, çàíè-

ìàåìîãî ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì (÷ëåí qD);
2) èçìåíåíèåì íàáëþäàåìîãî íàïðÿæåíèÿ ïîëÿ ïîä äåéñòâèåì ïî-

âåðõíîñòíûõ ñèë îáúåìíîé äåôîðìàöèè íà ãðàíèöàõ ýëåìåíòà
îáúåìà (÷ëåí DijU

ij);
3) âëèÿíèåì ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû, óâåëè÷èâàþùåé

èëè óìåíüøàþùåé íàáëþäàåìóþ ïëîòíîñòü èìïóëüñà ïîëÿ
(÷ëåí FiJ i);

4) íàáëþäàåìûì �ïåðåïàäîì� (äèâåðãåíöèåé) ïëîòíîñòè èìïóëü-
ñà ïîëÿ (÷ëåí ∗∇̃i J i);

5) âåëè÷èíàìè è âçàèìíîé îðèåíòàöèåé âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà
ji è âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè Ei.

Èç âòîðîãî õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî òîæäåñòâà (3.126)
âèäíî, ÷òî íàáëþäàåìîå èçìåíåíèå âî âðåìåíè âåêòîðà ïëîòíîñòè
èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ò.å. âåëè÷èíà ∗∂Jk

∂t
, îïðåäåëÿåòñÿ

ôàêòîðàìè:
1) ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ íàáëþäàåìîãî ýòàëîííîãî îáúåìà ïðî-

ñòðàíñòâà (÷ëåí DJk);
2) èçìåíåíèåì äåôîðìàöèîííûõ è êîðèîëèñîâûõ ñèë ñàìîãî ïðî-

ñòðàíñòâà, ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîì 2
(
Dk
i +Ak··i

)
J i;

3) âëèÿíèåì ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû íà íàáëþäàåìóþ
ïëîòíîñòü ïîëÿ (÷ëåí qF k);

4) íàáëþäàåìîé �ïðîñòðàíñòâåííîé âàðèàöèåé� íàïðÿæåíèé ïîëÿ
∗∇̃iU ik;

5) íàáëþäàåìîé ïëîòíîñòüþ ñèëû Ëîðåíöà (ïðàâàÿ ÷àñòü òîæäå-
ñòâà, îïðåäåëÿåìàÿ âåëè÷èíîé f i =− (

ρEk+ 1
c ε

kimH∗i jm
)
.

È, â çàêëþ÷åíèå, ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ýëåêòðîìàã-
íèòíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå èçî-
òðîïíîãî ïîëÿ ÷åðåç òåíçîð Ìàêñâåëëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóï-
íîñòü óñëîâèé [20]

FµνF
µν = 0 , FµνF

∗µν = 0 , (3.127)

è îçíà÷àåò, ÷òî îáà èíâàðèàíòà ïîëÿ J1 =FµνF
µν è J2 =FµνF

∗µν

(3.25, 3.26) ðàâíû íóëþ. Â õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé çàïèñè,
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ñ ó÷åòîì (3.28), ýòè óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä

E2 = H∗2, EiH
∗i = 0 . (3.128)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â ïñåâäîðèìàíîâîì
ïðîñòðàíñòâå íàáëþäàåòñÿ êàê èçîòðîïíîå, åñëè â ñèñòåìå îòñ÷åòà
íàáëþäàòåëÿ òðåõìåðíûå äëèíû âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè-
÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ðàâíû ìåæäó ñîáîé, à âåêòîð Ïîéíòèíãà
J i (3.121) ðàâåí íóëþ

J i =
c

4π
εikmEkH∗m . (3.129)

Â òåðìèíàõ íàáëþäàåìûõ êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
(3.120, 3.121) ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ (3.128) òàêæå îçíà÷àþò, ÷òî

J = cq , (3.130)

ãäå J =
√
J2 è J2 =hikJ

iJk. Èíà÷å ãîâîðÿ, äëèíà J íàáëþäàåìîãî
âåêòîðà ïëîòíîñòè èìïóëüñà èçîòðîïíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
çàâèñèò òîëüêî îò ïëîòíîñòè ñàìîãî ïîëÿ q.

�3.6 Âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû
ìåòîäîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû âûâåäåì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå äè-
íàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðîáíîé çàðÿæåííîé ìàññîâîé ÷à-
ñòèöû â ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Åñòåñòâåí-
íî, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïðèñóòñòâóåò òàêæå è ýëåê-
òðîìàãíèòíîå ïîëå. Â ïðèíöèïå, ïðèâåäåííûì çäåñü ìåòîäîì ìîæíî
âûâåñòè è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, íå ÿâëÿþùåé-
ñÿ ïðîáíîé∗.

Èòàê, èñêîìûå óðàâíåíèÿ ñóòü õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå
ïðîåêöèè íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî îáùåêîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ÷åòûðåõìåðíîãî ñóììàðíîãî âåêòîðà

Qα = Pα +
e

c2
Aα, (3.131)

ãäå Pα =m0
dxα

ds
÷åòûðåõìåðíûé äèíàìè÷åñêèé âåêòîð ÷àñòèöû, äâè-

æóùåéñÿ (â äàííîì ñëó÷àå) ïî íåãåîäåçè÷åñêîé òðàåêòîðèè, è e

c2
Aα

÷åòûðåõìåðíûé èìïóëüñ, ïðèîáðåòàåìûé ÷àñòèöåé çà ñ÷åò âçàèìî-
∗×àñòèöà íàçûâàåòñÿ ïðîáíîé, åñëè åå çàðÿä è ìàññà íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî íå

âëèÿþò íà ýëåêòðîìàãíèòíîå è ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, â êîòîðûõ îíà äâèæåòñÿ.
Ìàññîâûìè, ò.å. îáëàäàþùèìè íåíóëåâîé ìàññîé, íàçûâàþòñÿ ÷àñòèöû, äâèæó-
ùèåñÿ âäîëü íåèçîòðîïíûõ òðàåêòîðèé.
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äåéñòâèÿ åå çàðÿäà e ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì Aα è îòêëîíÿþùèé
åå òðàåêòîðèþ îò ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè. Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñóïåðïîçèöèè íåãåîäåçè÷åñêîãî ñîáñòâåííîãî
âåêòîðà ÷àñòèöû è îòêëîíÿþùåãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì

d

ds

(
Pα +

e

c2
Aα

)
+ Γαµν

(
Pµ +

e

c2
Aµ

) dxν
ds

= 0 . (3.132)

Ïî îïðåäåëåíèþ, ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ � ýòî ëèíèÿ íåèçìåííîãî
íàïðàâëåíèÿ, ò.å. ëèíèÿ, ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü êîòîðîé
âñÿêèé âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê íåé â íåêîòîðîé òî÷êå, îñòàåòñÿ êà-
ñàòåëüíûì âäîëü âñåé ëèíèè.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãèì ñïî-
ñîáîì, ðàññìàòðèâàÿ äâèæåíèå âäîëü ëèíèé íàèìåíüøåé (ýêñòðå-
ìàëüíîé) äëèíû ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Òà-
êèì îáðàçîì, ëèíèè ýêñòðåìàëüíîé äëèíû îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ è
ëèíèÿìè íåèçìåííîãî íàïðàâëåíèÿ. Îäíàêî, íàïðèìåð, â ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñ íåìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèåé ïîíÿòèå äëèíû íå îïðåäåëåíî,
ñëåäîâàòåëüíî, íå îïðåäåëåíû è ëèíèè ýêñòðåìàëüíîé äëèíû, òàê
÷òî âûâåñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìåòîäîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ
íåâîçìîæíî. Òåì íå ìåíåå, äàæå â íåìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìîæíî
îïðåäåëèòü ëèíèè íåèçìåííîãî íàïðàâëåíèÿ è ïàðàìåòð äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ âäîëü íèõ. Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ è ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî, ëè-
íèè ýêñòðåìàëüíîé äëèíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèøü ÷àñòíûé ñëó-
÷àé ëèíèé íåèçìåííîãî íàïðàâëåíèÿ.

Èòàê, îáùèå ôîðìóëû äëÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ïðî-
åêöèé óðàâíåíèé ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ïîëó÷åííûå íàìè âî 2-é
ãëàâå, èìåþò âèä

dϕ̃

ds
+

1
c

(
−Fi q̃i dτ

ds
+Dik q̃

i dx
k

ds

)
= 0 , (3.133)

dq̃i

ds
+

(
ϕ̃

c

dxk

ds
+q̃k

dτ

ds

)(
Di
k+A

·i
k·

)− ϕ̃
c
F i
dτ

ds
+∆i

mk q̃
m dx

k

ds
=0 , (3.134)

ãäå ϕ̃ è q̃i íàáëþäàåìûå ïðîåêöèè ñóììàðíîãî âåêòîðà çàðÿæåííîé
÷àñòèöû Qα (3.131) íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî

ϕ̃ = bαQ
α =

Q0√
g00

=
1√
g00

(
P0 +

e

c2
A0

)
, (3.135)

q̃i = hiαQ
α = Qi = P i +

e

c2
Ai. (3.136)
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Íàáëþäàåìûå ïðîåêöèè äèíàìè÷åñêîãî âåêòîðà âåùåñòâåííîé
ìàññîâîé ÷àñòèöû ðàâíû

P0√
g00

= ±m, P i =
1
c
mvi =

1
c
pi, (3.137)

ãäå çíàê �ïëþñ� èìååò ìåñòî ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû (îòíîñèòåëü-
íî íàáëþäàòåëÿ) â áóäóùåå, çíàê �ìèíóñ� èìååò ìåñòî ïðè äâèæå-
íèè ÷àñòèöû â ïðîøëîå, è pi =mdxi

dτ
õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíò-

íûé òðåõìåðíûé èìïóëüñ ÷àñòèöû. Íàáëþäàåìûå ïðîåêöèè ÷åòû-
ðåõìåðíîãî èìïóëüñà e

c2
Aα ðàâíû

e

c2
A0√
g00

=
e

c2
ϕ ,

e

c2
Ai =

e

c2
qi, (3.138)

ãäå ϕ ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë è qi âåêòîð-ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ � õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ÷åòûðåõ-
ìåðíîãî ïîòåíöèàëà Aα (3.8). Òîãäà âåëè÷èíû ϕ̃ è q̃i, ò.å. íàáëþäà-
åìûå ïðîåêöèè ñóììàðíîãî âåêòîðà Qα (3.135, 3.136), ïðèíèìàþò
âèä

ϕ̃ = ±m+
e

c2
ϕ , (3.139)

q̃i =
1
c

(
pi +

e

c2
qi

)
. (3.140)

Òåïåðü ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ ϕ̃ è q̃i â îáùèå ôîðìóëû äëÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.133, 3.134). Ïåðåíîñÿ ÷ëåíû, õàðàêòåðèçóþ-
ùèå ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå, â ïðàâûå ÷àñòè, ìû ïîëó÷à-
åì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ìàññî-
âîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî
íàáëþäàòåëÿ â áóäóùåå (ïðÿìîé õîä âðåìåíè),
dm

dτ
− m

c2
Fivi +

m

c2
Dik vivk = − e

c2
dϕ

dτ
+

e

c3
(
Fiq

i −Dikq
ivk

)
, (3.141)

d
(
mvi

)

dτ
−mF i + 2m

(
Di
k +A·ik·

)
vk +m∆i

nkv
nvk =

= −e
c

dqi

dτ
− e
c

(ϕ
c

vk+ qk
)(
Di
k+A·ik·

)
+
eϕ

c2
F i− e

c
∆i
nk q

nvk,

(3.142)

à äëÿ ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ, äâèæóùåé îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ â
ïðîøëîå (îáðàòíûé õîä âðåìåíè),

−dm
dτ

−m

c2
Fivi+

m

c2
Dikvivk = − e

c2
dϕ

dτ
+
e

c3
(
Fi q

i −Dikq
ivk

)
, (3.143)
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d
(
mvi

)

dτ
+mF i +m∆i

nkv
nvk =

= −e
c

dqi

dτ
− e
c

(ϕ
c

vk+ qk
)(
Di
k+A·ik·

)
+
eϕ

c2
F i− e

c
∆i
nk q

nvk.
(3.144)

Ëåâûå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ëå-
âûìè ÷àñòÿìè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñâîáîäíûõ ìàññîâûõ ÷àñòèö.
Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî â äàííûõ óðàâíåíèÿõ ñòîÿò íàáëþ-
äàåìûå õàðàêòåðèñòèêè íåñâîáîäíîé ÷àñòèöû, õàðàêòåðèçóþùèå åå
íåãåîäåçè÷åñêîå äâèæåíèå (ïîýòîìó ïðàâûå ÷àñòè çäåñü íå ðàâíû
íóëþ). Ïðàâûå ÷àñòè õàðàêòåðèçóþò âîçäåéñòâèå íà ÷àñòèöó ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ϕ è qi), à òàêæå âîçäåé-
ñòâèå ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà (ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû F i,
âðàùåíèÿ Aik, äåôîðìàöèèDik è êðèâèçíû ∆i

nk). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ
íåçàðÿæåííîé ÷àñòèöû (e=0), ïðàâûå ÷àñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü, è
ýòè óðàâíåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíò-
íûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ìàññîâîé ÷àñòèöû â íàøåì
ìèðå (1.51, 1.52) è â çàçåðêàëüå (1.56, 1.57).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðàâûå ÷àñòè áîëåå ïîäðîáíî. Îíè ñèììåò-
ðè÷íû äëÿ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ â áóäóùåå è â ïðîøëîå è, ïðè ñìåíå
çíàêà çàðÿäà íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òàêæå ìåíÿþò ñâîé çíàê. Îáî-
çíà÷èì T ïðàâûå ÷àñòè âðåìåííûõ ïðîåêöèé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
(3.141, 3.143). Òàê êàê âåëè÷èíó dϕ

dτ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

dϕ

dτ
=

∗∂ϕ
∂t

+ vi
∗∂ϕ
∂xi

, (3.145)

òî, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé íà-
ïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â êîâàðèàíòíîé ôîðìå Ei (3.14),
ìû ìîæåì çàïèñàòü âåëè÷èíó T â âèäå

T = − e

c2
Eivi − e

c2

∗∂ϕ
∂t

+

+
e

c3

(∗∂qi
∂t

−Dikq
k

)
vi +

e

c3

(
qi − ϕ

c
vi

)
Fi .

(3.146)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå âî âðåìåííûå ïðîåêöèè óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ (3.141, 3.143) è óìíîæàÿ èõ íà c2, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ
ýíåðãèè ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ â áóäóùåå è â ïðîøëîå, ñîîòâåòñòâåííî

dE

dτ
−mFivi +mDikvivk = −eEivi − e

∗∂ϕ
∂t

+

+
e

c

(∗∂qi
∂t

−Dikq
k

)
vi +

e

c

(
qi − ϕ

c
vi

)
Fi ,

(3.147)



3.6 Âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåòîäîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà 95

−dE
dτ

−mFivi +mDikvivk = −eEivi − e
∗∂ϕ
∂t

+

+
e

c

(∗∂qi
∂t

−Dikq
k

)
vi +

e

c

(
qi − ϕ

c
vi

)
Fi ,

(3.148)

ãäå E=±mc2 ðåëÿòèâèñòñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû è eEivi ðàáîòà, çà-
òðà÷åííàÿ ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ íà ïåðåìåùåíèå çàðÿ-
äà çà åäèíèöó âðåìåíè.

Ïîëó÷åííûå âðåìåííûå íàáëþäàåìûå ïðîåêöèè óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû (3.147, 3.148) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òåî-
ðåìó æèâûõ ñèë â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå, çàïèñàííóþ â
õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé ôîðìå, ò.å. âûðàæåííóþ ÷åðåç ôè-
çè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû. Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, â ãàëè-
ëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà íàøå óðàâíåíèå (3.147), ïîëó÷åííîå äëÿ ÷à-
ñòèö ñ ïðÿìûì õîäîì âðåìåíè, ïðèíèìàåò âèä âðåìåííîé êîìïîíåí-
òû óðàâíåíèé Ìèíêîâñêîãî (3.98).

Â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå
(3.147) ïðåîáðàçóåòñÿ â îáû÷íóþ òåîðåìó æèâûõ ñèë êëàññè÷åñêîé
ýëåêòðîäèíàìèêè dE

dt
= e ~E~u (3.92).

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ïðàâûì ÷àñòÿì ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîåêöèé
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.142, 3.144). Îáîçíà÷èì èõ M i, ò.ê. îíè îäè-
íàêîâû äëÿ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ â áóäóùåå è â ïðîøëîå, è ìåíÿ-
þò çíàê ïðè èçìåíåíèè çíàêà çàðÿäà ÷àñòèöû. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà
ðàâíà

dqi

dτ
=

∗∂qi

∂t
+ vk

∗∂qi

∂xk
, (3.149)

è â íåé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∗∂hik

∂t
=−2Dik (1.40)

∗∂qi

∂t
=

∗∂
∂t

(
hikqk

)
= −2Di

kq
k + hik

∗∂qk
∂t

, (3.150)

òî M i ïðèíèìàåò âèä

M i = −e
c
hik

∗∂qk
∂t

+
eϕ

c2
(
F i +Aikvk

)
+
e

c
Aikqk +

+
e

c

(
qk − ϕ

c
vk

)
Di
k −

e

c
vk

∗∂qi

∂xk
− e

c
∆i
nkq

nvk.
(3.151)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ êîì-
ïîíåíò òåíçîðà Ìàêñâåëëà Ei (3.11) è Hik (3.12) Fαβ , çàïèøåì ïåð-
âûå äâà ÷ëåíà M i (3.151) â âèäå

−e
c
hik

∗∂qk
∂t

+
eϕ

c2
F i = − eEi + ehik

∗∂ϕ
∂xk

, (3.152)
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à òðåòèé ÷ëåí êàê

eϕ

c2
Aikvk =

e

2c
himvn

(∗∂qm
∂xn

−
∗∂qn
∂xm

)
− e

2c
Hikvk . (3.153)

Âåëè÷èíó Hik çàïèøåì êàê Hik = εmikH∗m (3.56). Òîãäà ïðåäû-
äóùåå (3.153) ïðèìåò âèä

eϕ

c2
Aikvk =

e

2c
himvn

(∗∂qm
∂xn

−
∗∂qn
∂xm

)
− e

2c
εikmH∗mvk , (3.154)

à èñõîäíàÿ âåëè÷èíà (3.151)

M i = −e
(
Ei +

1
2c
εikmvkH∗m

)
+
e

c

(
qk − ϕ

c
vk

)
Di
k +

+ ehik
∗∂ϕ
∂xk

+
e

c
Aikqk +

e

2c
himvk

(∗∂qm
∂xk

−
∗∂qk
∂xm

)
−

− e

c
vk

∗∂qi

∂xk
− e

c
∆i
nkq

nvk.

(3.155)

Ñóììó ïîñëåäíèõ òðåõ ÷ëåíîâ â M i ïîëó÷àåì, ïîäñòàâèâ qm =
=hmnq

n, qk =hknq
n, à òàêæå âûðàæåíèå äëÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èí-

âàðèàíòíûõ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ (1.47)

e

2c
himvk

(∗∂qm
∂xk

−
∗∂qk
∂xm

)
− e

c
vk

∗∂qi

∂xk
− e

c
∆i
nkq

nvk =

= − e

2c
himvk

∗∂qk

∂xm
− e

2c
vk

∗∂qi

∂xk
− e

2c
himqnvk

∗∂hkm
∂xn

.

(3.156)

Ñ ó÷åòîì âñåõ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé âåëè÷èíà M i (ïðàâàÿ ÷àñòü
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìàññîâîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû) ïðèíèìàåò
îêîí÷àòåëüíûé âèä

d
(
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)
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himvk
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∂xm
− e
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∂xk
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himqnvk
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,

(3.157a)
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(3.157b)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí −e(Ei + 1
2c
εikmvkH∗m

)
â ïðà-

âîé ÷àñòè îòëè÷àåòñÿ îò õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé ñèëû Ëî-
ðåíöà Φi =−e(Ei + 1

c ε
ikmvkH∗m

)
êîýôôèöèåíòîì 1

2
ïðè ìàãíèòíîé

ñîñòàâëÿþùåé ýòîé ñèëû. Â �3.9 Óðàâíåíèÿ Ìèíêîâñêîãî êàê ÷àñò-
íûé ñëó÷àé ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìû ïîêàæåì, ïðè êà-
êîé ñòðóêòóðå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà Aα îñòàëüíûå ÷ëåíû
M i ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóþò ýòîò êîýôôèöèåíò 1

2
è â ïðàâûõ ÷à-

ñòÿõ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñòîèò òîëüêî ñèëà Ëîðåíöà.

�3.7 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, ñëåäóþ-
ùèå èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, êàê ÷àñò-
íûé ñëó÷àé ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîå
ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìàññîâîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû,
âûâåäåííûõ èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Ýòîò ïðèíöèï ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî äåéñòâèå S ïî ïåðåìåùåíèþ ÷àñòèöû âäîëü òðà-
åêòîðèé êðàò÷àéøåé äëèíû ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì, ò.å. âàðèàöèÿ
äåéñòâèÿ ðàâíà íóëþ

δ

∫ b

a

dS = 0 . (3.158)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ïîëó÷àåìûå èç ïðèíöèïà
íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ëèíèé íàèìåíüøåé
äëèíû. Ýëåìåíòàðíîå äåéñòâèå ãðàâèòàöèîííîãî è ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëåé ïî ïåðåìåùåíèþ çàðÿæåííîé ìàññîâîé ÷àñòèöû èìååò
âèä [10]

dS = −m0c ds− e

c
Aαdx

α, (3.159)

ãäå ds ýëåìåíòàðíûé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èíòåðâàë. Îòñþ-
äà âèäíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ïðèìåíèìà äëÿ îïèñàíèÿ ÷àñòèö, äâè-
æóùèõñÿ òîëüêî âäîëü íåèçîòðîïíûõ òðàåêòîðèé (ds 6=0). Âìåñòå
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ñ òåì, âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåòîäîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíî-
ñà (ëèíèè íåèçìåííîãî íàïðàâëåíèÿ) ïðèìåíèì êàê ê íåèçîòðîïíûì
òàê è ê èçîòðîïíûì òðàåêòîðèÿì, âäîëü êîòîðûõ ds=0. Áîëåå òîãî,
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïðèìåíèì òàêæå è äëÿ íåðèìàíîâûõ ãåîìåò-
ðèé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ïîëíî-
ñòüþ âûðîæäåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (íóëü-ïðîñòðàíñòâå).
Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ ëèíèé íàèìåíüøåé äëèíû, ïîëó÷àåìûå ìåòîäîì
íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèøü ÷àñòíûé ñëó÷àé
ëèíèé íåèçìåííîãî íàïðàâëåíèÿ, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà. Îäíàêî âåðíåìñÿ ê ïðèíöèïó íàèìåíüøåãî äåé-
ñòâèÿ (3.158). Ýòî óñëîâèå äëÿ ìàññîâîé çàðÿæåíîé ÷àñòèöû ïðèíè-
ìàåò âèä

δ

∫ b

a

dS = − δ
∫ b

a

m0c ds− δ

∫ b

a

e

c
Aαdx

α = 0 , (3.160)

ãäå ïåðâûé ÷ëåí ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

− δ
∫ b

a

m0c ds = −
∫ b

a

m0cDUαδxα =

=
∫ b

a

m0c (dUαds− Γα,µνUµdxν) δxα.
(3.161)

Âàðèàöèþ âòîðîãî èíòåãðàëà èç (3.160) ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì

−e
c
δ

∫ b

a

Aαdx
α = − e

c

( ∫ b

a

δAαdx
α +

∫ b

a

Aαdδx
α

)
. (3.162)

Ïðîèíòåãðèðóåì âòîðîé ÷ëåí ïî ÷àñòÿì
∫ b

a

Aαdδx
α = Aα δx

α
∣∣∣
b

a
−

∫ b

a

dAαδx
α. (3.163)

Çäåñü ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, ò.ê. èíòåãðàë âàðüèðóåòñÿ ïðè çà-
äàííûõ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàò ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî âàðèàöèÿ êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà ðàâíà

δAα =
∂Aα
∂xβ

δxβ , dAα =
∂Aα
∂xβ

dxβ , (3.164)

ïîëó÷àåì âàðèàöèþ ýëåêòðîìàãíèòíîé ÷àñòè äåéñòâèÿ

− e

c
δ

∫ b

a

Aαdx
α = − e

c

∫ b

a

(
∂Aα
∂xβ

dxαδxβ − ∂Aα
∂xβ

δxαdxβ
)
. (3.165)
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Ïîìåíÿâ ìåñòàìè ñâîáîäíûå èíäåêñû α è β â ïåðâîì ÷ëåíå ýòîãî
âûðàæåíèÿ è ó÷èòûâàÿ âàðèàöèþ ãðàâèòàöèîííîé ÷àñòè äåéñòâèÿ
(3.161), ïîëó÷àåì âàðèàöèþ ñóììàðíîãî äåéñòâèÿ (3.160) â âèäå

δ

∫ b

a

dS =
∫ b

a

[
m0c (dUα − Γα,µνUµdxν)− e

c
Fαβ dx

β
]
δxα, (3.166)

ãäå Fαβ = Aβ

∂xα
− ∂Aα

∂xβ
òåíçîð Ìàêñâåëëà è Uµ = dxµ

ds
÷åòûðåõìåðíàÿ

ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Èç-çà ïðîèçâîëüíîñòè âåëè÷èíû δxα ïîäûíòå-
ãðàëüíîå âûðàæåíèå âñåãäà ðàâíî íóëþ, è, òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó-
÷àåì îáùåêîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàññîâîé çàðÿæåííîé
÷àñòèöû

m0c

(
dUα
ds

− Γα,µνUµUν
)

=
e

c
FαβU

β , (3.167)

èëè, ïîäíÿâ èíäåêñ α, â áîëåå ïðèâû÷íîì âèäå

m0c

(
dUα

ds
+ ΓαµνU

µUν
)

=
e

c
Fα··β U

β . (3.168)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
óðàâíåíèÿ Ìèíêîâñêîãî â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ãàëèëå-
åâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî îíè ïðå-
îáðàçóþòñÿ â îáû÷íûå ðåëÿòèâèñòñêèå óðàâíåíèÿ (3.93).

Òåïåðü âûâåäåì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ
Ìèíêîâñêîãî â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðîåöèðóÿ îáùåêî-
âàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ (3.168) íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî â ñîïóò-
ñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ïîëó÷àåì äëÿ çàðÿæåííîé ìàññîâîé ÷à-
ñòèöû íàøåãî ìèðà

dE

dτ
−mFivi +mDikvivk = −eEivi, (3.169)

d
(
mvi

)

dτ
−mF i + 2m

(
Di
k +A·ik·

)
vk +m∆i

nk vnvk =

= − e
(
Ei +

1
c
εikmvkH∗m

)
,

(3.170)

è äëÿ çàðÿæåííîé ìàññîâîé ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ

−dE
dτ

−mFivi +mDikvivk = − eEivi, (3.171)

d
(
mvi

)

dτ
+mF i +m∆i

nkv
nvk = − e

(
Ei +

1
c
εikmvkH∗m

)
. (3.172)
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Ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êàê â íàøåì ìèðå, òàê è â
çàçåðêàëüå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òåîðåìó æèâûõ ñèë. À âåêòîðíûå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ � òðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ Ìèíêîâñêîãî, â ïðà-
âîé ÷àñòè êîòîðûõ ñòîèò õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ ñèëà Ëî-
ðåíöà (âû÷èñëåííàÿ â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå). Êàê íåòðóä-
íî óáåäèòüñÿ, â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâ-
ñêîãî ýòè óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä òåîðåìû æèâûõ ñèë (3.92) è
îáû÷íûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû (3.90) êëàññè-
÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíå-
íèé (3.169�3.172), ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, îò-
ëè÷àþòñÿ îò ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.146, 3.157), âû-
âåäåííûõ ìåòîäîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Îòëè÷èå ñîñòîèò â îò-
ñóòñòâèè çäåñü (3.169�3.172) íåêîòîðûõ ÷ëåíîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ
ñòðóêòóðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà. Âïðî-
÷åì, êàê ìû óæå óïîìèíàëè, ëèíèè íàèìåíüøåé äëèíû (íàèìåíü-
øåãî äåéñòâèÿ), ÿâëÿþòñÿ ëèøü ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëèíèé íåèçìåííî-
ãî íàïðàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûõ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì. Ïîýòîìó
íåóäèâèòåëüíî, ÷òî â óðàâíåíèÿõ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, êàê áîëåå
îáùèõ, èìåþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, ó÷èòûâàþùèå ñòðóêòóðó
ïðîñòðàíñòâà è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

�3.8 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÷åòûðåõìåðíîãî ïîòåí-
öèàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðîâåäåì ïîèñê òàêîé ñòðóêòóðû ÷åòûðåõ-
ìåðíîãî ïîòåíöèàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Aα, ïðè êîòîðîé äëè-
íà ñóììàðíîãî âåêòîðà Qα =Pα + e

c2
Aα ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïàðàëëåëü-

íîì ïåðåíîñå. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå â ñìûñëå
Ëåâè-×èâèòà äëèíà ïåðåíîñèìîãî âåêòîðà Qα ñîõðàíÿåòñÿ, ò.å. âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå QαQα = const. Òàê êàê êâàäðàò äëèíû âåêòîðà
â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, ýòî óñëî-
âèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, â òîì ÷èñëå äëÿ
íàáëþäàòåëÿ, ñîïóòñòâóþùåãî ñâîåìó òåëó îòñ÷åòà. Ïîýòîìó ìû
âïîëíå ìîæåì ïðîâåñòè àíàëèç ýòîãî óñëîâèÿ, çàïèñàâ åãî ÷åðåç ôè-
çè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà
(â õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîì âèäå). Êîìïîíåíòû ñóììàðíîãî
âåêòîðà Qα â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà èìåþò âèä

Q0 =
(
1− w

c2

) (
±m+

eϕ

c2

)
, (3.173)

Q0 =
1

1− w

c2

[(
±m+

eϕ

c2

)
+

1
c2
vi

(
mvi +

e

c
qi

)]
, (3.174)
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Qi = −1
c

(
mvi +

e

c
qi

)
− 1
c

(
±m+

eϕ

c2

)
vi , (3.175)

Qi =
1
c

(
mvi +

e

c
qi

)
, (3.176)

è åãî êâàäðàò

QαQ
α = m2

0 +
e2

c4
(
ϕ2 − qiq

i
)

+
2me
c2

(
±ϕ− 1

c
vi qi

)
. (3.177)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî êâàäðàò äëèíû ñóììàðíîãî âåê-
òîðà ìàññîâîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñêëàäûâàåòñÿ èç:

◦ êâàäðàòà äëèíû ñîáñòâåííîãî ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà ÷à-
ñòèöû PαP

α =m2
0;

◦ êâàäðàòà äëèíû ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà e

c2
Aα, ñîîáùàåìîãî

çàðÿæåííîé ÷àñòèöå ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, e2
c4

(
ϕ2 − qiq

i
)
;

◦ ÷ëåíà 2me
c2

(±ϕ− 1
c vi qi), õàðàêòåðèçóþùåãî âçàèìîäåéñòâèå

ãðàâèòàöèîííîãî �çàðÿäà� ÷àñòèöû m è åå ýëåêòðè÷åñêîãî çà-
ðÿäà e.

Â âûðàæåíèè äëÿ êâàäðàòà âåêòîðà QαQα (3.177) ñîõðàíÿåòñÿ
â ëþáîì ñëó÷àå, ò.å. ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, íå çàâèñÿùèì îò âûáî-
ðà ñèñòåìû îòñ÷åòà, ïåðâûé ÷ëåí m2

0. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû âû÷èñëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñîõðàíÿåòñÿ âñå âûðàæåíèå
äëÿ êâàäðàòà âåêòîðà (3.177).

Ïîëîæèì, ÷òî âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèò-
íîì ïîëå èìååò ñòðóêòóðó

qi =
ϕ

c
vi. (3.178)

Â ýòîì ñëó÷àå∗ âòîðîé ÷ëåí (3.177), ÿâëÿþùèéñÿ êâàäðàòîì âåê-
òîðà e

c2
Aα, ðàâåí

e2

c4
AαA

α =
e2ϕ2

c4

(
1− v2

c2

)
. (3.179)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâûâàÿ òðåòèé ÷ëåí, ïîëó÷àåì
âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà âåêòîðà Qα (3.177) â âèäå

QαQ
α = m2

0 +
e2ϕ2

c4

(
1− v2

c2

)
+

2m0 e

c2
ϕ

√
1− v2

c2
. (3.180)

∗Àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó ìîæíî áûëî áû ðåøèòü, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî qi =±ϕ
c

vi.
Îäíàêî ïðè ñðàâíèòåëüíîì àíàëèçå äâóõ ãðóïï óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èíòåðåñ
áóäóò ïðåäñòàâëÿòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ qi = ϕ

c
vi, ò.ê. ôèçè÷åñêîå

âðåìÿ íàáëþäàòåëÿ τ , ïî îïðåäåëåíèþ, òå÷åò òîëüêî èç ïðîøëîãî â áóäóùåå
(ýòàëîííîå âðåìÿ) è èíòåðâàë íàáëþäàåìîãî âðåìåíè dτ âñåãäà áîëüøå íóëÿ.
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Òîãäà, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ÷àñòèöû â
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

ϕ =
ϕ0√

1− v2

c2

, (3.181)

ìû ìîæåì çàïèñàòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (3.180) êàê

QαQ
α = m2

0 +
e2ϕ2

0

c4
+

2m0 eϕ0

c2
= const. (3.182)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëèíà ñóììàðíîãî âåêòîðà Qα çàðÿæåííîé
ìàññîâîé ÷àñòèöû ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå (ÿâëÿåò-
ñÿ èíâàðèàíòîì, íå çàâèñÿùèì îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà), åñëè åå
íàáëþäàåìûå ïîòåíöèàëû ϕ è qi â ïîëå ñâÿçàíû ñ ÷åòûðåõìåðíûì
ïîòåíöèàëîì ïîëÿ Aα ñîîòíîøåíèÿìè

A0√
g00

= ϕ =
ϕ0√

1− v2

c2

, Ai = qi =
ϕ

c
vi. (3.183)

Òîãäà äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà e

c2
Aα, õàðàêòåðèçóþùåãî

âçàèìîäåéñòâèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì,
ìû èìååì

e

c2
A0√
g00

=
eϕ0

c2
√

1− v2

c2

,
e

c2
Ai =

eϕ0

c3
vi√

1− v2

c2

. (3.184)

Çàìåòèì, ðàçìåðíîñòè âåêòîðîâ e

c2
Aα è Pα =m0

dxα

ds
â ñèñòåìå

åäèíèö ÑÃÑÝ è ãàóññîâîé ñîâïàäàþò è ðàâíû ðàçìåðíîñòè ìàññû
m [ ãðàìì ].

Ñðàâíèâàÿ ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû îáîèõ âåêòî-
ðîâ, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî àíàëîãîì ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññû m âî
âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèöû ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì âûñòóïàåò âå-
ëè÷èíà

eϕ

c2
=

eϕ0

c2
√

1− v2

c2

, (3.185)

ãäå eϕ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñ
íàáëþäàåìîé ñêîðîñòüþ vi = dxi

dτ
â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå (êîòîðîå

ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ è åãî òåëà îòñ÷åòà).
Âîîáùå ãîâîðÿ, ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ϕ ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñò-

ñêîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì e, à eϕ � åå ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ïîêîÿ. Êîãäà ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî
ïîëÿ, åå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïîêîÿ ñîâïàäàåò ñ ðåëÿòèâèñòñêîé
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Ñîïîñòàâëÿÿ âåëè÷èíû E=mc2 è W = eϕ,
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ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî W0

c2
åñòü ýëåêòðîìàãíèòíûé àíàëîã ðåëÿòèâèñò-

ñêîé ìàññûm. Ñîîòâåòñòâåííî,W0c
2 = eϕ0

c2
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåê-

òðîìàãíèòíûé àíàëîã ìàññû ïîêîÿ m0. Òîãäà âåêòîðíàÿ íàáëþäà-
åìàÿ âåëè÷èíà e

c2
Ai = eϕ

c2
vi àíàëîãè÷íà íàáëþäàåìîìó âåêòîðó èì-

ïóëüñà ìàññîâîé ÷àñòèöû, îòíåñåííîìó ê ñêîðîñòè ñâåòà, pi =mvi.
Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîëÿ, åå �ýëåê-
òðîìàãíèòíàÿ� ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî (âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà)
ðàâíà íóëþ è íàáëþäàåòñÿ ëèøü åå âðåìåííàÿ ïðîåêöèÿ (ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïîêîÿ eϕ0 = const). Åñëè æå ÷àñòèöà äâèæåòñÿ
â ïîëå ñî ñêîðîñòüþ vi, òî åå íàáëþäàåìûìè �ýëåêòðîìàãíèòíûìè�
ïðîåêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ eϕ è
ðåëÿòèâèñòñêèé òðåõìåðíûé èìïóëüñ eϕ

c2
vi.

Çíàÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà e

c2
Aα

(3.184), âû÷èñëåííûå äëÿ çàäàííîé ñòðóêòóðû êîìïîíåíò âåêòîðà
Aα (3.183), ìîæíî âîññòàíîâèòü åãî â îáùåêîâàðèàíòíîì âèäå, âû-
ðàçèâ ÷åðåç ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ïîêîÿùåéñÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû
â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîìïîíåíòà Ai ðàâíà

Ai = qi =
ϕ

c
vi =

ϕ

c

√
1− v2

c2

dxi

dτ
= ϕ0

dxi

ds
, (3.186)

ïîëó÷àåì èñêîìóþ îáùåêîâàðèàíòíóþ ôîðìó Aα

Aα = ϕ0
dxα

ds
,

e

c2
Aα =

eϕ0

c2
dxα

ds
. (3.187)

Âìåñòå ñ òåì, ïðîåöèðóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå Aα (3.187) íà
âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî

A0√
g00

= ±ϕ = ± ϕ0√
1− v2

c2

, Ai = qi =
ϕ

c
vi, (3.188)

ìû ïîëó÷àåì çíàêîïåðåìåííîñòü âî âðåìåííîé ïðîåêöèè, îòñóòñòâó-
þùóþ â èñõîäíîé âðåìåííîé ïðîåêöèè ýòîé âåëè÷èíû (3.183).

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: ïî÷åìó âðåìåííàÿ íàáëþäàåìàÿ
êîìïîíåíòà âåêòîðà Aα,îïðåäåëåííàÿ âíà÷àëå êàê ϕ, ïðè çàäàííîé
ñòðóêòóðå âåêòîðà Aα (3.187) ïðèîáðåëà çíàêîïåðåìåííîñòü? Çäåñü
äåëî â òîì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû ϕ qi îïðå-
äåëÿþòñÿ èñõîäÿ èç îáùåãî ïðàâèëà îáðàçîâàíèÿ õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíûõ âåëè÷èí. Îäíàêî, íå çíàÿ ñòðóêòóðû ñàìîãî ïðîåöè-
ðóåìîãî âåêòîðà Aα, ìû íå ìîæåì èõ âû÷èñëèòü. Ïîýòîìó â âûðàæå-
íèÿõ äëÿ âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîåêöèé (3.183) ñèìâîëû
ϕ è qi ëèøü îáîçíà÷àþò íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû, íå ðàñêðûâàÿ
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ïðè ýòîì èõ �âíóòðåííåé� ñòðóêòóðû. Âìåñòå ñ òåì, â âûðàæåíè-
ÿõ (3.188) âåëè÷èíû ϕ è qi ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëåííûìè ïî ôîðìóëàì
ϕ=

√
g00A

0 + g0i√
g00

Ai è qi =Ai, ãäå ñòðóêòóðà êîìïîíåíò A0 è Ai

ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé. Ïîýòîìó âî âòîðîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ±ϕ åñòü
ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ, èç êîòîðîãî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò åå êîí-
êðåòíîå âûðàæåíèå

ϕ = ± ϕ0√
1− v2

c2

. (3.189)

Òàêèì îáðàçîì âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðè-
àíòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà e

c2
Aα èìåþò âèä

e

c2
A0√
g00

= ±eϕ
c2

= ± eϕ0

c2
√

1− v2

c2

,
e

c2
Ai =

eϕ

c3
vi, (3.190)

ãäå çíàê �ïëþñ� èìååò ìåñòî äëÿ ÷àñòèö íàøåãî ìèðà, äâèæóùèõ-
ñÿ èç ïðîøëîãî â áóäóùåå (ìèð ñ ïðÿìûì õîäîì âðåìåíè), è çíàê
�ìèíóñ� � äëÿ ÷àñòèö çàçåðêàëüÿ, äâèæóùèõñÿ îòíîñèòåëüíî íàñ â
ïðîøëîå � ìèð ñ îáðàòíûì õîäîì âðåìåíè. Êâàäðàò äëèíû ýòîãî
âåêòîðà

e2

c4
AαA

α =
e2ϕ2

c4

(
1− v2

c2

)
=
e2ϕ2

0

c4
= const (3.191)

âäîëü âñåé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû (ëèíèè ïàðàëëåëüíîãî ïå-
ðåíîñà). Ñàì âåêòîð e

c2
Aα, èìååò âåùåñòâåííóþ äëèíó ïðè v2<c2,

íóëåâóþ äëèíó ïðè v2 = c2 è ìíèìóþ ïðè v2>c2. Çäåñü ìû îãðà-
íè÷èëèñü èññëåäîâàíèåì ëèøü âåùåñòâåííîé ôîðìû ýòîãî âåêòîðà,
ò.ê. ñâåòîïîäîáíûå è ñâåðõñâåòîâûå ÷àñòèöû íàì íåèçâåñòíû. Åñ-
ëè ñðàâíèòü âûðàæåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ Pα =m0

dxα

ds
è e

c2
Aα = eϕ0

c2
dxα

ds
,

ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, ÷òî îáà ýòè âåêòîðà êîëëèíåàðíû, ò.ê. ÿâëÿþò-
ñÿ êàñàòåëüíûìè ê îäíîé è òîé æå íåèçîòðîïíîé òðàåêòîðèè, âäîëü
êîòîðîé âûáðàí ïàðàìåòð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ s. Ñëåäîâàòåëüíî,
â äàííîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèå äèíàìè÷åñêîãî âåêòîðà ÷àñòèöû Pα

ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì äåéñòâèÿ íà íåå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
(÷àñòèöà äâèæåòñÿ �âäîëü� ïîëÿ).

Èññëåäóåì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ýòè âåêòîðû íå ñîâïàäàþò ïî
íàïðàâëåíèþ. Èç êâàäðàòà ñóììàðíîãî âåêòîðà QαQα (3.177) âèäíî,
÷òî òðåòèé ÷ëåí åñòü óäâîåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
Pα è e

c2
Aα. Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå äâóõ âåêòîðîâ èõ ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ñîõðàíÿåòñÿ

D(PαAα) = AαDPα + PαDAα = 0 , (3.192)
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ò.ê. àáñîëþòíîå ïðèðàùåíèå êàæäîãî âåêòîðà ðàâíî íóëþ. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåì

2e
c2
PαA

α =
2me
c2

(
±ϕ− 1

c
vi qi

)
= const, (3.193)

ò.å. ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå e

c2
PαA

α ñîõðàíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîõðàíÿåòñÿ è äëèíà êàæäîãî èç ïåðåíîñèìûõ âåêòîðîâ, â ÷àñòíîñòè
ìû èìååì

AαA
α = ϕ2 − qiq

i = const. (3.194)

Â òî æå âðåìÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ åñòü ïðî-
èçâåäåíèå èõ äëèí íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè. Ïîýòîìó ïðè ïà-
ðàëëåëüíîì ïåðåíîñå óãîë ìåæäó ïåðåíîñèìûìè âåêòîðàìè òàêæå
ñîõðàíÿåòñÿ

cos
(
Pα;Aα

)
=

PαA
α

m0

√
ϕ2 − qiqi

= const. (3.195)

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññû m, ìû ìîæåì
çàïèñàòü óñëîâèå (3.193) â âèäå

2e
c2
PαA

α = ±2m0e

c2
ϕ√

1− v2

c2

− 2m0e

c2
vi qi

c

√
1− v2

c2

= const, (3.196)

èëè, èíà÷å, â âèäå ñâÿçè ñêàëÿðíîãî è âåêòîð-ïîòåíöèàëà

± ϕ√
1− v2

c2

− vi qi

c

√
1− v2

c2

= const. (3.197)

Íàïðèìåð, íàéäåì ñâÿçü ìåæäó ïîòåíöèàëàìè ϕ è qi ÷àñòèöû
â ïîëå, êîãäà ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð ÷àñòèöû Pα îðòîãîíàëåí ÷å-
òûðåõìåðíîìó èìïóëüñó e

c2
Aα, ïîëó÷àåìîìó ÷àñòèöåé îò ïîëÿ. Òàê

êàê ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå äâóõ âåêòîðîâ óãîë ìåæäó íèìè ñî-
õðàíÿåòñÿ, òî, ñîãëàñíî îáùåé ôîðìóëå (3.195), êîñèíóñ óãëà ìåæäó
äàííûìè îðòîãîíàëüíûìè âåêòîðàìè ðàâåí íóëþ âäîëü âñåé òðàåê-
òîðèè

PαA
α = ±ϕ− 1

c
vi qi = 0 . (3.198)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå
òàêèì îáðàçîì, ÷òî âåêòîðû Pα è Aα îðòîãîíàëüíû, òî ñêàëÿðíûé
ïîòåíöèàë ïîëÿ ðàâåí

ϕ = ± 1
c

vi qi, (3.199)



106 Ãëàâà 3 Çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òðåõìåðíûõ õðîíî-
ìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ: íàáëþäàåìîé ñêîðîñòè ÷àñòè-
öû vi è âåêòîð-ïîòåíöèàëà qi ÷àñòèöû â ïîëå.

Òåïåðü íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ñóììàðíîãî âåêòîðà Qα
ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ÷åòûðåõìåðíîãî ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîòåíöèàëà Aα =ϕ0

dxα

ds
(3.187). Åñëè ÷åòûðåõìåðíûé âåê-

òîð ïîëÿ Aα ñîíàïðàâëåí ñ âåêòîðîì èìïóëüñà ÷àñòèöû Pα, òî êâàä-
ðàò QαQα ïðèíèìàåò âèä

QαQ
α = m2 − m2

c2
vivi +

e2

c4
(
ϕ2 − qiq

i
)

= m2
0 +

e2

c4
ϕ2

0 . (3.200)

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà c4 è îáîçíà÷àÿ ðåëÿòèâèñòñêóþ
ýíåðãèþ ÷àñòèöû E=mc2, ïîëó÷àåì

E2 − c2p2 + e2ϕ2 − e2qiq
i = E2

0 + e2ϕ2
0 . (3.201)

ãäå p2 = pip
i, pi =mvi òðåõìåðíûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé

èìïóëüñ ÷àñòèöû, eϕ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû
â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, eqi òðåõìåðíûé èìïóëüñ, ïðèîáðåòàåìûé
çàðÿæåííîé ÷àñòèöåé â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.

�3.9 Óðàâíåíèÿ Ìèíêîâñêîãî êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëó-
÷åííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Èòàê, â �3.6 ìû ïîëó÷èëè õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå (íàáëþ-
äàåìûå) ïðîåêöèè îáùåêîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìàññî-
âîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè
ýòîì èñõîäíûå îáùåêîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áûëè âû-
âåäåíû ìåòîäîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñóììàðíîãî âåêòîðà ÷à-
ñòèöû. Òàì æå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âðåìåííàÿ íàáëþäàåìàÿ ïðî-
åêöèÿ (3.147) ýòèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà ïðèíèìàåò âèä âðåìåííîé êîìïîíåíòû óðàâíåíèé Ìèíêîâñêî-
ãî (3.98). Ñîîòâåòñòâåííî, â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
íàøå õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîå ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå (3.147)
ïðåâðàùàåòñÿ â òåîðåìó æèâûõ ñèë êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè
(3.92). Îäíàêî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (3.157) ïðîñòðàíñòâåííûõ íàáëþäà-
åìûõ ïðîåêöèé âìåñòî õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé ñèëû Ëîðåí-
öà −e(Ei + 1

2c
εikmvkH∗m

)
, ñòîèò äðóãîå, îòëè÷àþùååñÿ âûðàæåíèå

Φi =−e(Ei + 1
c ε

ikmvkH∗m
)
, è åùå íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëå-

íîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ôóíêöèÿìè íàáëþäàåìûõ õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó äëÿ òðåõìåðíûõ
íàáëþäàåìûõ ïðîåêöèé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ïñåâäîðèìàíîâîì
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ïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ïðèí-
öèï ñîîòâåòñòâèÿ ñ òðåõìåðíûìè êîìïîíåíòàìè óðàâíåíèé Ìèíêîâ-
ñêîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåòðèâèàëüíî. Âìåñòå ñ òåì, óðàâíåíèÿ ëè-
íèé íåèçìåííîãî íàïðàâëåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿþòñÿ áî-
ëåå îáùèì ñëó÷àåì ëèíèé íàèìåíüøåé äëèíû, ïîëó÷àåìûõ ìåòî-
äîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Ïðè÷åì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, âûâåäåí-
íûå èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ (â �3.7), ïî ñâîåé ñòðóê-
òóðå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè Ìèíêîâñêîãî. Ïîýòîìó
ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî è âðåìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïðîåêöèè
íàøèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, êàê áîëåå îáùèå,
â êàêîì-òî ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðåîáðàçóþòñÿ â ïðîñòðàíñòâåííûå ïðî-
åêöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííûõ èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî
äåéñòâèÿ.

×òîáû âûÿñíèòü êîíêðåòíî, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî ïðîèñõîäèò,
ðàññìîòðèì ïðàâûå ÷àñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîåêöèé óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ, â êîòîðûõ íàáëþäàëîñü ðàñõîæäåíèå ñ ñèëîé Ëîðåíöà.
Ýòè ïðàâûå ÷àñòè ìû (äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà) âçÿëè â âèäå îòäåëü-
íûõ âûðàæåíèé è îáîçíà÷èëèM i (3.157). Èñïîëüçóÿ õðîíîìåòðè÷å-
ñêè èíâàðèàíòíóþ êîìïîíåíòó Hik (3.12) òåíçîðà Ìàêñâåëëà çàïè-
øåì ÷ëåí eϕ

c2
Aikvk èññëåäóåìîãî âûðàæåíèÿ (3.157) â âèäå

eϕ

c2
Aikvk =

e

2c
himvn

(∗∂qm
∂xn

−
∗∂qn
∂xm

)
− e

2c
εikmH∗mvk , (3.202)

ãäå εikmH∗m =Hik. Ïîäñòàâèì â (3.157) íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû
ïîòåíöèàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Aα â âèäå (3.188), ïðè êîòîðîì
âåêòîð èìïóëüñà e

c2
Aα, ñîîáùàåìîãî çàðÿæåííîé ÷àñòèöå ýëåêòðî-

ìàãíèòíûì ïîëåì êàñàòåëåí ê òðàåêòîðèè. Èñïîëüçóÿ ïåðâîå âûðà-
æåíèå qm = ϕ

c vm, ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü èññëåäóåìîé ïðàâîé ÷àñòè
òîëüêî îò ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

M i = − e
(
Ei +

1
c
εikmvkH∗m

)
+

+ ehik
(

1− v2

c2

) ∗∂ϕ
∂xk

+
eϕ

2
hik

∗∂
∂xk

(
1− v2

c2

)
.

(3.203)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ϕ (3.181), ìû âèäèì, ÷òî ñóììà äâóõ ïîñëåäíèõ
÷ëåíîâ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ

− eϕ

2
hik

∗∂
∂xk

(
1− v2

c2

)
+
eϕ

2
hik

∗∂
∂xk

(
1− v2

c2

)
= 0 . (3.204)



108 Ãëàâà 3 Çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

Òîãäà M i ïðèíèìàåò âèä õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé ñèëû
Ëîðåíöà â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå

M i = − e
(
Ei +

1
c
εikmvkH∗m

)
, (3.205)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîåêöèè óðàâíåíèé äâèæå-

íèÿ çàðÿæåííîé ìàññîâîé ÷àñòèöû, âûâåäåííûõ ìåòîäîì ïàðàëëå-
ëüíîãî ïåðåíîñà â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñîâïàäàþò ñ ïðî-
ñòðàíñòâåííûìè ïðîåêöèÿìè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííûõ èç
ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ÷åòûðåõ-
ìåðíûé ýëåêòðîìàãíèòíûé ïîòåíöèàë èìååò ñòðóêòóðó (3.187). Ñî-
îòâåòñòâåííî, ïðè òàêîé ñòðóêòóðå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà
â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íà-
øè õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëíîñòüþ
ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè Ìèíêîâñêîãî è â òðåõìåðíîì åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ïðèíèìàþò âèä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ êëàññè÷å-
ñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü c2T ñêà-
ëÿðíîãî óðàâíåíèÿ (3.147) ïðè óñëîâèè, ÷òî âåêòîð Aαèìååò óêà-
çàííóþ ñòðóêòóðó è íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè äâè-
æåíèÿ ÷àñòèöû. Ïîäñòàâëÿÿ â (3.146) íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû ϕ
è qi, âû÷èñëåííûå äëÿ âåêòîðà Aα äàííîé ñòðóêòóðû, ïðåîáðàçóåì
âåëè÷èíó T ê âèäó

c2T = − eEivi−e
∗∂ϕ
∂t

+
e

c2

[ ∗∂
∂t

(
ϕhik vk

) −ϕDikq
k

]
vi =

= − eEivi − e
∗∂ϕ
∂t

(
1− v2

c2

)
+
eϕ

c2
Dikvivk +

eϕ

c2
vk

∗∂vk

∂t
.

(3.206)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ϕ (3.181), è, ïîñëå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ, âíîâü âîçâðàùàÿñü ê ϕ, ïîëó÷àåì

c2T = − eEivi − eϕ

2c2
∗∂
∂t

(
hikvivk

)
+
eϕ

c2
Dikvivk +

+
eϕ

c2
vk

∗∂vk

∂t
=− eEivi− eϕ

2c2

(∗∂hik
∂t

vivk+2vk
∗∂vk

∂t

)
+

+
eϕ

c2
Dikvivk +

eϕ

c2
vk

∗∂vk

∂t
= − eEivi,

(3.207)

ò.ê. ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðà äåôîðìàöèè Dik (1.40), ∗∂hik

∂t
=2Dik.

Òàêèì îáðàçîì ïðàâàÿ ÷àñòü ñêàëÿðíîãî õðîíîìåòðè÷åñêè èí-
âàðèàíòíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïîëíîñòüþ
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ñîâïàäàåò ñ âðåìåííîé ïðîåêöèåé ÷åòûðåõìåðíûõ óðàâíåíèé Ìèí-
êîâñêîãî â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ÷å-
òûðåõìåðíûé âåêòîð-ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðàâëåí
ïî êàñàòåëüíîé ê ÷åòûðåõìåðíîé òðàåêòîðèè (ìèðîâîé ëèíèè) çà-
ðÿæåííîé ÷àñòèöû, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, âûâåäåííûå ìåòîäîì
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äâè-
æåíèÿ, ïîëó÷åííûìè èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Âïðî÷åì,
ýòî åùå ðàç èëëþñòðèðóåò òîò ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò, ÷òî ëèíèè íàè-
ìåíüøåé äëèíû, ïîëó÷àåìûå èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ,
ÿâëÿþòñÿ ëèøü ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëèíèé íåèçìåííîãî íàïðàâëåíèÿ,
ÿâëÿþùèõñÿ ðåçóëüòàòîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.

�3.10 Ñòðóêòóðà ïñåâäîðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ñî ñòàöè-
îíàðíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäàíèå îïðåäåëåííîé ñòðóêòóðû ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà äâèæåíèå çàðÿ-
æåííûõ ÷àñòèö, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà
ñòðóêòóðó ïñåâäîðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ýòî äâèæåíèå
ïðîèñõîäèò. Ìû èññëåäóåì, êàêîâà äîëæíà áûòü ñòðóêòóðà ïñåâäî-
ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà, ÷òîáû ÷àñòèöà äâèãàëàñü â ñòàöèîíàðíîì
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.

Õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåí-
íîé ìàññîâîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà èìåþò âèä

dE

dτ
−mFivi +mDikvivk = −e dϕ

dτ
+
e

c

(
Fi q

i −Dikq
ivk

)
, (3.208)

d
(
mvi

)

dτ
−mF i + 2m

(
Di
k +A·ik·

)
vk +m∆i

nkv
nvk =

= −e
c

dqi

dτ
− e

c

(ϕ
c

vk+ qk
)(
Di
k+A

·i
k·

)
+
eϕ

c2
F i− e

c
∆i
nkq

nvk.
(3.209)

Òàê êàê ìû ñ÷èòàåì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñòàöèîíàðíûì, ïî-
òåíöèàëû ïîëÿ ϕ è qi ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿì ëèøü ïðîñòðàíñòâåííûõ
êîîðäèíàò, íî íå âðåìåíè. Íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (òåíçîðà Ìàêñâåëëà) äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ
èìåþò âèä

Ei =
∗∂ϕ
∂xi

− ϕ

c2
Fi =

∂ϕ

∂xi
− ϕ

∂

∂xi
ln

(
1− w

c2

)
, (3.210)

H∗i =
1
2
εimnHmn =

1
2
εimn

(
∂qm
∂xn

− ∂qn
∂xm

− 2ϕ
c
Amn

)
. (3.211)
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Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü îãðàíè÷åíèÿ íà ìåòðèêó ïñåâäîðèìà-
íîâà ïðîñòðàíñòâà, íàëàãàåìûå òðåáîâàíèåì ñòàöèîíàðíîñòè ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â âûðàæåíèè äëÿ Ei è H∗i, íàðÿäó ñ õðî-
íîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè îò ñêàëÿðíîãî è âåê-
òîðíîãî ïîòåíöèàëîâ ïîëÿ, âõîäÿò òàêæå õðîíîìåòðè÷åñêè èíâà-
ðèàíòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà � âåêòîð ãðàâèòà-
öèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû Fi è òåíçîð íåãîëîíîìíîñòè (âðàùåíèÿ)
ïðîñòðàíñòâà Aik. Î÷åâèäíî, â ñòàöèîíàðíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïî-
ëå îòñ÷åòà ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà
òàêæå äîëæíû áûòü ñòàöèîíàðíûìè

∗∂Fi
∂t

= 0 ,
∗∂F i

∂t
= 0 ,

∗∂Aik
∂t

= 0 ,
∗∂Aik

∂t
= 0 . (3.212)

Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé âèäíî: âåëè÷èíû Fi è Aik íå çàâèñÿò îò âðå-
ìåíè, åñëè ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñòàöèîíàð-
íà, ò.å. ∂vi

∂t
=0. Ïðè ñòàöèîíàðíîì âðàùåíèè ïðîñòðàíñòâà (∂vi

∂t
=0)

õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì
êîîðäèíàòàì ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íóþ ïðîèçâîäíóþ

∗∂
∂xi

=
∂

∂xi
− 1
c2

∗∂
∂t

=
∂

∂xi
. (3.213)

Çäåñü íàäî îòìåòèòü: ò.ê. õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ∂

∂t
=

(
1− w

c2

) ∗∂
∂t
, îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîé ïðîèç-

âîäíîé ëèøü ìíîæèòåëåì, òî äëÿ ñòàöèîíàðíîé âåëè÷èíû îáû÷íàÿ
ïðîèçâîäíàÿ òàêæå ðàâíà íóëþ. Äëÿ òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè
Dik â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà èìååì

∗∂Dik

∂t
=

1
2

∗∂hik
∂t

=
1
2

∗∂
∂t

(
− gik +

1
c2
vivk

)
= −1

2

∗∂gik
∂t

. (3.214)

Â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ëå-
âûå ÷àñòè òàêæå äîëæíû áûòü ñòàöèîíàðíûìè. Ýòî, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî íå äåôîðìèðóåòñÿ. Òîãäà, ñîãëàñíî
(3.214), òðåõìåðíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìåòðèêà gik íå çàâèñèò îò âðåìå-
íè è õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ∆i

jk

(1.47) òàêæå ñòàöèîíàðíû. Õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå êîìïî-
íåíòû òåíçîðà Ìàêñâåëëà (3.210, 3.211) ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì
Ìàêñâåëëà (3.63, 3.64), êîòîðûå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ èìåþò âèä

∂Ei
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I , (3.215)
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∂H∗i

∂xi
+
∂ ln

√
h

∂xi
H∗i +

2
c

Ω∗mEm = 0

εikm ∗∇̃k
(
Em

√
h

)
= 0





II . (3.216)

Òîãäà óñëîâèå Ëîðåíöà (3.65) è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (3.66),
ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò âèä

∗∇̃i qi = 0 , ∗∇̃i ji = 0 . (3.217)

Èòàê, ìû âû÷èñëèëè, êàê ñòàöèîíàðíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ âëèÿåò íà ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå õàðàêòåðèñòèêè ïñåâäîðè-
ìàíîâà ïðîñòðàíñòâà è íà îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè.
Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ, ïîëüçóþñü ýòèìè ðåçóëüòàòàìè, ìû ïî-
ëó÷èì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â
ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå (3.208, 3.209) äëÿ òðåõ êîíêðåòíûõ
ñëó÷àåâ ñòàöèîíàðíûõ ïîëåé: 1) â ñòàöèîíàðíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïî-
ëå (ìàãíèòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ ðàâíà íóëþ); 2) â ñòàöèîíàðíîì
ìàãíèòíîì ïîëå (ýëåêòðè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ ðàâíà íóëþ);
3) â ñòàöèîíàðíîì ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ.

�3.11 Äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ñòàöèîíàðíîì
ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå çàðÿæåííîé ìàññîâîé ÷àñòèöû â ñòàöèîíàð-
íîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ìàãíèò-
íîå ïîëå â äàííîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò, ò.å. íå ïðîÿâëÿåòñÿ äëÿ íà-
áëþäàòåëÿ. Êàêèì óñëîâèÿì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ïñåâäîðèìàíî-
âî ïðîñòðàíñòâî, äîïóñêàþùåå ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷èñòî �ýëåêòðè÷åñêîãî� òèïà? Èç âûðàæåíèÿ
äëÿ ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ

Hik =
∂qi
∂xk

− ∂qk
∂xi

− 2ϕ
c
Aik (3.218)

ñëåäóåò, ÷òî Hik =0, åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:
1) âåêòîð-ïîòåíöèàë qi ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì ∂qi

∂xk = ∂qk

∂xi ;
2) ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãîëîíîìíûì, ò.å. Aik =0.
Íàïðÿæåííîñòü ñòàöèîíàðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ei (3.210)

åñòü ñóììà ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé îò ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèà-
ëà ϕ è ÷ëåíà ϕ

c2
Fi, õàðàêòåðèçóþùåãî âçàèìîäåéñòâèå ïîëÿ ïîòåíöè-

àëà ñ ïîëåì ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû. Íî íà ïîâåðõíîñòè
Çåìëè îòíîøåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà ê êâàäðàòó ñêîðîñòè
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ñâåòà w
c2

=
GM⊕

c2R⊕
≈ 10−10, (3.219)

ïîýòîìó âòîðîé ÷ëåí â âûðàæåíèè äëÿ Ei (3.210) ìîæíî ñ÷èòàòü
â óñëîâèÿõ ðåàëüíîé çåìíîé ëàáîðàòîðèè ïðåíåáðåæèìî ìàëûì, è
âåëè÷èíà Ei îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñïðåäåëåíèåì
ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ïîëÿ

Ei =
∂ϕ

∂xi
. (3.220)

Èç-çà ñòàöèîíàðíîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñèëó Ëîðåíöà, ëåâûå ÷àñòè òàêæå äîëæíû áûòü
ñòàöèîíàðíûìè. Ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè óñëîâèÿõ ýòî âûïîëíÿ-
åòñÿ, åñëè òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè ðàâåí íóëþ, ò.å. ïðîñòðàí-
ñòâî íå äåôîðìèðóåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñòàöèîíàðíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå èìååò
òàêóþ ñòðóêòóðó, ÷òî îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü åãî ýëåêòðè÷åñêàÿ ñî-
ñòàâëÿþùàÿ, à ìàãíèòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îòñóòñòâóåò, òî ïñåâäîðè-
ìàíîâî ïðîñòðàíñòâî äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü òðåì ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì:

1) ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë w ïðåíåáðåæèìî ìàë w≈ 0;
2) ïðîñòðàíñòâî íå âðàùàåòñÿ, ò.å. Aik =0;
3) ïðîñòðàíñòâî íå äåôîðìèðóåòñÿ, ò.å. Dik =0.
Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â óñëî-

âèÿõ èçìåðåíèé òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïî ñòðóêòóðå ïðèáëèæà-
åòñÿ ê åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó, ò.å. ∆i

nk ≈ 0.
Òîãäà õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàñ-

ñîâîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà (3.208, 3.209) ïðèíèìàþò
ñëåäóþùèé âèä

dm

dτ
= − e

c2
dϕ

dτ
, (3.221)

d

dτ

(
mvi

)
= −e

c

dqi

dτ
. (3.222)

Èç ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (òåîðåìû æèâûõ ñèë) âèä-
íî: èçìåíåíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ýíåðãèè ÷àñòèöû E=mc2 îáóñëîâëå-
íî ðàáîòîé ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ Ei.

Èç âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå òðåõ-
ìåðíîãî íàáëþäàåìîãî èìïóëüñà ÷àñòèöû ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì
÷ëåíà qi. Ïîëàãàÿ, ÷òî ÷åòûðåõìåðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ íàïðàâëåí
ïî êàñàòåëüíîé ê ìèðîâîé ëèíèè ÷àñòèöû, ìû, êàê áûëî ïîêàçàíî
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â �3.9, ïîëó÷èì â ïðàâîé ÷àñòè âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ òðåõìåðíóþ
ñèëó Ëîðåíöà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

Φi =− eEi. (3.223)

Òî åñòü, â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå èçìåíåíèå òðåõìåðíîãî
èìïóëüñà ÷àñòèöû ïðîèñõîäèò òàêæå èç-çà äåéñòâèÿ íà íåå íàïðÿ-
æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Îáå ãðóïïû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ (3.215, 3.216) â ýòîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò
ïðîñòóþ ôîðìó

∂Ei

∂xi
= 4πρ

ji = 0





I , (3.224a)

εikm
∂Em
∂xk

= 0
}

II . (3.224b)

Èíòåãðèðóÿ ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, ò.å.òåîðåìó æèâûõ
ñèë, ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìûé èíòåãðàë æèâûõ ñèë

m+
eϕ

c2
= B = const, (3.225)

ãäå B ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Êðîìå òîãî, èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñëåäóåò, ÷òî â äàííîì ñëó-

÷àå ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ óäîâëåòâîðÿåò:
1) óðàâíåíèþ Ïóàññîíà ∂2ϕ

∂x2 + ∂2ϕ

∂y2 + ∂2ϕ

∂z2
= 4πρ, åñëè ïëîòíîñòü çà-

ðÿäîâ ρ 6= 0;
2) óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∂2ϕ

∂x2 + ∂2ϕ

∂y2 + ∂2ϕ

∂z2
= 0, åñëè ïëîòíîñòü çàðÿ-

äîâ ρ=0.
Èòàê, ìû âûâåëè, êàêèì äîëæíî áûòü ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàí-

ñòâî, äîïóñêàþùåå äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Òåïåðü åñòåñòâåííûì áûëî áû ïîëó÷èòü
òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÷àñòèöû äëÿ êàêîãî-ëèáî êîíêðåòíî-
ãî ñëó÷àÿ. Íî, ïîêà íå çàäàíà êîíêðåòíàÿ ñòðóêòóðà ñàìîãî ïîëÿ
(óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà), ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ. Ïîýòîìó, äëÿ ïðî-
ñòîòû âû÷èñëåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ
îäíîðîäíûì. Ïóñòü êîâàðèàíòíûé âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ Ei, ÿâëÿþùèéñÿ õðîíîìåòðè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, íà-
ïðàâëåí âäîëü îñè x. Òàê æå, êàê Ëàíäàó è Ëèôøèö (ñì. �20 Òåîðèè
ïîëÿ), ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòòàëêèâàíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû
ïîëåì, ò.å. êîãäà íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èìååò îòðè-
öàòåëüíîå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå, à êîîðäèíàòà ÷àñòèöû x âîçðàñòàåò
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(åñòåñòâåííî, â ñëó÷àå ïðèòÿæåíèÿ ÷àñòèöû ïîëåì íàïðÿæåííîñòü
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, à êîîðäèíàòà ÷àñòèöû óáûâàåò). Òîãäà
êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè Ei ñîñòàâëÿþò

E1 = Ex = −E = const, E2 = E3 = 0 . (3.226)

Ñëåäîâàòåëüíî, ò.ê. îäíîðîäíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îçíà÷àåò
Ei = ∂ϕ

∂xi
= const, òî ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ϕ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò

x, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∂2ϕ

∂x2
=
∂E

∂x
= 0 . (3.227)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíîðîäíîå ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñî-
îòâåòñòâóåò óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ çàðÿäîâ ρ=0.

Ïóñòü ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñîíàïðàâëåíî ñ âåêòîðîì íàïðÿæåííî-
ñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ei, ò.å. âäîëü îñè x. Òîãäà åå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ñ ñèëîé Ëîðåíöà â ïðàâîé ÷àñòè ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä
(ïîêîìïîíåíòíî)

dm

dτ
= − e

c2
dϕ

dτ
= − e

c2
dϕ

dxi
vi =

e

c2
E
dx

dτ
, (3.228)

d

dτ

(
m
dx

dτ

)
= eE ,

d

dτ

(
m
dy

dτ

)
= 0 ,

d

dτ

(
m
dz

dτ

)
= 0 . (3.229)

Èíòåãðèðóÿ ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (òåîðåìó æèâûõ
ñèë), ïîëó÷àåì èíòåãðàë æèâûõ ñèë

m =
eE

c2
x+B , B = const. (3.230)

Ïîñòîÿííóþ B ìîæíî ïîëó÷èòü èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé èíòåãðè-
ðîâàíèÿ m|τ=0 =m(0) è x|τ=0 =x(0)

B = m(0) −
eE

c2
x(0) , (3.231)

òîãäà ðåøåíèå (3.230) ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò
âèä

m =
eE

c2
(
x− x(0)

)
+m(0) . (3.232)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûé èíòåãðàë æèâûõ ñèë â âåêòîðíûå óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ (3.229), ïðèâîäèì èõ ê ñëåäóþùåìó âèäó (òî÷-
êà îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ôèçè÷åñêîìó íàáëþäàåìîìó
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âðåìåíè τ)
eE

c2
ẋ2 +

(
B +

eE

c2
x

)
ẍ = eE

eE

c2
ẋẏ +

(
B +

eE

c2
x

)
ÿ = 0

eE

c2
ẋż +

(
B +

eE

c2
x

)
z̈ = 0





. (3.233)

Âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ ñ ðàç-
äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

ÿ

y
=

− eE
c2
ẋ

B + eE
c2
x
,

z̈

z
=

− eE
c2
ẋ

B + eE
c2
x
, (3.234)

êîòîðûå ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ. Èõ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è
èìåþò ñëåäóþùèé âèä, ñîîòâåòñòâåííî,

ẏ =
C1

B + eE
c2
x
, ż =

C2

B + eE
c2
x
, (3.235)

ãäå C1 è C2 êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå íàõîäèì, çàäàâ
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ẏ|τ=0 = ẏ(0) è ẋ|τ=0 = ẋ(0) è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå
äëÿ B (3.121). Â ðåçóëüòàòå ìû èìååì

C1 = m(0) ẏ(0) , C2 = m(0) ż(0) . (3.236)

Òåïåðü ðåøèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âäîëü îñè x, ò.å. ïåðâîå óðàâ-
íåíèå èç ñèñòåìû (3.233). Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì â íåì çàìåíó ïåðåìåí-
íûõ ẋ= dx

dτ
= p. Òîãäà

ẍ =
d2x

dt2
=
dp

dt
=
dp

dx

dx

dt
= pp′, (3.237)

è óêàçàííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âäîëü îñè x ïðèíèìàåò âèä óðàâ-
íåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

p dp

1− p2

c2

=
eE dx

B + eE
c2
x
, (3.238)

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé òàáëè÷íûé èíòåãðàë. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
ïîëó÷àåì åãî ðåøåíèå√

1− p2

c2
=

C3

B + eE
c2
x
, C3 = const. (3.239)
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Ïîëàãàÿ p= ẋ|τ=0 = ẋ(0) è ïîäñòàâëÿÿ B èç (3.231), íàõîäèì ïî-
ñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ

C3 = m(0)

√
1−

ẋ2
(0)

c2
. (3.240)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîèçâåñòè çàìåíó èíòåðâàëà
ôèçè÷åñêîãî íàáëþäàåìîãî âðåìåíè dτ íà èíòåðâàë êîîðäèíàòíîãî
âðåìåíè dt. È ìû ñåé÷àñ îáúÿñíèì, ïî÷åìó.

Â Òåîðèè ïîëÿ Ëàíäàó è Ëèôøèö ðåøàëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðîñòðàíñòâà
Ìèíêîâñêîãî. Åñòåñòâåííî, ÷òîáû êàê-òî ñîïîñòàâèòü íàøè ðåøå-
íèÿ ñ èõ ðåçóëüòàòàìè, ìû ðàññìàòðèâàåì òàêîé æå, êàê è ó íèõ,
÷àñòíûé ñëó÷àé � äâèæåíèå â ñòàöèîíàðíîì è îäíîðîäíîì ïîëå (ñì.
�20 Òåîðèè ïîëÿ). Íî òîãäà, êàê ìû ïîêàçàëè â íà÷àëå ïàðàãðàôà
ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàí-
òîâ, Fi =0 è Aik =0, ñëåäîâàòåëüíî

dτ =
(
1− w

c2

)
dt− 1

c2
vidx

i = dt , (3.241)

ò.å. â ðàññìàòðèâàåìîé ÷åòûðåõìåðíîé îáëàñòè, ãäå äâèæåòñÿ ÷à-
ñòèöà, ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ãàëèëååâîé. Èòàê, ïîäñòàâëÿÿ p= dx

dt
â âû-

ðàæåíèå (3.239), ïîëó÷àåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ
ïåðåìåííûìè

dx

dt
= c

√(
B + eE

c2
x
)2− C2

3

B + eE
c2
x

, (3.242)

ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü

ct =
c2

eE

√(
B +

eE

c2
x

)2

− C2
3 + C4 , C4 = const, (3.243)

ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ C4, ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé â
ìîìåíò âðåìåíè t=0, ñîñòàâëÿåò

C4 = −m(0)c

eE
ẋ(0) . (3.244)

Òåïåðü, âûðàçèâ â ÿâíîì âèäå êîîðäèíàòó x èç (3.243) ÷åðåç t, ìû
ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé
ìàññîâîé ÷àñòèöû âäîëü îñè x

x =
c2

eE

[√
e2E2

c4
(ct− C4)

2 + C2
3 −B

]
, (3.245)
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èëè, ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ,

x=

√(
ct+

m(0)cẋ(0)

eE

)2

+
(
m(0)c2

eE

)2(
1−

ẋ2
(0)

c2

)
−m(0)c

2

eE
+x(0) . (3.246)

Åñòåñòâåííî, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîëå, ïðèòÿãèâàþùåå çàðÿæåí-
íóþ ÷àñòèöó, ò.å. êîãäà ýëåêòðè÷åñêàÿ íàïðÿæåííîñòü ïðèíèìàåò
ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå E1 =Ex =E= const), â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìû ïîëó÷èì òàêîå æå âûðàæåíèå äëÿ êîîðäè-
íàòû x, íî ñ îáðàòíûì çíàêîì:

x =
c2

eE

[
B −

√
e2E2

c4
(ct− C4)

2 + C2
3

]
. (3.247)

Â �20 Òåîðèè ïîëÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à, îäíà-
êî Ëàíäàó è Ëèôøèö ðåøàþò åå ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ
êîìïîíåíò îáùåêîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷à-
ñòèöû (òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé Ìèíêîâñêîãî) áåç ó÷åòà òåîðåìû æè-
âûõ ñèë. Â ðåçóëüòàòå èõ âûðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàòû x èìååò âèä

x =
1
eE

√
(m0c2)

2 + (ceEt)2 . (3.248)

Ýòî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íàøèì ðåøåíèåì (3.245) â òîì ñëó-
÷àå, åñëè ïîëîæèòü íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ðàâíîé íóëþ
ẋ(0) = 0 è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå ñîîòíîøå-
íèå x(0)− m(0)c

2

eE
=0. Ïîñëåäíåå ñîîòâåòñòâóåò ñóùåñòâåííîìó óïðî-

ùåíèþ, ïðèíÿòîìó â Òåîðèè ïîëÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó ðÿä êîíñòàíò
èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Êàê âèäèòå, äàæå ïðè
ðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïëîñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ìåòîä õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàí-
òîâ äàåò ïðåèìóùåñòâà, ñðàçó âûÿâëÿÿ âëèÿíèå ñêðûòûõ ôàêòîðîâ,
íåçàìåòíûõ ïðè ðåøåíèè îáû÷íûõ òðåõìåðíûõ êîìïîíåíò îáùåêî-
âàðèàíòíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàæå òîãäà, êî-
ãäà ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòíû-
ìè âåëè÷èíàìè, ãåîìåòðè÷åñêè ïðàâèëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñè-
ñòåìû èç õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ (ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàå-
ìûõ) óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ò.ê. òåîðåìà æèâûõ ñèë êàê ñêàëÿðíîå
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ íåèçáåæíî âëèÿåò íà ðåøåíèå òðåõìåðíûõ âåê-
òîðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ðàçóìååòñÿ, ïðè íåîäíîðîäíîì íåñòà-
öèîíàðíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå â íàøåì ðåøåíèè ïîÿâëÿþòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, âûçâàííûå âëèÿíèåì áîëåå ñëîæíîé, ìåíÿþ-
ùåéñÿ ñî âðåìåíåì ñòðóêòóðû.
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Òåïåðü âû÷èñëèì òðåõìåðíóþ òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû â ñòàöèîíàð-
íîì îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Äëÿ ýòîãî ïðîèíòåãðèðóåì
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âäîëü îñåé y è z (3.235), âûðàçèì îòòóäà âðåìÿ
è ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå íàìè ðåøåíèå äëÿ x.

Âíà÷àëå, ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå äëÿ ẏ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå äëÿ
x (3.245), ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

dy

dt
=

C1√
e2E2

c4
(ct− C4)

2 + C2
3

, (3.249)

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå, èìååì

y =
m(0) ẏ(0)c

eE
arc sinh

eEt+m(0) ẋ(0)

m(0)c

√
1− ẋ2

(0)

c2

+ C5 , (3.250)

ãäå C5 íîâàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé
y= y(0) è t=0 ïðè íàõîäèì

C5 = y(0) −
m(0) ẏ(0)c

eE
arc sinh

ẋ(0)

c

√
1− ẋ2

(0)

c2

. (3.251)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííóþ êîíñòàíòó â èñõîäíîå âûðàæåíèå äëÿ y
(3.250), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

y = y(0) +
m(0) ẏ(0)c

eE
×

×





arc sinh
eEt+m(0) ẋ(0)

m(0)c

√
1− ẋ2

(0)

c2

− arc sinh
ẋ(0)

c

√
1− ẋ2

(0)

c2




.

(3.252)

Âûðàçèì îòñþäà t ÷åðåç y è y(0), ó÷èòûâàÿ, ÷òî a= arc sinh b ïðè
b= sinh a, è ñäåëàâ âî âòîðîì ÷ëåíå çàìåíó arc sinh b= ln (b+

√
b2+1)

t =
1
eE




m(0)c

√
1−

ẋ2
(0)

c2
×

× sinh



y − y(0)

m(0) ẏ(0)c
eE + ln

ẋ(0) + c

c

√
1− ẋ2

(0)

c2


−m(0) ẋ(0)




.

(3.253)
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Òåïåðü ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â íàøå ðåøåíèå äëÿ x (3.246).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõìåðíîé òðàåêòî-
ðèè ÷àñòèöû

x = x(0) +
m(0)c

2

eE

√
1−

ẋ2
(0)

c2
×

× cosh





y − y(0)

m(0) ẏ(0)c
eE + ln

ẋ(0) + c

c

√
1− ẋ2

(0)

c2




− m(0)c

2

eE
.

(3.254)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî çàðÿæåííàÿ ìàññîâàÿ ÷à-
ñòèöà íàøåãî ìèðà äâèæåòñÿ â îäíîðîäíîì ñòàöèîíàðíîì ýëåêòðè-
÷åñêîì ïîëå ïî êðèâîé, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò öåïíàÿ ëèíèÿ, à
îòêëîíÿþùèå åå îò �÷èñòîé� öåïíîé ëèíèè ôàêòîðû ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèÿìè íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Íàøå âûðàæåíèå äëÿ òðàåêòîðèè ÷àñòè-
öû (3.254) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì Òåîðèè ïîëÿ

x =
m(0)c

2

eE
cosh

eEy

m(0) ẏ(0)c
(3.255)

(ôîðìóëà 20.5 â �20 [10]), åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü ÷àñòèöû x(0)− m(0)c

2

eE
=0, à òàêæå ẋ(0) = 0, ïðè÷åì ïîñëåäíåå

îçíà÷àåò ïðåäïîëîæåíèå î ðàâåíñòâå íóëþ ïîñòîÿííîé èíòåãðèðî-
âàíèÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (òåîðåìû æèâûõ ñèë), ÷òî,
âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ ñåðüåçíûì äîïóùåíèåì. Ïðè ìàëûõ ñêîðî-
ñòÿõ, ïðèðàâíÿâ ê íóëþ ðåëÿòèâèñòñêèå ñîîòíîøåíèÿ è ðàçëîæèâ
ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ â ðÿä cosh b= 1+ b2

2!
+ b4

4!
+ b6

6!
+ . . ., íàøå

âûðàæåíèå äëÿ òðåõìåðíîé òðàåêòîðèè ÷àñòèöû (3.254), ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïðèíèìàåò âèä

x = x(0) +
eE

(
y − y(0)

)2

2m(0) ẏ
2
(0)

, (3.256)

ò.å. ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî ïàðàáîëå. Ýòîò âûâîä, åñëè ïîëîæèòü íà-
÷àëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíûìè íóëþ, òàêæå ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòà-
òó èç Òåîðèè ïîëÿ

x =
eEy2

2m(0) ẏ
2
(0)

. (3.257)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âäîëü îñè z ïîëó÷àþò-
ñÿ òî÷íî òàêèå æå ðåçóëüòàòû. Ïðîèñõîäèò ýòî ïîòîìó, ÷òî óðàâíå-
íèÿ îòíîñèòåëüíî ẏ è ż (3.235) ðàçëè÷àþòñÿ âñåãî ëèøü ïîñòîÿííûì
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ìíîæèòåëåì � êîíñòàíòîé èíòåãðèðîâàíèÿ (3.236), ðàâíîé íà÷àëü-
íîìó èìïóëüñó ÷àñòèöû âäîëü îñè y (â óðàâíåíèè äëÿ ẏ) è âäîëü
îñè z (â óðàâíåíèè äëÿ ż).

Ïåðåõîäÿ îò êèíåìàòèêè ê äèíàìèêå, íàéäåì äèíàìè÷åñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ñòàöèîíàðíîì îä-
íîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå � åå ðåëÿòèâèñòñêóþ ýíåðãèþ è èì-
ïóëüñ. Âû÷èñëèâ ðåëÿòèâèñòñêèé êîðåíü (ïðè èñïîëüçóåìûõ íàìè
äîïóùåíèÿõ)

√
1−v2

c2
=

√
1− ẋ

2+ẏ2+ż2

c2
=
m(0)

√
1− ẋ2

(0)+ẏ
2
(0)+ż

2
(0)

c2

m(0)+ eE
c2

(
x−x(0)

) , (3.258)

ïîëó÷àåì ýíåðãèþ ÷àñòèöû

E =
m(0)c

2

√
1− v2

c2

=
m(0)c

2 + eE
(
x− x(0)

)
√

1− ẋ2
(0)+ẏ

2
(0)+ż

2
(0)

c2

, (3.259)

êîòîðàÿ ïðè ñêîðîñòè ÷àñòèöû, ìíîãî ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâåòà ïðè-
íèìàåò âèä

E = m(0)c
2 + eE

(
x− x(0)

)
. (3.260)

Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ è ðåëÿòèâèñòñêèé èì-
ïóëüñ ÷àñòèöû, îäíàêî, èç-çà ãðîìîçäêîñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ âûðàæå-
íèÿ, ìû åãî íå ïðèâîäèì.

Èòàê, ìû èññëåäîâàëè äâèæåíèå â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì
ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ìàññîâîé çàðÿæåíîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà. Òå-
ïåðü ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàññîâîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû çàçåð-
êàëüÿ ïðè òàêèõ æå óñëîâèÿõ. Åå õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ â ýòîì ïàðàãðàôå îãðàíè-
÷åíèé íà ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà, èìåþò âèä

dm

dτ
=

e

c2
dϕ

dτ
, (3.261)

d

dτ

(
mvi

)
= −e

c

dqi

dτ
, (3.262)

ò.å. îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà
(3.221, 3.222) ëèøü çíàêîì â òåîðåìå æèâûõ ñèë.

Ïîëîæèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêàÿ íàïðÿæåííîñòü ïðèíèìàåò îòðè-
öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ (îòòàëêèâàíèå ÷àñòèöû ïîëåì) è ÷òî ÷àñòè-
öà äâèæåòñÿ ñîíàïðàâëåíî ñ âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ âäîëü
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îñè x. Òîãäà, èíòåãðèðóÿ òåîðåìó æèâûõ ñèë äëÿ ÷àñòèöû çàçåðêà-
ëüÿ (3.261) ïîëó÷àåì

m = −eE
c2

x+B , (3.263)

ãäå ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, âû÷èñëåííàÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé

B = m(0) +
eE

c2
x(0) . (3.264)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå m â âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
(3.262), çàïèñàííûå ïîêîìïîíåíòíî, èìååì (ñðàâí. ñ ôîðì. 3.233)

−eE
c2

ẋ2 +
(
B − eE

c2
x

)
ẍ = eE

−eE
c2

ẋẏ +
(
B − eE

c2
x

)
ÿ = 0

−eE
c2

ẋż +
(
B − eE

c2
x

)
z̈ = 0





. (3.265)

Ïîñëå âû÷èñëåíèé, àíàëîãè÷íûõ äåéñòâèÿì ïî íàõîæäåíèþ òðà-
åêòîðèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà, ïîëó÷àåì

x =
c2

eE

[
B −

√
C2

3 −
e2E2

c4
(ct− C4)

2

]
, (3.266)

ãäå C3 = m(0)

√
1 +

ẋ2
(0)

c2
è C4 = − cm(0) ẋ(0)

eE
. Èëè,

x = −
√(

m(0)c2

eE

)2 (
1 +

ẋ2
(0)

c2

)
−

(
ct+

m(0)cẋ(0)

eE

)2

+

+
m(0)c

2

eE
+ x(0) .

(3.267)

Ïîëó÷åííîå çäåñü âûðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàòû x çàðÿæåííîé ÷à-
ñòèöû çàçåðêàëüÿ, îòòàëêèâàåìîé ïîëåì, àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ äëÿ
÷àñòèöû íàøåãî ìèðà â ñëó÷àå åå ïðèòÿæåíèÿ òàêèì æå ïîëåì
E1 =Ex =E= const (3.247).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü èíòåðåñíûé âûâîä: ïåðåõîä çà-
ðÿæåíîé ÷àñòèöû èç íàøåãî ìèðà â çàçåðêàëüå (ìèð ñ îáðàòíûì
õîäîì âðåìåíè) ðàâíîñèëåí ñìåíå çíàêà åå çàðÿäà.

Îòìåòèì, àíàëîãè÷íûé âûâîä äåëàåòñÿ è â îòíîøåíèè ìàññ ÷à-
ñòèö: ãèïîòåòè÷åñêèé ïåðåõîä ÷àñòèöû èç íàøåãî ìèðà â çàçåðêàëüå
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ðàâíîñèëåí ñìåíå çíàêà åå ìàññû. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòèöû íàøåãî
ìèðà è ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè íå òîëüêî ïî
ìàññå, íî è çàðÿäîâî ñîïðÿæåííûìè.

Òåïåðü íàéäåì òðåõìåðíóþ òðàåêòîðèþ çàðÿæåííîé ìàññîâîé
÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïî-
ëå. Âû÷èñëÿÿ êîîðäèíàòó y òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ çàðÿæåííîé
÷àñòèöû íàøåãî ìèðà, ïîëó÷àåì

y = y(0) +
m(0) ẏ(0)c

eE
×

×





arcsin
eEt+m(0) ẋ(0)

m(0)c

√
1 +

ẋ2
(0)

c2

− arcsin
ẋ(0)

c

√
1 +

ẋ2
(0)

c2




,

(3.268)

ãäå, ïî ñðàâíåíèþ ñ âûðàæåíèåì äëÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà (3.252),
ñòîèò îáû÷íûé arcsin è â êîðíå � çíàê �ïëþñ�.

Âûðàæàÿ îòñþäà âðåìÿ t ÷åðåç êîîðäèíàòû y è y(0)

t =
1
eE




m(0)c

√
1 +

ẋ2
(0)

c2
×

× sin



y − y(0)

m(0) ẏ(0)c
eE + ln

ẋ(0) + c

c

√
1 +

ẋ2
(0)

c2


−m(0) ẋ(0)




,

(3.269)

è ïîäñòàâëÿÿ â íàøå âûðàæåíèå äëÿ x (3.267), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
òðåõìåðíîé òðàåêòîðèè çàðÿæåííîé ìàññîâîé ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ,
äâèæóùåéñÿ â îäíîðîäíîì ñòàöèîíàðíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå,

x = x(0) −
m(0)c

2

eE

√
1 +

ẋ2
(0)

c2
×

× cos





y − y(0)

m(0) ẏ(0)c
eE + arcsin

ẋ(0)

c

√
1 +

ẋ2
(0)

c2




− m(0)c

2

eE
.

(3.270)

ò.å. äâèæåíèå ÷àñòèöû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ðàâíûìè íóëþ,
à òàêæå åå íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü ẋ(0) =0 è êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ
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òåîðåìû æèâûõ ñèë B=0, òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè
ïðèìåò óïðîùåííûé âèä

x = −m(0)c
2

eE
cos

eEy

m(0) ẏ(0)c
. (3.271)

Ïðè ìàëîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, ïðèðàâíÿâ ê íóëþ ðåëÿ-
òèâèñòñêèå ñîîòíîøåíèÿ è ðàçëîæèâ êîñèíóñ â ðÿä cos b=1− b2

2!
+

+ b4

4!
− b6

6!
+ . . . ≈ 1− b2

2!
(÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü íà ìàëîì ó÷àñòêå

òðàåêòîðèè), íàøå âûðàæåíèå äëÿ òðåõìåðíîé òðàåêòîðèè ÷àñòèöû
çàçåðêàëüÿ (3.270) ïðèíèìàåò âèä

x = x(0) +
eE

(
y − y(0)

)2

2m(0) ẏ
2
(0)

, (3.272)

ò.å. óðàâíåíèå ïàðàáîëû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà çà-
çåðêàëüÿ íà ìàëîé ñêîðîñòè, êàê è ÷àñòèöà íàøåãî ìèðà äâèæåòñÿ
ïî ïàðàáîëå. Òàêèì îáðàçîì ðåëÿòèâèñòñêàÿ çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà
íàøåãî ìèðà äâèæåòñÿ â îäíîðîäíîì ñòàöèîíàðíîì ýëåêòðè÷åñêîì
ïîëå ïî öåïíîé ëèíèè, ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ïåðåõîäÿùåé â ïàðà-
áîëó. Ðåëÿòèâèñòñêàÿ çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà çàçåðêàëüÿ äâèæåòñÿ ïî
ãàðìîíè÷åñêîé òðàåêòîðèè, íà ìàëûõ ó÷àñòêàõ êîòîðîé, ïðè ìàëîé
ñêîðîñòè, åå äâèæåíèå (êàê è ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà) ïðîèñõîäèò ïî
ïàðàáîëå. Ïðè ýòîì äëÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ íå ñóùå-
ñòâóåò ñâåòîâîãî áàðüåðà, ò.ê. óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè ñîäåðæèò
ðåëÿòèâèñòñêèé êîðåíü ñî çíàêîì �ïëþñ�, à íå �ìèíóñ�.

�3.12 Äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ñòàöèîíàðíîì
ìàãíèòíîì ïîëå

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ñëó÷àå, êîãäà ýëåêòðè-
÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ îòñóòñòâóåò, à ïðèñóòñòâóåò ëèøü ñòàöè-
îíàðíîå ìàãíèòíîå ïîëå. Òîãäà

Ei =
∗∂ϕ
∂xi

− ϕ

c2
Fi =

∂ϕ

∂xi
− ϕ

c2
1

1− w

c2

∂w
∂xi

= 0 , (3.273)

H∗i =
1
2
εimnHmn =

1
2
εimn

(
∂qm
∂xn

− ∂qn
∂xm

− 2ϕ
c
Amn

)
6= 0 , (3.274)

òàê êàê â �÷èñòî� ìàãíèòíîì ïîëå ϕ= const (Ei =0), ò.å. ãðàâèòà-
öèîííûì âîçäåéñòâèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Èç âòîðîãî âûðàæåíèÿ
âèäíî, ÷òî ìàãíèòíàÿ íàïðÿæåííîñòü H∗i îòëè÷íà îò íóëÿ, åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:
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1) ïîëå ïîòåíöèàëà qi ÿâëÿåòñÿ âèõðåâûì, ÷òî èíà÷å îçíà÷àåò
∂qi

∂xk − ∂qk

∂xi 6= 0;
2) ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íåãîëîíîìíûì, ò.å. Aik 6= 0.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå ÷àñòèöû äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ,

êîãäà èìåþò ìåñòî îáà óñëîâèÿ, ò.ê. íåãîëîíîìíîå ïðîñòðàíñòâî áó-
äåò íàìè èñïîëüçîâàíî â Ãëàâå 4 êàê áàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ ÷à-
ñòèöû îáëàäàþùåé ñïèíîì (âíóòðåííèì ìåõàíè÷åñêèì ìîìåíòîì).
Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, áóäåì ïîëàãàòü äåôîðìàöèþ ïðî-
ñòðàíñòâà ðàâíîé íóëþ, à òðåõìåðíóþ ìåòðèêó åâêëèäîâîé gik = δik.
Îäíàêî íàáëþäàåìàÿ ìåòðèêà hik =−gik + 1

c2
vivk â äàííîì ñëó÷àå

íåãàëèëååâà, ò.ê. â íåãîëîíîìíîì ïðîñòðàíñòâå, ñîâåðøåííî î÷åâèä-
íî, hik 6=−gik ïî ïðè÷èíå vi 6=0.

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî îòñ÷åòà âðàùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îñè z ñ ïî-
ñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω12 =−Ω21 =Ω. Òîãäà ëèíåéíàÿ ñêî-
ðîñòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà vi =Ωikxk èìååò äâå íå ðàâíûå íóëþ
êîìïîíåíòû v1 =Ωy è v2 =−Ωx, à ó òåíçîðà íåãîëîíîìíîñòè îò-
ëè÷íû îò íóëÿ ëèøü êîìïîíåíòû A12 =−A21 =−Ω. Â ýòîì ñëó÷àå
ìåòðèêà ïðèíèìàåò âèä

ds2 = c2dt2 − 2Ωydtdx+ 2Ωxdtdy − dx2 − dy2 − dz2. (3.275)

Â ïðîñòðàíñòâå ñ òàêîé ìåòðèêîé Fi =0 è Dik =0. Â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé ìåòðèêîé ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ
çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â â ñòàöèîíàðíûõ ïîëÿõ.

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ïîñâÿùåííîì äâèæåíèþ â ñòàöèîíàð-
íîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, ìû äîïîëíèòåëüíî ïîëàãàëè ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ ðàâíûìè íóëþ, ò.å. ðàññìàòðèâàëè äâèæåíèå ÷àñòèöû â
ãàëèëååâîé ñèñòåìå îò÷åòà (ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî). Îäíàêî, â
ýòîì ïàðàãðàôå, ò.ê. òðåõìåðíàÿ íàáëþäàåìàÿ ìåòðèêà hik íå ÿâ-
ëÿåòñÿ åâêëèäîâîé èç-çà íàëè÷èÿ ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà, õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ (1.47)
íå ðàâíû íóëþ.

Åñëè ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà íå ÿâëÿåòñÿ
ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, òî êîìïî-
íåíòû íàáëþäàåìîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà hik ðàâíû

h11 = 1 +
Ω2y2

c2
, h22 = 1 +

Ω2x2

c2
, h12 = −Ω2xy

c2
, h33 = 1 , (3.276)

òîãäà äåòåðìèíàíò ýòîãî òåíçîðà è êîìïîíåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû
hik ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä

h = det ‖hik‖ = h11h22 − h2
12 = 1 +

Ω2
(
x2 + y2

)

c2
, (3.277)
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h11 =
1
h

(
1 +

Ω2x2

c2

)
, h22 =

1
h

(
1 +

Ω2y2

c2

)

h12 =
Ω2xy

hc2
, h33 = 1




. (3.278)

Ñîîòâåòñòâåííî, íå ðàâíûå íóëþ êîìïîíåíòû õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíûõ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ∆i

jk (1.47) ðàâíû

∆1
11 = − 2Ω4xy2

c4
[
1 + Ω2(x2+y2)

c2

] , (3.279)

∆1
12 =

Ω2y
(
1 + 2Ω2x2

c2

)

c2
[
1 + Ω2(x2+y2)

c2

] , (3.280)

∆1
22 = −2Ω2x

c2
1 + Ω2x2

c2

1 + Ω2(x2+y2)

c2

, (3.281)

∆2
11 = −2Ω2y

c2
1 + Ω2y2

c2

1 + Ω2(x2+y2)

c2

, (3.282)

∆2
12 =

Ω2x
(
1 + Ω2y2

c2

)

c2
[
1 + Ω2(x2+y2)

c2

] , (3.283)

∆2
22 = − 2Ω4x2y

c4
[
1 + Ω2(x2+y2)

c2

] . (3.284)

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ñòàöèîíàð-
íîì ìàãíèòíîì ïîëå. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì, ÷òî ÷åòûðåõìåðíûé
ïîòåíöèàë ïîëÿ Aα íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê ÷åòûðåõìåðíîé òðà-
åêòîðèè ÷àñòèöû. Òàê êàê ýëåêòðè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ îòñóò-
ñòâóåò, ïðàâàÿ ÷àñòü ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàâíà íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ ìàññîâîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà (3.208, 3.209) â ñòà-
öèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïîëå ïðèíèìàþò âèä

dm

dτ
= 0 , (3.285)

d

dτ

(
mvi

)
+ 2mA·ik·v

k +m∆i
nkv

nvk = −e
c
εikmvkH∗m . (3.286)
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Äëÿ ìàññîâîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ, äâèæóùåéñÿ â
ñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïîëå, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâåí-
íî, âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

−dm
dτ

= 0 , (3.287)

d

dτ

(
mvi

)
+m∆i

nkv
nvk = −e

c
εikmvkH∗m . (3.288)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ òåîðåìû æèâûõ ñèë äëÿ ÷àñòèöû íàøåãî
ìèðà è ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì

m=
m0√
1− v2

c2

= const=B , −m=
m0√
1− v2

c2

= const= B̃ , (3.289)

ãäå B è B̃ ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî v2 = const,
ò.å. ìîäóëü íàáëþäàåìîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì
â îòñóòñòâèå ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ. Òîãäà âåêòîðíûå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà (3.286) ìîæíî çàïè-
ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

dvi

dτ
+ 2A·ik·v

k + ∆i
nkv

nvk = − e

mc
εikmvkH∗m . (3.290)

Ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû çàçåð-
êàëüÿ (3.288) ïðèìóò âèä

dvi

dτ
+ ∆i

nkv
nvk = − e

mc
εikmvkH∗m . (3.291)

Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ îïðåäåëÿåò-
ñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ (3.215,
3.216), êîòîðîå, â îòñóòñòâèå ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè è ïðè
èñïîëüçóåìûõ â ýòîì ïàðàãðàôå îãðàíè÷åíèÿõ, ïðèíèìàåò âèä

Ω∗mH∗m = −2πcρ

εikm ∗∇k
(
H∗m

√
h

)
=

4π
c
ji
√
h



 I , (3.292)

∗∇iH∗i =
∂H∗i

∂xi
+
∂ ln

√
h

∂xi
H∗i = 0

}
II . (3.293)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîé ãðóïïû ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå ïñåâäîâåêòîðîâ ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà è íà-
ïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ åñòü ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ çàðÿäà. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ=0, ïñåâäî-
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âåêòîðû Ω∗i è H∗i âçàèìíî îðòîãîíàëüíû. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå
ñëó÷àè îðèåíòàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî îòíîøåíèÿ ê ïîëþ íåãîëî-
íîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

�3.12.1 Ìàãíèòíîå ïîëå ñîíàïðàâëåíî ñ ïîëåì íåãîëî-
íîìíîñòè

Ïóñòü ïñåâäîâåêòîð íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿH∗i íàïðàâëåí
âäîëü îñè z, ò.å. òàê æå êàê è ïñåâäîâåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùå-
íèÿ ïðîñòðàíñòâà Ω∗i = 1

2
εikmAkm. Òîãäà ó ïñåâäîâåêòîðà óãëîâîé

ñêîðîñòè îòëè÷íà îò íóëÿ êîìïîíåíòà Ω∗3 =Ω, à ó ïñåâäîâåêòîðà
ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè

H∗3 =
1
2
ε3mnHmn =

1
2

(
ε312H12 + ε321H21

)
= H12 =

=
ϕ

c

(
∂v1

∂x
− ∂v2

∂y

)
+

2ϕ
c

Ω .
(3.294)

Óñëîâèå ϕ= const åñòü ñëåäñòâèå îòñóòñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-
ëÿ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà 1-é ãðóïïû (2.392) ïðèíè-
ìàþò âèä

Ω∗3H∗3 =
Ωϕ
c

(
∂v1

∂x
− ∂v2

∂y

)
+

2ϕΩ2

c
= −2πcρ

∂

∂y

(
H∗3

√
h

)
=

4π
c
j1
√
h

− ∂

∂x

(
H∗3

√
h

)
=

4π
c
j2
√
h

j3 = 0





. (3.295)

Óðàâíåíèÿ 2-é ãðóïïû (3.293) ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè, ò.ê. ñâî-
äÿòñÿ ê ïðîñòîìó ñîîòíîøåíèþ ∂H∗3

∂z
=0, ò.å. H∗3 = const. Ôàêòè÷å-

ñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå íàìè ñòàöèîíàðíîå ìàãíèò-
íîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì âäîëü îñè z. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
ñ÷èòàòü ñòàöèîíàðíîå ìàãíèòíîå ïîëå ïîëíîñòüþ îäíîðîäíûì, ò.å.
H∗i = const. Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ 1-é ãðóïïû (3.295) ñëåäóåò,
÷òî ìàãíèòíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè

(
∂v1

∂x
− ∂v2

∂y

)
= const, ρ = −ϕΩ2

πc2
= const. (3.296)

Òàêèì îáðàçîì ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ> 0, åñëè ñêàëÿðíûé ïîòåí-
öèàë ïîëÿ ϕ< 0. Â ýòîì ñëó÷àå îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ 1-é ãðóïïû
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(3.295) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä

j1 =
c

4π
∂ ln

√
h

∂y

j2 =
c

4π
∂ ln

√
h

∂x

j3 = 0





. (3.297)

Îòñþäà, ò.ê. h=1+ Ω2 (x2+y2)

c2
(3.277), ñëåäóåò: âåêòîð òîêà â ñòà-

öèîíàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå íå ðàâåí íóëþ òîëüêî ïðè
ñèëüíîì ïîëå íåãîëîíîìíîñòè, ò.å. êîãäà ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà ñðàâíèìà ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Â ñëàáîì ïîëå íåãîëîíîì-
íîñòè h=1, ñëåäîâàòåëüíî j1 = j2 =0.

Òåïåðü, çíàÿ ìàãíèòíóþ íàïðÿæåííîñòü èç óðàâíåíèé Ìàêñâåë-
ëà, çàïèøåì ïîêîìïîíåíòíî âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿ-
æåííîé ìàññîâîé ÷àñòèöû (3.290, 3.291) â íàøåì ìèðå

ẍ+
2Ω
h

[
Ω2xyẋ

c2
+

(
1 +

Ω2x2

c2

)
ẏ

]
+ ∆1

11 ẋ
2 + 2∆1

12 ẋẏ +

+ ∆1
22 ẏ

2 = −eH
mc

[
−Ω2xyẋ

c2
+

(
1 +

Ω2x2

c2

)
ẏ

]

ÿ − 2Ω
h

[
Ω2xyẏ

c2
+

(
1 +

Ω2y2

c2

)
ẋ

]
+ ∆2

11 ẋ
2 + 2∆2

12 ẋẏ +

+ ∆2
22 ẏ

2 =
eH

mc

[
−Ω2xyẏ

c2
+

(
1 +

Ω2y2

c2

)
ẋ

]

z̈ = 0





(3.298)

è â çàçåðêàëüå

ẍ+ ∆1
11ẋ

2 + 2∆1
12 ẋẏ + ∆1

22 ẏ
2 =

= −eH
mc

[
−Ω2xyẋ

c2
+

(
1 +

Ω2x2

c2

)
ẏ

]

ÿ + ∆2
11 ẋ

2 + 2∆2
12 ẋẏ + ∆2

22 ẏ
2 =

=
eH

mc

[
−Ω2xyẏ

c2
+

(
1 +

Ω2y2

c2

)
ẋ

]

z̈ = 0





. (3.299)
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×ëåíû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèå Ω2

c2
, âîçíèêàþò

âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïðè âðàùåíèè ïðîñòðàíñòâà òðåõìåðíàÿ íà-
áëþäàåìàÿ ìåòðèêà hik íå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé. Ïîýòîìó â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå åñòü ðàçëè÷èå ìåæäó êîíòðàâàðèàíòíûìè êîìïî-
íåíòàìè íàáëþäàåìîé ñêîðîñòè è åå êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè.
Â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé âõîäÿò èìåííî êîâàðèàíòíûå êîìïîíåí-
òû ñêîðîñòè

v2 = h21v1 + h22 v2 = −Ω2xy

c2
ẋ+

(
1 +

Ω2x2

c2

)
ẏ , (3.300)

v1 = h11v1 + h12v2 = −Ω2xy

c2
ẏ +

(
1 +

Ω2y2

c2

)
ẋ . (3.301)

Åñëè âðàùåíèå ïðîñòðàíñòâà îòñóòñòâóåò, ò.å. Ω= 0, òî óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ìàññîâîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà (3.298) ñ
òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ â ñòàöèî-
íàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, ïðèâåäåííûìè â êíèãå Ëàíäàó
è Ëèôøèöà (ñì. ôîðìóëó 21.2 â �21 Òåîðèè ïîëÿ)

ẍ =
eH

mc
ẏ , ÿ = −eH

mc
ẋ , z̈ = 0 , (3.302)

òîãäà êàê èç íàøèõ óðàâíåíèé (3.298) ñëåäóåò

ẍ = −eH
mc

ẏ , ÿ =
eH

mc
ẋ , z̈ = 0 . (3.303)

Ýòî îòëè÷èå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî Ëàíäàó è Ëèôøèö ïîëîæèëè
â ñèëå Ëîðåíöà ìàãíèòíóþ íàïðÿæåííîñòü ñî çíàêîì �ïëþñ�, à îíà ó
íàñ èìååò çíàê �ìèíóñ�, ÷òî, âïðî÷åì, íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì,
ò.ê. ñâÿçàíî ñ âûáîðîì ñèãíàòóðíûõ óñëîâèé. Åñëè ïðîñòðàíñòâî
âðàùàåòñÿ (íåãîëîíîìíî), òî â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âõîäÿò ÷ëåíû,
ñîäåðæàùèå Ω, Ω2

c2
, è Ω4

c4
.

Â ñèëüíîì ïîëå íåãîëîíîìíîñòè ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ �
äîâîëüíî ñëîæíàÿ çàäà÷à, âîçìîæíî, â áóäóùåì èõ óäàñòñÿ ðåøèòü
ìåòîäàìè ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé íà ìàøèíàõ (ðåçóëüòàòû áû-
ëè áû äîâîëüíî èíòåðåñíûìè). Ìû áóäåì èñêàòü òî÷íûå ðåøåíèÿ
â ñëàáîì ïîëå íåãîëîíîìíîñòè, ò.å. ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî
è áîëüøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
(3.298, 3.299) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä. Äëÿ çàðÿæåííîé ìàññîâîé ÷à-
ñòèöû íàøåãî ìèðà

ẍ+ 2Ω ẏ = −eH
mc

ẏ , ÿ − 2Ωẋ =
eH

mc
ẋ , z̈ = 0 , (3.304)
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äëÿ çàðÿæåííîé ìàññîâîé ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ

ẍ = −eH
mc

ẏ , ÿ =
eH

mc
ẋ , z̈ = 0 . (3.305)

Âíà÷àëå ðåøèì óðàâíåíèÿ â íàøåì ìèðå. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
âäîëü îñè z èíòåãðèðóåòñÿ ñðàçó. Åãî ðåøåíèå

z = ż(0) τ + z(0) . (3.306)

Îòñþäà âèäíî: åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñêîðîñòü ÷àñòèöû â íà-
ïðàâëåíèè îñè z ðàâíà íóëþ, ÷àñòèöà áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî â
ïëîñêîñòè x y. Îñòàëüíûå äâà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èç (3.304) ïåðå-
ïèøåì â âèäå

dẋ

dτ
= − (2Ω + ω) ẏ ,

dẏ

dτ
= (2Ω + ω) ẋ , (3.307)

ãäå, äëÿ óäîáñòâà çàïèñè, ìû îáîçíà÷àåì ω= eH
mc . Òàêîå æå îáîçíà-

÷åíèå èñïîëüçîâàëè Ëàíäàó è Ëèôøèö â �21 Òåîðèè ïîëÿ. Äàëåå,
âûðàçèì ẋ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ, ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî ïî íà-
áëþäàåìîìó âðåìåíè ẋ è ïîäñòàâèì â ïåðâîå óðàâíåíèå. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àåì

d2ẏ

dτ2
+ (2Ω + ω)2 ẏ = 0 , (3.308)

ò.å. óðàâíåíèå êîëåáàíèé, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

ẏ = C1 cos (2Ω + ω) τ + C2 sin (2Ω + ω) τ , (3.309)

ãäå C1 = ẏ(0) è C2 = ÿ(0)

2Ω +ω
êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ẏ

(3.309) â ïåðâîå óðàâíåíèå (3.307), ïîëó÷àåì

dẋ

dτ
= − (2Ω + ω) ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ − ÿ(0) sin (2Ω + ω) τ , (3.310)

èëè, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

ẋ = ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ − ÿ(0)

2Ω + ω
cos (2Ω + ω) τ + C3 , (3.311)

ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ C3 = ẋ(0) + ÿ(0)

2Ω +ω
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âñåõ êîíñòàíò ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ẋ
(3.311) ẏ (3.309) ïðèíèìàþò îêîí÷àòåëüíûé âèä

ẋ = ẏ(0) sin (2Ω+ω) τ− ÿ(0)

2Ω+ω
cos (2Ω+ω) τ+ẋ(0)+

ÿ(0)

2Ω+ω
, (3.312)
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ẏ = ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ +
ÿ(0)

2Ω + ω
sin (2Ω + ω) τ . (3.313)

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè ÷àñòèöû ẋ è
ẏ â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ñóòü óðàâíåíèÿ ãàð-
ìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé, ðàâíîé, ïðè ñëàáîì ïîëå íåãîëî-
íîìíîñòè, 2Ω +ω= 2Ω+ eH

mc .
Èç èíòåãðàëà æèâûõ ñèë â ñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïîëå (3.289)

ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàò ñêîðîñòè ÷àñòèöû � âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Âû-
÷èñëÿÿ êâàäðàò ôèçè÷åñêîé íàáëþäàåìîé ñêîðîñòè v2 = ẋ2 + ẏ2 + ż2

äëÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà, ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà

v2 = ẋ2
(0) + ẏ2

(0) + ż2
(0) + 2

(
ẋ(0) +

ÿ(0)

2Ω + ω

)
×

×
[
ÿ(0)

2Ω+ω
+ẏ(0) sin (2Ω+ω) τ− ÿ(0)

2Ω+ω
cos (2Ω+ω) τ

] (3.314)

ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé (v2 = const) ïðè óñëîâèè, ÷òî êîíñòàíòà èíòå-
ãðèðîâàíèÿ C3 ðàâíà òîìó æå âûðàæåíèþ, ÷òî è â óðàâíåíèè äëÿ
ẋ (3.311), êîòîðîå ìû ïîëó÷èëè ðàíåå, òî åñòü ýòà êîíñòàíòà ðàâíà
C3 = ẋ(0) + ÿ(0)

2Ω +ω
=0.

Èíòåãðèðóÿ ẋ è ẏ ïî íàáëþäàåìîìó âðåìåíè τ , ïîëó÷àåì êîîð-
äèíàòû çàðÿæåííîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà, äâèæóùåéñÿ â ñòàöèî-
íàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå

x =
[

ÿ(0)

2Ω + ω
sin (2Ω + ω) τ − ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ

]
1

2Ω + ω
+

+
(
ẋ(0) +

ÿ(0)

2Ω + ω

)
τ + C4 ,

(3.315)

y =
[
ẏ(0) sin (2Ω+ω) τ+

ÿ(0)

2Ω+ω
cos (2Ω+ω) τ

]
1

2Ω+ω
+C5 , (3.316)

ãäå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ

C4 = x(0) +
ẏ(0)

2Ω + ω
, C5 = y(0) +

ÿ(0)

(2Ω + ω)2
. (3.317)

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàòû x âèäíî: ÷àñòèöà ñîâåðøàåò ãàð-
ìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå â íàïðàâëåíèè x, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèå ẋ(0) + ÿ(0)

2Ω +ω
=0. Ýòî ÿâëÿåòñÿ òàêæå óñëîâèåì ïîñòîÿíñòâà

êâàäðàòà ñêîðîñòè ÷àñòèöû (3.314), ò.å. óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëó
æèâûõ ñèë.
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû â ïëîñ-
êîñòè x y

x2 + y2 =
1

(2Ω + ω)2

[
ẏ2
(0) +

ÿ2
(0)

(2Ω + ω)2

]
− 2C4

2Ω + ω
×

×
[
ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ +

ÿ(0)

2Ω + ω
sin (2Ω + ω) τ

]
+

+
[
ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ +

ÿ(0)

2Ω + ω
cos (2Ω + ω) τ

]
×

× 2C5

2Ω + ω
+ C2

4 + C2
5 .

(3.318)

Åñëè ïîëîæèòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò ÿ(0) = 0, à òàêæå êîíñòàíòû
èíòåãðèðîâàíèÿ C4 è C5 ðàâíûìè íóëþ, òî ïîëó÷åííûå íàìè âû-
ðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ÷àñòèöû (3.315, 3.316), ñóùåñòâåííî óïðî-
ñòÿòñÿ

x = − 1
2Ω + ω

ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ , (3.319)

y =
1

2Ω + ω
ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ . (3.320)

Òîãäà íàøå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè (3.318) ïðèíèìàåò âèä ïðîñòî-
ãî óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè

x2 + y2 =
ẏ2
(0)

(2Ω + ω)2
. (3.321)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü çàðÿæåííîé ÷àñòèöû
íàøåãî ìèðà îòíîñèòåëüíî îñè íàïðàâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ (îñè z) ðàâíà íóëþ, ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè x y ïî
îêðóæíîñòè ðàäèóñîì

r =
ẏ(0)

2Ω + ω
=

ẏ(0)

2Ω + eH
mc

, (3.322)

çàâèñÿùèì îò íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà. Åñëè íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû â íàïðàâëåíèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ îòëè÷íà îò íóëÿ, åå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî âèíòîâîé ëèíèè
ðàäèóñîì r âäîëü ïîëÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå ÷àñòèöà îïèñûâàåò â ïëîñêîñòè x y ýëëèïñ
(3.318), ôîðìà êîòîðîãî îòêëîíÿåòñÿ îò îêðóæíîñòè â çàâèñèìîñòè
îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.

Êàê ëåãêî âèäåòü, íàø ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì èç �21
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Òåîðèè ïîëÿ
x = − 1

ω
ẏ(0) cosωτ , y =

1
ω
ẏ(0) sinωτ , (3.323)

åñëè ïîëîæèòü âðàùåíèå ïðîñòðàíñòâà Ω=0, ò.å. â îòñóòñòâèå ïîëÿ
íåãîëîíîìíîñòè. Òîãäà ðàäèóñ òðàåêòîðèè ÷àñòèöû r= ẏ(0)

ω
= mc

eH
ẏ(0)

íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà. Åñëè Ω 6=0, ïîëå
íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà âîçìóùàåò äâèæåíèå ÷àñòèö â ìàã-
íèòíîì ïîëå, ñêëàäûâàÿñü ñ ïîëåì ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè, ÷òî
ïðîÿâëÿåòñÿ â óðàâíåíèÿõ òåîðèè â âèäå ïîïðàâêè 2Ω ê âåëè÷èíå
ω= eH

mc . Çàìåòèì, ìû ðàññìîòðåëè ÷àñòèöû ëèøü â ñëàáîì ïîëå
íåãîëîíîìíîñòè. Â ñèëüíîì ïîëå íåãîëîíîìíîñòè, êîãäà âåëè÷èíó
Ω íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ
ñâåòà, ýòè âëèÿíèÿ ñêàçûâàþòñÿ åùå ñèëüíåå.

Âìåñòå ñ òåì â íåãîëîíîìíîì ïðîñòðàíñòâå àðãóìåíò òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â íàøèõ óðàâíåíèÿõ ñîäåðæèò ñóììó äâóõ
÷ëåíîâ, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âçàèìîäåéñòâèÿ çà-
ðÿäà ÷àñòèöû ñ íàïðÿæåííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à äðóãîé � ïðî-
ÿâëåíèåì âðàùåíèÿ ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà, íå çàâèñÿùèì íè îò ýëåê-
òðè÷åñêîãî çàðÿäà ÷àñòèöû, íè îò íàëè÷èÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòî
ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü äâà îñîáûõ ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â íåãî-
ëîíîìíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòèöà ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðè÷åñêè íåéò-
ðàëüíîé èëè ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò, åå äâèæåíèå áóäåò òàêèì
æå, êàê è ïîä äåéñòâèåì ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëû Ëîðåíöà,
òîëüêî çà ñ÷åò âëèÿíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
2Ω, ñðàâíèìîé ñ âåëè÷èíîé ω= eH

mc .
Íàñêîëüêî ýòî ìîæåò ïðîÿâèòüñÿ â ðåàëüíîé æèçíè? ×òîáû îò-

âåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íåîáõîäèìî õîòÿ áû ïðèáëèçèòåëüíî îöåíèòü
îòíîøåíèå âåëè÷èí ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ω è íàïðÿæåí-
íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H â êàêîì-òî êîíêðåòíîì ñëó÷àå. Ëó÷øå
âñåãî ýòî ñäåëàòü íà ïðèìåðå àòîìà, ò.ê. â ìàñøòàáàõ ýëåêòðîí-
íûõ îðáèò ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå íà íåñêîëüêî ïîðÿä-
êîâ ïðåâîñõîäèò îñòàëüíûå, è, êðîìå òîãî, îðáèòàëüíûå ñêîðîñòè
ýëåêòðîíîâ ñðàâíèòåëüíî âåëèêè.

Ñäåëàòü òàêóþ îöåíêó íàì ïîìîæåò äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷à-
ñòèöû â îäíîðîäíîì ñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïîëå, ïðè óñëîâèè

eH

mc
= −2Ω , (3.324)

è, ñëåäîâàòåëüíî, àðãóìåíò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â óðàâíå-
íèÿõ äâèæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îòñ÷åòà íàáëþäàòåëÿ, ïðîñòðàíñòâî îòñ÷å-
òà êîòîðîãî ñâÿçàíî ñ àòîìíûì ÿäðîì. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýëåê-
òðîíû äâèæóòñÿ ïî ñâîèì îðáèòàëüíûì òðàåêòîðèÿì âñëåäñòâèå èõ
óâëå÷åíèÿ âðàùåíèåì ïðîñòðàíñòâà ÿäðà. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü ýòî
óâëå÷åíèå ïîëíûì, ò.å. êîýôôèöèåíò óâëå÷åíèÿ, ðàâíûì åäèíèöå è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà, ðàâíîé
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ÿäðà íà ýòîé îðáèòå. Òîãäà äëÿ
ýëåêòðîíà â àòîìå èñêîìîå îòíîøåíèå (â ñèñòåìå ÑÃÑÝ è ãàóññî-
âîé) ðàâíî

Ω
H

= − e

2mec
= − 4.8×10−10

18.2×10−28 3.0×1010
=

= − 8.8×106 ñì1/2 ãðàìì−1/2,

(3.325)

ãäå çíàê �ìèíóñ� � ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî Ω è H ïðè ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñîîòíîøåíèè (3.324) íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëå íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà ÿäðà ÿâëÿåòñÿ
îñíîâíûì ôàêòîðîì, âëèÿþùèì íà äâèæåíèå îðáèòàëüíîãî ýëåê-
òðîíà, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé ñâÿçûâàþùåé èõ
ñèëû Ëîðåíöà.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû çàçåð-
êàëüÿ â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå (3.305), êîòîðûå
ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ â îòñóòñòâèè ïîëÿ íåãîëîíîì-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà [10]

ẍ = −ωẏ , ÿ = ωẋ , z̈ = 0 . (3.326)

Ðåøåíèå òðåòüåãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (âäîëü îñè z) åñòü èíòå-
ãðàë z= ż(0)τ + z(0).

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âäîëü îñåé x è y àíàëîãè÷íû óðàâíåíèÿì
äëÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà, òîëüêî â àðãóìåíòå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé âìåñòî ω ñòîèò ω+2Ω:

ẋ = ẏ(0) sinωτ − ÿ(0)

ω
cosωτ + ẋ(0) +

ÿ(0)

ω
, (3.327)

ẏ = ẏ(0) cosωτ +
ÿ(0)

ω
sinωτ . (3.328)

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà-
çåðêàëüÿ ẋ è ẏ ñóòü óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé
ω= eH

mc .
Ñîîòâåòñòâåííî, èõ ðåøåíèÿ, ò.å. âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ÷à-

ñòèöû çàçåðêàëüÿ â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, ïðè-
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íèìàþò âèä

x =
1
ω

(
ÿ(0)

ω
sinωτ − ẏ(0) cosωτ

)
+

(
ẋ(0) +

ÿ(0)

ω

)
τ + C4 , (3.329)

y =
1
ω

(
ẏ(0) sinωτ +

ÿ(0)

ω
cosωτ

)
+ C5 , (3.330)

ãäå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ

C4 = x(0) +
ẏ(0)

ω
, C5 = y(0) +

ÿ(0)

ω2
. (3.331)

Êàê ìû óæå óïîìèíàëè, èç èíòåãðàëà æèâûõ ñèë â ñòàöèîíàðíîì
ìàãíèòíîì ïîëå (3.289) ñëåäóåò ïîñòîÿíñòâî ðåëÿòèâèñòñêîé ìàñ-
ñû ÷àñòèöû è, ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòà åå íàáëþäàåìîé ñêîðîñòè.
Òîãäà, âîçâîäÿ â êâàäðàò ðåøåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé ẋ, ẏ, ż, ÷àñòèöû
çàçåðêàëüÿ è ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà

v2 = ẋ2
(0) + ẏ2

(0) + ż2
(0) +

+ 2
(
ẋ(0) +

ÿ(0)

ω

)(
ÿ(0)

ω
+ ẏ(0) sinωτ − ÿ(0)

ω
cosωτ

) (3.332)

ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé v2 = const, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ẋ(0) +
ÿ(0)

ω
= 0 . (3.333)

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàòû x (3.329) ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòèöà
ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ÷èñòî ãàðìîíè÷åñêîãî òèïà â íàïðàâëåíèè x,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ ýòî æå óñëîâèå. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, âîçâîäÿ â êâàäðàò
è ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò x (3.329) è y
(3.330) ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì
ïîëå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè â ïëîñêîñòè x y

x2+y2 =
1
ω2

(
ẏ2
(0) +

ÿ2
(0)

ω2

)
− 2C4

ω

(
ẏ(0) cosωτ+

ÿ(0)

ω
sinωτ

)
+

+
(
ẏ(0) sinωτ +

ÿ(0)

ω
cosωτ

)
2C5

ω
+ C2

4 + C2
5 ,

(3.334)

îòëè÷àþùååñÿ îò òðàåêòîðèè ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà (3.318) ëèøü
çàìåíîé ω+2Ω íà ω è çíà÷åíèÿìè êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ (3.331).

Òàêèì îáðàçîì, çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà çàçåðêàëüÿ, íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü êîòîðîé âäîëü îñè z (íàïðàâëåíèå íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ) ðàâíà íóëþ, äâèæåòñÿ ïî ýëëèïñó â ïëîñêîñòè x y .



136 Ãëàâà 3 Çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

Åñëè ïîëîæèòü ÿ(0), à òàêæå êîíñòàíòû C4 è C5, ðàâíûìè íóëþ,
ðåøåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ïðèìóò áîëåå ïðîñòîé âèä

x = − 1
ω
ẏ(0) cosωτ , y =

1
ω
ẏ(0) sinωτ . (3.335)

Â ýòîì óïðîùåííîì ñëó÷àå ÷àñòèöà çàçåðêàëüÿ, ïîêîÿùàÿñÿ â
íàïðàâëåíèè ïîëÿ, îïèñûâàåò â ïëîñêîñòè x y îêðóæíîñòü

x2 + y2 =
ẏ2
(0)

ω2
(3.336)

ðàäèóñîì r= ẏ(0)

ω
= mc

eH
ẏ(0). Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè íà÷àëüíàÿ ñêî-

ðîñòü ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ âäîëü íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
(îñè z) íå ðàâíà íóëþ, îíà äâèæåòñÿ ïî âèíòîâîé ëèíèè âîêðóã
íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ â ñòà-
öèîíàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå òàêîå æå, êàê è äëÿ ÷àñòèöû
íàøåãî ìèðà â îòñóòñòâèå ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

�3.12.2 Ìàãíèòíîå ïîëå îðòîãîíàëüíî ïîëþ íåãîëîíîì-
íîñòè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïñåâäîâåêòîð íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ H∗i îðòîãîíàëåí ïñåâäîâåêòîðó ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà Ω∗i = 1

2
εikmAkm. Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ 1-é ãðóïïû

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ (3.292)
ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ=0.

Ïóñòü íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðàâëåíà âäîëü îñè y
(îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî êîìïîíåíòà H∗2 =H), à ïîëå íåãîëîíîìíî-
ñòè ïî-ïðåæíåìó íàïðàâëåíî âäîëü îñè z (îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî
êîìïîíåíòà Ω∗3 = Ω). Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå íå
òîëüêî ñòàöèîíàðíî, íî è îäíîðîäíî. Â ýòîì ñëó÷àå åäèíñòâåííàÿ
íå ðàâíàÿ íóëþ êîìïîíåíòà ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè ðàâíà

H∗2 = H31 =
ϕ

c

(
∂v3

∂x
− ∂v1

∂z

)
= const . (3.337)

Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà ïðè ñëàáîì
ïîëå íåãîëîíîìíîñòè áóäóò èìåòü âèä

ẍ+ 2Ωẏ =
eH

mc
ż , ÿ − 2Ωẋ = 0 , z̈ = −eH

mc
ẋ , (3.338)

èëè, îáîçíà÷àÿ ω = eH
mc ,

ẍ+ 2Ωẏ = ωż , ÿ − 2Ωẋ = 0 , z̈ = −ωẋ . (3.339)
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ïî τ è ïîäñòàâèì â íåãî
ÿ è z̈ èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé

...
x +

(
4Ω2 + ω2

)
ẋ = 0 . (3.340)

Ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ ẋ= p, ïîëó÷àåì îáû÷íîå óðàâíå-
íèå êîëåáàíèé

p̈+ ω̃2p = 0 , ω̃ =
√

4Ω2 + ω2 =

√
4Ω2 +

(
eH

mc

)2

, (3.341)

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

p = C1 cos ω̃τ + C2 sin ω̃τ , (3.342)

ãäå C1 = ẋ(0) è C2 = ẍ(0)

eω2 êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Èíòåãðèðóÿ
ẋ= p ïî τ , íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàòû x

x =
ẋ(0)

ω̃
sin ω̃τ − ẍ(0)

ω̃2
cos ω̃τ + x(0) +

ẍ(0)

ω̃2
, (3.343)

ãäå x(0) + ẍ(0)

eω2 =C3 ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïîäñòàâëÿÿ ẋ= p (3.342) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî

îñåé y è z (3.339), ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

ẏ =
2Ω
ω̃
ẋ(0) sin ω̃τ − 2Ω

ω̃2
ẍ(0) cos ω̃τ + ẏ(0) +

2Ω
ω̃2

ẍ(0) , (3.344)

ż =
ω

ω̃2
ẍ(0) cos ω̃τ − ω

ω̃
ẋ(0) sin ω̃τ + ż(0) −

ω

ω̃2
ẍ(0) , (3.345)

ãäå ẏ(0) + 2Ωẍ(0)

eω2 =C4 è ż(0)− ωẍ(0)

eω2 =C5 ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Äàëåå, èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî τ , íàõîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ êî-
îðäèíàò y è z

y = −2Ω
ω̃2

(
ẋ(0) cos ω̃τ +

ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ

)
+ ẏ(0)τ+

+
2Ω
ω̃2

ẍ(0)τ + y(0) +
2Ω
ω̃2

ẋ(0) ,

(3.346)

z =
ω

ω̃2

(
ẋ(0) cos ω̃τ +

ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ

)
+ ż(0)τ−

− ω

ω̃2
ẍ(0)τ + z(0) −

ω

ω̃2
ẋ(0) ,

(3.347)

â êîòîðûõ y(0) + 2Ωẋ(0)

eω2 =C6 è z(0)− ωẋ(0)

eω2 =C7.
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Åñëè Ω=0, ò.å. â îòñóòñòâèå âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå ïðè
ðàâåíñòâå íóëþ íåêîòîðûõ êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷åííûå
íàìè óðàâíåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíûìè âûðàæåíèÿìè
ðåëÿòèâèñòñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñòàöèîíàðíîå
îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè z

x =
ẋ(0)

ω
sin ω̃τ , y = y(0) + ẏ(0)τ , z =

ẋ(0)

ω
cos ω̃τ . (3.348)

Òàê êàê èç èíòåãðàëà æèâûõ ñèë ñëåäóåò ïîñòîÿíñòâî êâàäðà-
òà íàáëþäàåìîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû â ñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïîëå,
âû÷èñëèì âåëè÷èíó v2 = ẋ2 + ẏ2 + ż2. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûðà-
æåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè, ïîëó÷àåì

v2 = ẋ2
(0) + ẏ2

(0) + ż2
(0) +

2
ω̃

(
ẍ(0) + 2Ω ẏ(0) − ωż(0)

)×

×
(
ẍ(0)

ω̃
+ ẋ(0) sin ω̃τ − ẍ(0)

ω̃
cos ω̃τ

)
,

(3.349)

ò.å. v2 = const ïðè óñëîâèè
ẍ(0) + 2Ω ẏ(0) − ωż(0) = 0 . (3.350)

Óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ìàã-
íèòíîì ïîëå, îðòîãîíàëüíîì ïîëþ íåãîëîíîìíîñòè, íàõîäèì, âû÷èñ-
ëÿÿ x2 + y2 + z2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîå âûðà-
æåíèå

x2 + y2 + z2 =
1
ω̃2

(
ẋ2

(0) +
ẍ2

(0)

ω̃2

)
+ C2

3 + C2
6 + C2

7 +

+
(
C2

4 + C2
5

)
τ2 + 2 (C4C6 + C5C7) τ +

[
(ωC7 − 2ΩC6) +

+ 2 (ωC5 − 2ΩC6) τ
](
ẋ(0) cos ω̃τ +

ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ

)
1
ω̃2

+

+
2C3

ω̃2

(
ẋ(0) cos ω̃τ − ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ

)
,

(3.351)

â êîòîðîì ïðèñóòñòâóþò ëèíåéíûé è êâàäðàòè÷íûé (ïî âðåìåíè)
÷ëåíû, à òàêæå ïàðàìåòðè÷åñêèé è äâà ãàðìîíè÷åñêèõ ÷ëåíà. Â
÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè ïîëîæèòü êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíû-
ìè íóëþ, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (3.351) ïðèíèìàåò âèä îáû÷íîãî
óðàâíåíèÿ ñôåðû

x2 + y2 + z2 =
1
ω̃2

(
ẋ2

(0) +
ẍ2

(0)

ω̃2

)
, (3.352)
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ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí

r =
1
ω̃

√
ẋ2

(0) +
ẍ2

(0)

ω̃2
, (3.353)

ãäå ω̃=
√

4Ω2 +ω2 =
√

4Ω2 +
(
eH
mc

)2.
Òàêèì îáðàçîì, çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà íàøåãî ìèðà äâèæåòñÿ â

ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, îðòîãîíàëüíîì ïîëþ
íåãîëîíîìíîñòè, ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû ñ ðàäèóñîì, ÿâëÿþùèìñÿ
ôóíêöèåé ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè è ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñò-
ðàíñòâà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëå íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà îòñóòñòâóåò, à íà÷àëüíîå óñêîðåíèå ÷àñòèöû ðàâíî íóëþ, íà-
øå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, ïðèíèìàÿ âèä
óðàâíåíèÿ ñôåðû

x2 + y2 + z2 =
1
ω2

ẋ2
(0) , r =

1
ω
ẋ(0) =

mc

eH
ẋ(0) (3.354)

ñ ðàäèóñîì, çàâèñÿùèì òîëüêî îò âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäà ÷àñòèöû
ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, � ðåçóëüòàò, õîðîøî èçâåñòíûé â ýëåêòðîäèíà-
ìèêå (ñì. �21 â Òåîðèè ïîëÿ). Äëÿ ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ, äâèæóùåéñÿ
â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, îðòîãîíàëüíîì ïîëþ
íåãîëîíîìíîñòè, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

ẍ =
eH

mc
ż, ÿ = 0, z̈ = −eH

mc
ẋ , (3.355)

îòëè÷àþùèéñÿ îò óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà (3.338)
ëèøü îòñóòñòâèåì ÷ëåíîâ, âêëþ÷àþùèõ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà Ω. Íà ïðàêòèêå ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â çàçåðêàëüå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïðîñòî íå çàâèñÿò îò âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà è
ñîâïàäàþò ñ ïðèâåäåííûìè ðåøåíèÿìè äëÿ íàøåãî ìèðà â îòñóò-
ñòâèå ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè.

�3.13 Äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ñòàöèîíàðíîì
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

Â ýòîì ïàðàãðàôå íàì ïðåäñòîèò èññëåäîâàòü äâèæåíèå çàðÿæåí-
íîé ÷àñòèöû â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíîâðåìåííî ïðèñóòñòâóþò ýëåê-
òðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñòàöèîíàðíîãî îäíîðîäíîãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â êà÷åñòâå �ôîíà� ìû ðàññìîòðèì íåãîëî-
íîìíîå ïðîñòðàíñòâî, âðàùàþùååñÿ îòíîñèòåëüíî îñè z ñ ïîñòîÿí-
íîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω12 =−Ω21 =Ω, ò.å. ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðè-
êîé âèäà (3.275). Â ïðîñòðàíñòâå ñ òàêîé ìåòðèêîé ìû èìååì Fi =0
è Dik = 0.
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Ïðè ýòîì áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó â ïðèáëèæåíèè, ÷òî ïîëå íåãî-
ëîíîìíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì, ñëåäîâàòåëüíî, òðåõìåðíîå íàáëþäà-
åìîå ïðîñòðàíñòâî èìååì åâêëèäîâó ìåòðèêó. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâ-
íåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ (3.215, 3.216) ïðèíèìàþò
âèä

Ω∗mH∗m = −2πcρ

εikm∇k
(
H∗m

√
h

)
=

4π
c
ji
√
h = 0



 I , (3.356)

Ω∗mEm = 0

εikm∇k
(
Em

√
h

)
= 0

}
II , (3.357)

ò.ê. óñëîâèåì íàáëþäàåìîé îäíîðîäíîñòè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî
íóëþ åãî õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé [9], à â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå
ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ðàâíû íóëþ (ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ãàëèëååâîé)
è õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé
ïðîèçâîäíîé. Òàêèì îáðàçîì, èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñëåäóåò, ÷òî,
â äàííîì ñëó÷àå, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïîëå íåãîëîíîìíîñòè è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âçàèìíî îðòîãî-
íàëüíû (Ω∗mEm =0);

2) ïîëå íåãîëîíîìíîñòè è ìàãíèòíîå ïîëå âçàèìíî îðòîãîíàëüíû,
åñëè ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ρ=0 ;

3) òîê îòñóòñòâóåò (ji =0).
Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî ïðèñóòñòâèå òîêà ji 6=0

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåîäíîðîäíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èòàê, ïî-
ñêîëüêó ïîëå íåãîëîíîìíîñòè îðòîãîíàëüíî ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå ÷àñòèöû ïðè äâóõ ñëó÷àÿõ âçàèì-
íîé îðèåíòàöèè ïîëåé

1) ~H⊥ ~E è ~H ‖ ~Ω ;
2) ~H ‖ ~E è ~H⊥~Ω .
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèìñÿ: âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåí-

íîñòè íàïðàâëåí âäîëü îñè x. Ïðè èñïîëüçóåìîé ôîíîâîé ìåòðè-
êå(3.275) ïñåâäîâåêòîð íàïðàâëåí âäîëü îñè z. Òàêèì îáðàçîì, â
ïåðâîì ñëó÷àå ìàãíèòíàÿ íàïðÿæåííîñòü íàïðàâëåíà âäîëü îñè z,
âî âòîðîì ñëó÷àå � âäîëü îñè x.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ñòàöèîíàðíîì ýëåê-
òðîìàãíèòíîì ïîëå â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåí-
íîñòè íàïðàâëåí âäîëü îñè x, èìåþò ñëåäóþùèé âèä. Ïðè äâèæåíèè
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÷àñòèöû íàøåãî ìèðà
dm

dτ
= −eE1

c2
dx

dτ
, (3.358)

d

dτ

(
mvi

)
+ 2mA·ik·v

k = − e
(
Ei +

1
c
εikmvkH∗m

)
, (3.359)

ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ

dm

dτ
=
eE1

c2
dx

dτ
, (3.360)

d

dτ

(
mvi

)
= − e

(
Ei +

1
c
εikmvkH∗m

)
. (3.361)

Êàê è ðàíüøå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòòàëêèâàíèÿ ÷àñòèöû ïî-
ëåì. Òîãäà êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ei, íà-
ïðàâëåííîé âäîëü îñè x, ðàâíû (â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà íåò
ðàçíèöû ìåæäó êîíòðàâàðèàíòíûìè è êîâàðèàíòíûìè èíäåêñàìè
òåíçîðíûõ âåëè÷èí)

E1 = Ex =
∂ϕ

∂x
= const = −E , E2 = E3 = 0 . (3.362)

Èíòåãðèðîâàíèå òåîðåìû æèâûõ ñèë äàåò èíòåãðàë æèâûõ ñèë
äëÿ íàøåãî ìèðà è äëÿ çàçåðêàëüÿ (ñîîòâåòñòâåííî)

m =
eE

c2
x+B , m = −eE

c2
x+ B̃ . (3.363)

Çäåñü B êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ â íàøåì ìèðå è B̃ êîíñòàíòà
èíòåãðèðîâàíèÿ â çàçåðêàëüå, âû÷èñëÿåìûå èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé
â ìîìåíò τ =0, ñîñòàâëÿþò

B = m(0) −
eE

c2
x(0) , B̃ = m(0) +

eE

c2
x(0) , (3.364)

ãäå m(0) çíà÷åíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññû è x(0) ñìåùåíèå ÷àñòèöû
â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ æèâûõ ñèë (3.363)
ñëåäóåò: ðàçëè÷èÿ èññëåäóåìûõ ñëó÷àåâ, âûçâàííûå ðàçíîé îðèåí-
òàöèåé ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè ~H, ïðîÿâÿòñÿ ëèøü â âåêòîðíûõ
óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, à ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ (3.358, 3.360) è èõ
ðåøåíèÿ (3.363) áóäóò îäèíàêîâûìè.

Îòìåòèì, ÷òî âåêòîð ~E ìîæíî íàïðàâèòü è âäîëü îñè y, íî íåëü-
çÿ ïî îñè z, ò.ê. â ïðîñòðàíñòâå ñ äàííîé ìåòðèêîé âäîëü îñè z íà-
ïðàâëåíî ïîëå íåãîëîíîìíîñòè ~Ω, à èç 2-é ãðóïïû óðàâíåíèé Ìàêñ-
âåëëà (3.357) ñëåäóåò, ÷òî íàïðÿæåííîñòü ~E îðòîãîíàëüíà ïîëþ ~Ω.
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Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ òåîðåìû æèâûõ
ñèë â íàøåì ìèðå è â çàçåðêàëüå (3.363), çàïèøåì â ïîêîìïîíåíòíîì
âèäå âåêòîðíûå (ïðîñòðàíñòâåííûå) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â
â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ äëÿ
âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ~H⊥ ~E è ~H ‖ ~Ω, ò.å. ìàãíèòíàÿ íàïðÿæåííîñòü ~H
íàïðàâëåíà âäîëü îñè z (ïàðàëëåëüíî ïîëþ íåãîëîíîìíîñòè).

òîãäà èç âñåõ êîìïîíåíò íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå ðàâíîé
íóëþ ÿâëÿåòñÿ ëèøü êîìïîíåíòà

H∗3 = H12 =
ϕ

c

(
∂v1

∂y
− ∂v2

∂x

)
+

2ϕ
c
A12 = const = H . (3.365)

Ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä
(ïîêîìïîíåíòíî) äëÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà

eE

c2
ẋ2 +

(
B +

eE

c2
x

)
(ẍ+ 2Ωẏ) = eE − eH

c
ẏ

eE

c2
ẋẏ +

(
B +

eE

c2
x

)
(ÿ − 2Ωẋ) =

eH

c
ẋ

eE

c2
ẋż +

(
B +

eE

c2
x

)
z̈ = 0





, (3.366)

è ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ
eE

c2
ẋ2 +

(
B̃ − eE

c2
x

)
ẍ = eE − eH

c
ẏ

eE

c2
ẋẏ +

(
B̃ − eE

c2
x

)
ÿ =

eH

c
ẋ

eE

c2
ẋż +

(
B̃ − eE

c2
x

)
z̈ = 0





. (3.367)

Êðîìå òîãî, èç 1-é ãðóïïû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (3.356) ñëåäóåò,
÷òî â ðàñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, êîãäà ìàãíèòíîå ïîëå è ïîëå íåãîëî-
íîìíîñòè ïàðàëëåëüíû, èìååò ìåñòî óñëîâèå

Ω∗3H∗3 = −2πcρ , (3.368)

ãäå Ω∗3 = Ω= const èH∗3 =H = const. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ âçàèì-
íàÿ îðèåíòàöèÿ ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ âîçìîæíà
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, êàê
èñòî÷íèêà ïîëÿ, ρ 6=0.
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Ñëó÷àé 2. ~H ‖ ~E, ~H⊥~Ω, è ~E⊥~Ω, ò.å. ìàãíèòíàÿ è ýëåêòðè÷åñêàÿ íà-
ïðÿæåííîñòè íàïðàâëåíû âäîëü îñè x, à ïîëå íåãîëîíîìíîñòè
ïî-ïðåæíåìó âäîëü îñè z.

Â ýòîì ñëó÷àå èç âñåõ êîìïîíåíò íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
íå ðàâíà íóëþ òîëüêî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà

H∗1 = H23 =
ϕ

c

(
∂v2

∂z
− ∂v3

∂y

)
= const = H , (3.369)

à âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä (ïîêîìïîíåíòíî)
äëÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà

eE

c2
ẋ2 +

(
B +

eE

c2
x

)
(ẍ+ 2Ωẏ) = eE

eE

c2
ẋẏ +

(
B +

eE

c2
x

)
(ÿ − 2Ωẋ) = −eH

c
ż

eE

c2
ẋż +

(
B +

eE

c2
x

)
z̈ =

eH

c
ẏ





(3.370)

è äëÿ ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ
eE

c2
ẋ2 +

(
B̃ − eE

c2
x

)
ẍ = eE

eE

c2
ẋẏ +

(
B̃ − eE

c2
x

)
ÿ = −eH

c
ż

eE

c2
ẋż +

(
B̃ − eE

c2
x

)
z̈ =

eH

c
ẏ





. (3.371)

Òåïåðü, êîãäà ìû âûïèñàëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷à-
ñòèöû äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ âçàèìíîé îðèåíòàöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,
ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè, ïðèñòóïèì ê èõ ðåøåíèþ.

�3.13.1 Ìàãíèòíîå ïîëå îðòîãîíàëüíî ýëåêòðè÷åñêîìó
ïîëþ è ïàðàëëåëüíî ïîëþ íåãîëîíîìíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà

Áóäåì ðåøàòü âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû
(3.366, 3.367), ïîëàãàÿ àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó åå íàáëþäàåìîé ñêîðî-
ñòè ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü
ìàññó ÷àñòèöû â íà÷àëüíûé ìîìåíò, ðàâíîé åå ìàññå ïîêîÿ

m(0) =
m0√
1− v2

c2

∼= m0 . (3.372)
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Ïîëîæèì òàêæå, ÷òî âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ E òîæå ìàëà, òàê ÷òî ÷ëåí eEx

c2
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è, ñëåäîâà-

òåëüíî, èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä. Äëÿ ÷àñòè-
öû íàøåãî ìèðà

m0 (ẍ+2Ωẏ) = eE− eH
c
ẏ , m0 (ÿ−2Ωẋ) =

eH

c
ẋ , m0z̈ = 0 , (3.373)

äëÿ ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ

m0ẍ = eE − eH

c
ẏ , m0 ÿ =

eH

c
ẋ , m0 z̈ = 0 . (3.374)

Ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè, âûâåäåííûìè ïðè ðå-
øåíèè àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â �22 Òåîðèè ïîëÿ, åñëè ïîëå âðàùåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà Ω =0 è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íàïðàâ-
ëåíà âäîëü îñè x.

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ ñóòü ÷àñòíûé
ñëó÷àé óðàâíåíèé äëÿ íàøåãî ìèðà ïðè Ω= 0. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ â íàøåì ìèðå, à èõ ðåøåíèÿ â çàçåð-
êàëüå ïîëó÷àþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, åñëè ïîëîæèòü ïîëå íåãîëîíîì-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà Ω=0. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âäîëü
îñè z ïîëó÷àåì

z = ż(0) τ + z(0) . (3.375)

Èíòåãðèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå (âäîëü îñè y) èìååì

ẏ =
(

2Ω +
eH

m0c

)
x+ C1 , (3.376)

ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ C1 = ẏ(0)−
(
2Ω+ eH

m0c

)
x(0).

Ïîäñòàâëÿÿ ẏ â ïåðâîå óðàâíåíèÿ (3.373), ïîëó÷àåì äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî x

ẍ+ ω2x =
eE

m0
+ ω2x(0) − ωẏ(0) , (3.377)

ãäå ω=2Ω + eH
m0c

. Ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ

u = x− A

ω2
, A =

eE

m0
+ ω2x(0) − ωẏ(0) , (3.378)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé
ü+ ω2u = 0 , (3.379)

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä
u = C2 cosωτ + C3 sinωτ , (3.380)
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ãäå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ C2 =u(0), C3 = u̇(0)

ω .
Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé x ïóòåì îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè ïåðå-

ìåííûõ (ò.å. â îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê òîìó,
êàê ìû äåëàëè òîëüêî ÷òî), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ
èñêîìîé êîîðäèíàòû x

x =
1
ω

(
ẏ(0)−

eE

m0ω

)
cosωτ+

ẋ(0)

ω
sinωτ+

eE

m0ω2
+x(0)−

ẏ(0)

ω
. (3.381)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ ẏ (3.376),
ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàòû y

y =
1
ω

(
ẏ(0)−

eE

m0ω

)
sinωτ− ẋ(0)

ω
cosωτ+

eE

m0ω2
+y(0)+

ẋ(0)

ω
. (3.382)

Ðåøåíèÿ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çàçåðêàëüå èìåþò
òî÷íî òàêîé æå âèä, íî, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå Ω =0, ÷àñòîòà ðàâíà
ω= eH

m0c
.

Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà è ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, èìååò âèä E=mc2 è E=−mc2.

Òðåõìåðíûé èìïóëüñ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà â ñòàöè-
îíàðíîì îäíîðîäíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå (êîãäà ìàãíèòíîå ïîëå
îðòîãîíàëüíî ê ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ è ïàðàëëåëüíî ïîëþ íåãîëî-
íîìíîñòè) ñîñòàâëÿåò

p1 = m0 ẋ =
(
eE

ω
−m0 ẏ(0)

)
sinωτ +m0 ẋ(0) cosωτ

p2 = m0 ẏ =
(

2Ωm0

ω
+
eH

ωc

)(
eE

m0ω
− ẏ(0)

)
+m0 ẏ(0) +

+
(

2Ωm0

ω
+
eH

ωc

)[(
ẏ(0) −

eE

m0ω

)
cosωτ + ẋ(0) sinωτ

]

p3 = m0 ż = m0 ż(0)





. (3.383)

Îòñþäà âèäíî: èìïóëüñ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè ïîëåé èñïûòûâàåò ãàðìîíè÷åñêèå êî-
ëåáàíèÿ â íàïðàâëåíèÿõ x è y, à â íàïðàâëåíèè z ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
ôóíêöèåé îò íàáëþäàåìîãî âðåìåíè τ (â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü ż 6=0).

Ñîîòâåòñòâåííî, â ïëîñêîñòè x y ÷àñòîòà äàííûõ êîëåáàíèé ðàâ-
íà ω=2Ω+ eH

m0c
.

Â çàçåðêàëüå ïðè ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ, ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè òðåõìåðíûé èì-
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ïóëüñ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ðàâåí

p1 =
(
eE

ω
−m0 ẏ(0)

)
sinωτ +m0 ẋ(0) cosωτ

p2 =
eE

ω
+m0

[(
ẏ(0) −

eE

m0ω

)
cosωτ + ẋ(0) sinωτ

]

p3 = m0 ż(0)





, (3.384)

ãäå, â îòëè÷èè îò íàøåãî ìèðà, ω= eH
m0c

.
Â çàêëþ÷åíèå íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷èòü òî÷íûå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû îäíîâðåìåííî â ýëåêòðè-
÷åñêîì è ìàãíèòíûõ ïîëÿõ â îáùåì âèäå âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî,
ò.ê. â ïðîöåññå ðåøåíèÿ òàì ïîÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû.
Âîçìîæíî, â áóäóùåì, ïðè îñîáîì æåëàíèè èëè ïðàêòè÷åñêîé íåîá-
õîäèìîñòè, èõ âñå-òàêè óäàñòñÿ ðåøèòü â îáùåì âèäå íà ìàøèíàõ, íî
â íàøó çàäà÷ó ýòî íå âõîäèò. Âèäèìî, ñ òàêîé æå ïðîáëåìîé ñòîëê-
íóëèñü Ëàíäàó è Ëèôøèö, ò.ê. â �22 Òåîðèè ïîëÿ, ðàññìàòðèâàÿ
àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó (íî, â îòëè÷èè îò äàííîé êíèãè, îáùåêîâàðè-
àíòíûìè ìåòîäàìè è áåç ó÷åòà ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà),
îíè ñîñòàâëÿëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ïîëó÷àëè èõ ðåøåíèÿ, ïîëà-
ãàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèöû íåðåëÿòèâèñòñêîé è ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå ñëàáûì eEx

c2
≈ 0.

�3.13.2 Ìàãíèòíîå ïîëå ïàðàëëåëüíî ýëåêòðè÷åñêîìó ïî-
ëþ è îðòîãîíàëüíî ïîëþ íåãîëîíîìíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà

Áóäåì ðåøàòü âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû
(3.370, 3.371) â òîì æå ïðèáëèæåíèè, ÷òî è â ïåðâîì ñëó÷àå. Òîãäà
îíè ïðèìóò âèä äëÿ íàøåãî ìèðà

ẍ+ 2Ωẏ =
eE

m0
, ÿ − 2Ωẋ = − eH

m0c
ż , z̈ =

eH

m0c
ẏ (3.385)

è äëÿ çàçåðêàëüÿ

ẍ =
eE

m0
, ÿ = − eH

m0c
ż , z̈ =

eH

m0c
ẏ . (3.386)

Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (âäîëü îñè x) â íàøåì
ìèðå (3.385), ïîëó÷àåì

ẋ =
eE

m0
τ − 2Ωy + C1 , C1 = const = ẋ(0) + 2Ωy(0) . (3.387)
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Èíòåãðèðóÿ òðåòüå óðàâíåíèå (âäîëü îñè z), èìååì

ż =
eH

m0c
y + C2 , C2 = const = ż(0) −

eH

m0c
y(0) . (3.388)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ẋ è ż âî âòîðîå óðàâíå-
íèå äâèæåíèÿ (3.385), ïîëó÷àåì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå 2-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî y

ÿ +
(

4Ω2 +
e2H2

m2
0c

2

)
y =

2ΩeE
m0

τ + 2ΩC1 − eH

m0c
C2 . (3.389)

Áóäåì ðåøàòü åãî ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ââîäÿ íîâóþ
ïåðåìåííóþ u

u = y +
1
ω2

(
eH

m0c
C2 − 2ΩC1

)
, ω2 = 4Ω2 +

e2H2

m2
0c

2
, (3.390)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

ü+ ω2u =
2ΩeE
m0

τ , (3.391)

ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü ñóììà îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñâîáîäíûõ
êîëåáàíèé

ü+ ω2u = 0 (3.392)

è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ìîæíî çàïè-
ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

ũ = Mτ +N , (3.393)

ãäå M = const è N = const. Äèôôåðåíöèðóÿ ũ äâàæäû ïî τ è ïîä-
ñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû â íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (3.391), ïðèðàâíèâàÿ
ïîëó÷èâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû ïðè τ , íàõîäèì ëèíåéíûå êîýôôèöè-
åíòû

M =
2ΩeE
m0ω2

, N = 0 . (3.394)

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.391)
ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

u = C3 cosωτ + C4 sinωτ +
2ΩeE
m0ω2

τ , (3.395)

ãäå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ âû÷èñëÿåì, ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åí-
íîå âûðàæåíèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ìîìåíò τ =0. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷àåì C3 =u(0) è C4 = u̇(0)

ω .
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Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðîé ïåðåìåííîé y (3.390), ïîëó÷àåì îêîí÷à-
òåëüíîå ðåøåíèå äëÿ ýòîé êîîðäèíàòû

y =
[
y(0) +

1
ω2

(
eH

m0c
C2 + 2ΩC1

)]
cosωτ +

+
ẏ(0)

ω
sinωτ − 1

ω2

(
eH

m0c
C2 + 2ΩC1

)
+

2ΩeE
m0ω2

τ .

(3.396)

Çàòåì, ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèÿ äëÿ ẋ è ż, ïîñëå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ äëÿ x è z

x =
eE

2m0

(
1− 4Ω2

ω2

)
τ2 − 2Ω

ω

(
y(0) +A

)
sinωτ +

+
2Ω ẏ(0)
ω

cosωτ + (C1 + 2ΩA) τ + C5 ,

(3.397)

z =
eH

m0c ω

[(
y(0) +A

)
sinωτ − ẏ(0)

ω
cosωτ

]
−

−
(
eH

m0c
A− C2

)
τ + C6 ,

(3.398)

ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ìû îáîçíà÷àåì

A =
1
ω2

(
eH

m0c
C2 − 2ΩC1

)
, (3.399)

à íîâûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíû

C5 = x0 −
2Ω ẏ(0)
ω

, C6 = z(0) +
eHẏ(0)

m0c ω2
. (3.400)

Åñëè ïîëîæèòü Ω=0, òî èç êîîðäèíàò çàðÿæåííîé ÷àñòèöû íà-
øåãî ìèðà (3.396�3.398) ìû àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷èì ðåøåíèÿ äëÿ
êîîðäèíàò çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â çàçåðêàëüå

x =
eE

2m0
τ2 + ẋ(0)τ + x(0) , (3.401)

y =
ż(0)

ω
cosωτ +

ẏ(0)

ω
sinωτ − ż(0)

ω
+ y(0) , (3.402)

z =
ż(0)

ω
sinωτ − ẏ(0)

ω
cosωτ +

ẏ(0)

ω
+ z(0) . (3.403)

Ñîîòâåòñòâåííî, êîìïîíåíòû òðåõìåðíîãî èìïóëüñà çàðÿæåííîé
÷àñòèöû íàøåãî ìèðà â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ýëåêòðîìàãíèò-
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íîì ïîëå (êîãäà ìàãíèòíîå ïîëå ïàðàëëåëüíî ýëåêòðè÷åñêîìó è îð-
òîãîíàëüíî ê ïîëþ íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà) ñîñòàâëÿþò

p1 = m0 ẋ(0) + eE

(
1− 4Ω2

ω2

)
τ −

− 2m0Ω
[
ẏ(0)

ω
sinωτ +

(
y(0) +A

)
cosωτ − ẏ(0)

ω
−A

]

p2 = m0

[
ẏ(0) cosωτ − ω

(
y(0) +A

)
sinωτ

]
+

2ΩeE
ω2

p3 = m0 ż(0) +

+
eH

c

[(
y(0)+A

)
cosωτ+

ẏ(0)

ω
sinωτ−A+

2ΩeE
m0ω2

τ−y(0)
]





, (3.404)

ãäå ÷àñòîòà ω=
√

4Ω2 + e2H2

m2
0c

. Â çàçåðêàëüå, ïðè äàííîé êîíôèãóðà-
öèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè,
êîìïîíåíòû òðåõìåðíîãî èìïóëüñà çàðÿæåííîé ÷àñòèöû

p1 = m0 ẋ(0) + 2eE τ

p2 = m0

(
ẏ(0) cosωτ − ż(0) sinωτ

)

p3 = m0

(
ż(0) cosωτ − ẏ(0) sinωτ

)




, (3.405)

ãäå, â îòëè÷èå îò íàøåãî ìèðà, ÷àñòîòà ω= eH
m(0)c

.

�3.14 Çàêëþ÷åíèå
Ôàêòè÷åñêè, òåîðèþ, ïîñòðîåííóþ â ýòîé ãëàâå, ìîæíî íàèáîëåå
òî÷íî íàçâàòü õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûì ïðåäñòàâëåíèåì
ýëåêòðîäèíàìèêè â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èëè, ò.ê. ìà-
òåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí ïîäðàçó-
ìåâàåò â ñâîåé îñíîâå ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî, ïðîñòî � õðî-
íîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé ýëåêòðîäèíàìèêîé (ÕÝÄ). Çäåñü ìû
ïðèâåëè ëèøü îñíîâû ýòîé äèñöèïëèíû:

◦ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ (òåíçîðà Ìàêñâåëëà);

◦ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà;
◦ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà â õðîíîìåòðè÷åñêè

èíâàðèàíòíîé ôîðìå;
◦ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîå óñëîâèå Ëîðåíöà;
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◦ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà (óðàâ-
íåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà è
âåêòîð-ïîòåíöèàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ;

◦ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíóþ ñèëó Ëîðåíöà;
◦ òåíçîð ýíåðãèè- èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è åãî õðî-

íîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû;
◦ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàññî-

âîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöe;
◦ ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ÷åòûðåõìåðíîãî ïîòåíöèàëà ýëåê-

òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ñàì ïðåäìåò õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé ýëåêòðîäèíàìèêè

â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå, áåçóñëîâíî, êóäà áîëåå îáøèðåí.
Â äîïîëíåíèå ê ñäåëàííîìó ìîæíî, íàïðèìåð, âûâåñòè õðîíîìåòðè-
÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäà, ðàñïðåäåëåííîãî
â ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî ðàññìîòðåòü äâèæåíèå ÷àñòèöû, îáëàäàþ-
ùåé ñîáñòâåííûì ýëåêòðîìàãíèòíûì èçëó÷åíèåì, âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèì ñ ïîëåì, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû,
äâèæóùåéñÿ ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì ê ïîëþ (êàê äëÿ îòäåëüíîé
÷àñòèöû, òàê è â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíîãî çàðÿäà), è ìíîãîå äðóãîå.
Êðîìå òîãî, åñòåñòâåííî, çäåñü ðå÷ü èäåò î íåêâàíòîâîé ýëåêòðîäè-
íàìèêå. Êàê èçâåñòíî, ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò õðîíîìåòðè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ ñîçäàí äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïñåâäîðèìàíîâà ïðîñòðàí-
ñòâà. Â ïðîñòðàíñòâå ñ äðóãîé ãåîìåòðèåé îïåðàòîðû äëÿ ôîðìàëü-
íîãî îïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí, åñòåñòâåííî,
òàêæå áóäóò äðóãèìè. Òåì íå ìåíåå, ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòî-
äîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí â ïðîñòðàí-
ñòâå êâàíòîâîé ìåõàíèêè è êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè â ïðèíöèïå
òàêæå âîçìîæíî.
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ïñåâäîðèìàíîâîì

ïðîñòðàíñòâå

�4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â ýòîé ãëàâå íàì ïðåäñòîèò âûâåñòè äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû ñ âíóòðåííèì ìåõàíè÷åñêèì ìîìåíòîì (ñïè-
íîì). Ýòè óðàâíåíèÿ, êàê ìû óæå óïîìèíàëè â 1-é ãëàâå, ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ÷åòûðåõìåðíîãî äè-
íàìè÷åñêîãî âåêòîðà ÷àñòèöû Qα, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ñóììó
âåêòîðîâ

Qα = Pα + Sα, (4.1)

ãäå Pα =m0
dxα

ds
÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà ÷àñòèöû è Sα ÷å-

òûðåõìåðíûé èìïóëüñ, ïðèîáðåòàåìûé ÷àñòèöåé çà ñ÷åò âíóòðåí-
íåãî ìîìåíòà (ñïèíà), êîòîðûé äåëàåò åå äâèæåíèå íåãåîäåçè÷å-
ñêèì. Ïîýòîìó ìû áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó Sα ÷åòûðåõìåðíûì
ñïèí-èìïóëüñîì ÷àñòèöû. Ïðè÷åì, ò.ê. êîìïîíåíòû äèíàìè÷åñêîãî
âåêòîðà ÷àñòèöû Pα èçâåñòíû, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîãî äèíà-
ìè÷åñêîãî âåêòîðà ÷àñòèöû Qα íàì íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü òîëüêî
êîìïîíåíòû ñïèí-èìïóëüñà Sα, ÿâëÿþùèåñÿ íåêîòîðûìè ôóíêöè-
ÿìè ñïèíà ñàìîé ÷àñòèöû. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûì ýòàïîì íàøèõ
äåéñòâèé äîëæíî ñòàòü îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííî ñïèíà ÷àñòèöû êàê
ãåîìåòðè÷åñêîé âåëè÷èíû â ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Çàòåì, âî âòîðîì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû, ìû âû÷èñëèì
÷åòûðåõìåðíûé èìïóëüñ Sα, ïðèîáðåòàåìûé äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöåé
çà ñ÷åò ñâîåãî ñïèíà. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå íàì ïðåäñòîèò âûâåñòè
ñîáñòâåííî äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì
â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå è èõ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíò-
íûå (ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå) ïðîåêöèè íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàí-
ñòâî. Îñòàëüíûå ïàðàãðàôû áóäóò ïîñâÿùåíû äâèæåíèþ ýëåìåí-
òàðíûõ ÷àñòèö. Èòàê, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñïèíà ÷àñòèöû åñòü âå-
ëè÷èíà ±n~, èçìåðÿåìàÿ â äîëÿõ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, ãäå n òàê íà-
çûâàåìîå ñïèíîâîå êâàíòîâîå ÷èñëî. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èçâåñò-
íî, ÷òî äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ÷àñòèö ýòî ÷èñëî ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
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n = 0, 1
2
, 1, 3

2
, 2. Ïðè÷åì çíàêîïåðåìåííîñòü ± îçíà÷àåò âîçìîæ-

íîñòü ïðàâîãî èëè ëåâîãî íàïðàâëåíèÿ âíóòðåííåãî âðàùåíèÿ ÷à-
ñòèöû. Êðîìå òîãî, ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà èìååò ðàçìåðíîñòü ìîìåí-
òà èìïóëüñà ~ = [ ãðàìì ñì2/ñåê ]. Óæå òîëüêî ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò
î òîì, ÷òî ñïèí ÷àñòèöû ïî ñâîåé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðå äîë-
æåí áûòü àíàëîãè÷åí òåíçîðó ìîìåíòà èìïóëüñà, ò.å. ïðåäñòàâëÿòü
ñîáîé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð 2-ãî ðàíãà. Ïîñìîòðèì, ïîäòâåð-
æäàþò ëè ýòî äðóãèå èñòî÷íèêè. Ñîãëàñíî âòîðîìó ïîñòóëàòó Áî-
ðà: �Íà äëèíå êðóãîâîé îðáèòû ýëåêòðîíà óìåùàåòñÿ öåëîå ÷èñëî
âîëí äå Áðîéëÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåêòðîíó â ðàìêàõ êîíöåïöèè
÷àñòèöà-âîëíà�. Èíà÷å ãîâîðÿ, äëèíà îðáèòû ýëåêòðîíà 2πr ðàâíà
k äëèíàì âîëí äå Áðîéëÿ λ= h

p

2πr = kλ = k
h

p
, (4.2)

ãäå p âåëè÷èíà îðáèòàëüíîãî èìïóëüñà ýëåêòðîíà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ðàâíà ~= h

2π
, ðàâåíñòâî (4.2) ïðèíèìàåò âèä

rp = k~ . (4.3)

Òàê êàê ðàäèóñ-âåêòîð îðáèòû ýëåêòðîíà ri îðòîãîíàëåí âåêòî-
ðó åãî îðáèòàëüíîãî èìïóëüñà pk, äàííîå âûðàæåíèå â òåíçîðîíîé
çàïèñè åñòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

[
ri; pk

]
= k~ik . (4.4)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, âû÷èñëåííàÿ èç âòîðîãî
ïîñòóëàòà Áîðà â òåíçîðíîì âèäå, ïðåäñòàåò â âèäå àíòèñèììåòðè÷-
íîãî òåíçîðà 2-ãî ðàíãà. Îäíàêî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîñòîÿííîé
Ïëàíêà ñâÿçàíî ñ ïðåäñòàâëåíèåì îá îðáèòàëüíîé ñòðóêòóðå àòîìà
� ñèñòåìû áîëåå ñëîæíîé, ÷åì ýëåêòðîí èëè äðóãèå ýëåìåíòàðíûå
÷àñòèöû. Òåì íå ìåíåå, ñïèí, òàêæå îïðåäåëÿåìûé ýòîé ïîñòîÿí-
íîé, ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ñâîéñòâîì ñàìèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.
Ïîýòîìó, ïàðàëëåëüíî ñî âòîðûì ïîñòóëàòîì Áîðà, íåîáõîäèìî ðàñ-
ñìîòðåòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, èñõîäÿ èç
êàêîãî-ëèáî äðóãîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ, êàñàþùåãî-
ñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ ñàìîãî ýëåêòðîíà. Òàêóþ
âîçìîæíîñòü íàì äàþò èçâåñòíûå îïûòû Îòòî Øòåðíà è Âàëüòåðà
Ãåðëàõà (1922). Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ ýòèõ îïûòîâ ÿâëÿåòñÿ âûâîä
î òîì, ÷òî ýëåêòðîí îáëàäàåò âíóòðåííèì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì Lm,
êîòîðûé ïðîïîðöèîíàëåí åãî âíóòðåííåìó ìåõàíè÷åñêîìó ìîìåíòó
(ñïèíó) me

e
Lm = n~ , (4.5)
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ãäå e çàðÿä ýëåêòðîíà, me åãî ìàññà è n ñïèíîâîå êâàíòîâîå ÷èñ-
ëî (äëÿ ýëåêòðîíà n= 1

2
). Ìàãíèòíûé ìîìåíò êîíòóðà ïëîùàäüþ

S=πr2, ïî êîòîðîìó òå÷åò òîê I, ðàâåí Lm = IS. Ñèëà òîêà ðàâíà
çàðÿäó e, äåëåííîìó íà ïåðèîä åãî öèðêóëÿöèè T = 2πr

u ïî äàííîìó
êîíòóðó

I =
eu

2πr
, (4.6)

ãäå u âåëè÷èíà ñêîðîñòè öèðêóëÿöèè çàðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, âíóò-
ðåííèé ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà ðàâåí

Lm =
1
2
eur , (4.7)

èëè â òåíçîðíîì âèäå∗

Likm =
1
2
e
[
ri;uk

]
=

1
2

[
ri; pkm

]
, (4.8)

ãäå ri ðàäèóñ-âåêòîð öèðêóëÿöèè âíóòðåííåãî òîêà ýëåêòðîíà è uk
âåêòîð ñêîðîñòè ýòîé öèðêóëÿöèè. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïîñòîÿííàÿ
Ïëàíêà, âû÷èñëåííàÿ ÷åðåç âíóòðåííèé ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåê-
òðîíà (4.5), òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
âåêòîðîâ, ò.å. àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð 2-ãî ðàíãà

me

2e
[
ri; pkm

]
= n~ik, (4.9)

÷òî ïîäòâåðæäàåò àíàëîãè÷íûé âûâîä, ñäåëàííûé íàìè èç âòîðî-
ãî ïîñòóëàòà Áîðà. Ñîîòâåòñòâåííî, ðàññìàòðèâàÿ âíóòðèàòîìíûå è
âíóòðèýëåêòðîííûå êâàíòîâûå ñîîòíîøåíèÿ â ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâ-
äîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå, ìû ïîëó÷àåì ÷åòûðåõìåðíûé àíòèñèì-
ìåòðè÷íûé òåíçîð Ïëàíêà ~αβ , ïðîñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òðåõìåðíûå âåëè÷èíû ~ik

~αβ =




~00 ~01 ~02 ~03

~10 ~11 ~12 ~13

~20 ~21 ~22 ~23

~30 ~31 ~32 ~33


 . (4.10)

Äàííîìó àíòèñèììåòðè÷íîìó òåíçîðó ~αβ ñîîòâåòñòâóåò äóàëü-
íûé ïñåâäîòåíçîð Ïëàíêà ~∗αβ = 1

2
Eαβµν~µν . Ñîîòâåòñòâåííî, ñïèí

∗Âûðàæåíèÿ (4.8, 4.9) çàïèñàíû â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, ÷òî âïîëíå
ïðèìåíèìî äëÿ îïèñàíèÿ óïîìÿíóòûõ îïûòîâ. Â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ðå-
çóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó ðàäèóñ-
âåêòîð, ò.ê. îí çàâèñèò îò íåïðåðûâíî ìåíÿþùåãîñÿ íàïðàâëåíèÿ, â ðèìàíîâîì
ïðîñòðàíñòâå íå îïðåäåëåí.



154 Ãëàâà 4 ×àñòèöà ñî ñïèíîì

÷àñòèöû â ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå õàðàê-
òåðèçóåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì n~αβ , èëè äóàëüíûì åìó
ïñåâäîòåíçîðîì n~∗αβ . Ïðè÷åì, çäåñü ñîâåðøåííî íå èìååò çíà÷å-
íèÿ ôèçè÷åñêàÿ ïðèðîäà ñïèíà, äîñòàòî÷íî ëèøü, ÷òî ýòî ôóíäà-
ìåíòàëüíîå âíóòðåííåå ñâîéñòâî ÷àñòèöû õàðàêòåðèçóåòñÿ òåíçîðîì
(èëè ïñåâäîòåíçîðîì) äàííîãî âèäà. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò íàì
ðåøàòü çàäà÷ó î äâèæåíèè ÷àñòèö ñî ñïèíîì áåç êàêèõ-ëèáî ïðåä-
âàðèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé îá èõ âíóòðåííåì ñòðîåíèè, ò.å. ÷èñòî
ôîðìàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäîì.

Èòàê, ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà åñòü
àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð 2-ãî ðàíãà ñ ðàçìåðíîñòüþ ìîìåíòà èì-
ïóëüñà íåçàâèñèìî îò òîãî, ÷åðåç êàêèå âåëè÷èíû åãî ïîëó÷èëè: ìå-
õàíè÷åñêèå èëè ýëåêòðîìàãíèòíûå. Ïîñëåäíåå òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî
òåíçîð Ïëàíêà õàðàêòåðèçóåòñÿ íå ïðîñòî âðàùåíèåì âíóòðèàòîì-
íûõ ìàññ èëè êàêèõ-òî ìàññ âíóòðè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, à ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîÿâëåíèåì íåêîòîðîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî êâàíòîâîãî âðàùå-
íèÿ ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà (ïðèðîäà êîòîðîãî îñòàåòñÿ íå äî êîíöà
ÿñíîé âïëîòü äî ñåãîäíÿøíåãî äíÿ), óñòàíàâëèâàþùåãî âñå �ýëå-
ìåíòàðíûå� âðàùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íåçàâèñèìî îò èõ ôèçè÷åñêîé
ïðèðîäû.

Ñîáñòâåííîå âðàùåíèå ïðîñòðàíñòâà õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåõìåð-
íûì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûì (íàáëþäàåìûì) òåíçîðîì Aik
(1.36), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ
Aik =himhknA

mn ó êîìïîíåíò Amn ÷åòûðåõìåðíîãî êîíòðàâàðèàíò-
íîãî òåíçîðà

Aαβ = chαµhβνaµν , aµν =
1
2

(
∂bν
∂xµ

− ∂bµ
∂xν

)
. (4.11)

Â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà (bi =0) âñïîìîãàòåëüíûå âå-
ëè÷èíû aµν ðàâíû

a00 = 0 , a0i =
1

2c2

(
∂w
∂xi

−∂vi
∂t

)
, aik =

1
2c

(
∂vi
∂xk

− ∂vk
∂xi

)
(4.12)

è êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíîãî òåíçîðà âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïðè-
íèìàþò âèä

A00 = 0 , A0i = −Ai0 = 0 ,

Aik =
1
2

(
∂vk
∂xi

− ∂vi
∂xk

)
+

1
2c2

(Fivk − Fkvi) .
(4.13)

Áåç ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ òåíçîð óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç ëèíåéíóþ ñêîðîñòü âðàùå-
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íèÿ vi, òîãäà ìû îáîçíà÷àåì åãî Aαβ =Ωαβ

Ω00 = 0 , Ω0i = −Ωi0 = 0 , Ωik =
1
2

(
∂vk
∂xi

− ∂vi
∂xk

)
. (4.14)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî êîíöåïöèè ÷àñòèöà-âîëíà, êàæäîé
÷àñòèöå ñîîòâåòñòâóåò âîëíà ñ ýíåðãèåé E=mc2 = ~ω, ãäåm ðåëÿòè-
âèñòñêàÿ ìàññà ÷àñòèöû è ω åå ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà. Èíà÷å ãîâîðÿ,
ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êàæäóþ ÷àñòèöó ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê âîëíó, îïðåäåëåííóþ â áåñêîíå÷íî áëèçêîé îêðåñòíîñòè
ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà ÷àñòèöû, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîòîðîé çà-
âèñèò îò íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé ωαβ , îïðå-
äåëåííîãî òàêæå â ýòîé îêðåñòíîñòè. Òîãäà óïîìÿíóòîå êâàíòîâîå
ñîîòíîøåíèå â òåíçîðíîé çàïèñè ïðèíèìàåò âèä mc2 = ~αβωαβ .

Òàê êàê òåíçîð Ïëàíêà àíòèñèììåòðè÷åí, òî âñå åãî äèàãîíàëü-
íûå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ. Åãî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå (ñìå-
øàííûå) êîìïîíåíòû â ñîïóòñòâóþøåé ñèñòåìå îòñ÷åòà òàêæå
äîëæíû áûòü ðàâíûìè íóëþ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïî-
íåíòàì ÷åòûðåõìåðíîãî òåíçîðà óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà (4.14). Çíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ (òðåõìåðíûõ) êîìïî-
íåíò òåíçîðà Ïëàíêà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè îáùåèçâåñòíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ, äåìîíñòðèðóþùèõ ñâîéñòâà ñïèíà ÷àñòèö, ñîñòàâëÿ-
þò±~ â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ è îáðàçóþò òðåõìåð-
íûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé (íàáëþäàåìûé) òåíçîð Ïëàíêà
~ik. Â ñëó÷àå ëåâîãî âðàùåíèÿ êîìïîíåíòû ~12, ~23, ~31 èìåþò ïî-
ëîæèòåëüíûé çíàê, à êîìïîíåíòû ~13, ~32, ~21 îòðèöàòåëüíûé çíàê.

Òîãäà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÷åòûðåõìåðíîãî òåíçîðà Ïëàí-
êà, âûðàæåííàÿ â âèäå ìàòðèöû, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

~αβ =




0 0 0 0
0 0 ~ −~
0 −~ 0 ~
0 ~ −~ 0


 . (4.15)

Ïðè ïðàâîì âðàùåíèè êîìïîíåíòû ~12, ~23, ~31, íàîáîðîò, ÿâëÿ-
þòñÿ îòðèöàòåëüíûìè, à êîìïîíåíòû ~13, ~32, ~21 ïîëîæèòåëüíûìè

~αβ =




0 0 0 0
0 0 −~ ~
0 ~ 0 −~
0 −~ ~ 0


 . (4.16)

Êâàäðàò ÷åòûðåõìåðíîãî òåíçîðà Ïëàíêà âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþ-
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ùèì îáðàçîì

~αβ ~αβ = 2~2
[(
g11g22−g2

12

)
+

(
g11g33−g2

13

)
+

(
g22g33−g2

23

)
+

+ 2 (g12g23−g22g13−g12g33+g13g23−g11g23+g12g13)
]
,

(4.17)

è â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, êîãäà ñèñòåìà îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ ãà-
ëèëååâîé è ìåòðèêà ïðèíèìàåò äèàãîíàëüíûé âèä (2.70), ÷èñëåí-
íî ðàâåí ~αβ~αβ = 6~2. Â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå çíà÷åíèå
~αβ~αβ âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â (4.17) çàâèñèìîñòè òðåõ-
ìåðíûõ êîìïîíåíò ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îò íà-
áëþäàåìîãî òðåõìåðíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà hik =−gik + 1

c2
vivk

è ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó, õîòÿ íàáëþäàåìûå
êîìïîíåíòû ~ik òåíçîðà Ïëàíêà èìåþò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå (ñ ðàç-
íûìè çíàêàìè äëÿ ëåâîãî è ïðàâîãî âðàùåíèÿ), åãî êâàäðàò â îáùåì
ñëó÷àå çàâèñèò îò óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà.

Òåïåðü, êîãäà ìû îïðåäåëèëè êîìïîíåíòû òåíçîðà Ïëàíêà, ìîæ-
íî ïðèñòóïèòü íåïîñðåäñòâåííî ê âû÷èñëåíèÿì äîïîëíèòåëüíîãî
èìïóëüñà, ïðèîáðåòàåìîãî ÷àñòèöåé çà ñ÷åò åå ñïèíà, è ê âûâîäó
äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì â ïñåâäîðè-
ìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå.

�4.2 Ñïèí-èìïóëüñ ÷àñòèöû â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ
Äîáàâî÷íûé èìïóëüñ Sα, ïðèîáðåòàåìûé ÷àñòèöåé çà ñ÷åò åå ñïèíà,
ìû ïîëó÷èì, èññëåäîâàâ äåéñòâèå äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì. Èòàê,
äåéñòâèå S äëÿ ÷àñòèöû, îáëàäàþùåé âíóòðåííèì ñêàëÿðíûì ïîëåì
k, ñ êîòîðûì âçàèìîäåéñòâóåò íåêîòîðîå âíåøíåå ïîëå A è çà ñ÷åò
ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðåìåùàåò ÷àñòèöó íà èíòåðâàë ds, èìååò
âèä

S = α(kA)

∫ b

a

kAds , (4.18)

ãäå α(kA) ñêàëÿðíàÿ êîíñòàíòà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñâîéñòâî ÷àñòèöû
â äàííîì âçàèìîäåéñòâèè è óðàâíîâåøèâàþùàÿ ðàçìåðíîñòè. Åñëè
âíóòðåííåìó ñêàëÿðíîìó ïîëþ ÷àñòèöû k îòâå÷àåò âíåøíåå ïîëå
òåíçîðà 1-ãî ðàíãà Aα, òî äåéñòâèå ïî ïåðåìåùåíèþ ÷àñòèöû ýòèì
âåêòîðíûì ïîëåì áóäåò èìåòü âèä

S = α(kAα)

∫ b

a

kAαdx
α. (4.19)

Ïðè âçàèìîäåéñòâèè âíóòðåííåãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ k ÷àñòèöû ñ
âíåøíèì ïîëåì òåíçîðà 2-ãî ðàíãà Aαβ , äåéñòâèå ýòîãî ïîëÿ ïî ïå-
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ðåìåùåíèþ ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâåííî, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

S = α(kAαβ)

∫ b

a

kAαβ dx
αdxβ . (4.20)

È òàê äàëåå. Íàïðèìåð, åñëè ñîáñòâåííîìó âåêòîðíîìó ïîëþ ÷à-
ñòèöû kα îòâå÷àåò âíåøíåå âåêòîðíîå ïîëå Aα, òî äåéñòâèå ïî ïå-
ðåìåùåíèþ ÷àñòèöû çà ñ÷åò ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âûãëÿäèò òàê

S = α(kαAα)

∫ b

a

kαAαds . (4.21)

Êðîìå òîãî, äåéñòâèå, íåçàâèñèìî îò õàðàêòåðà âíóòðåííèõ
ñâîéñòâ ÷àñòèöû è âíåøíåãî ïîëÿ, âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

S =
∫ t2

t1

Ldt , (4.22)

ãäå L òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (ëàãðàíæèàí).
Òàê êàê ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ S åñòü [ ýðã ñåê = äèí ñì ñåê =

= ãðàìì ñì2/ ñåê ], òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò ðàçìåðíîñòü ýíåð-
ãèè [ ýðã = ãðàìì ñì2/ ñåê2 ]. Ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè Ëà-
ãðàíæà ïî òðåõìåðíîé êîîðäèíàòíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû ui = dxi

dt

∂L

∂ui
= pi (4.23)

åñòü êîâàðèàíòíàÿ ôîðìà åå òðåõìåðíîãî èìïóëüñà pi = cP i, ïî êî-
òîðîé ìîæíî âîññòàíîâèòü âûðàæåíèå äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà
èìïóëüñà ÷àñòèöû Pα. Òàêèì îáðàçîì, çàïèñàâ äåéñòâèå äëÿ ÷àñòè-
öû ñî ñïèíîì, âûäåëèâ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ
åå ïî êîîðäèíàòíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü äîïîë-
íèòåëüíûé èìïóëüñ, ïîëó÷àåìûé ÷àñòèöåé çà ñ÷åò åå ñïèíà.

Êàê èçâåñòíî, äåéñòâèå ïî ïåðåìåùåíèþ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â
ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä∗

S =
∫ b

a

m0c ds . (4.24)

∗Â Òåîðèè ïîëÿ [10] äåéñòâèå âçÿòî ñî çíàêîì �ìèíóñ�, òîãäà êàê ó íàñ ïåðåä
èíòåãðàëîì äåéñòâèÿ è â ôóíêöèè Ëàãðàíæà âñåãäà ñòîèò �ïëþñ�. Ýòî îáóñëîâ-
ëåíî òåì, ÷òî çíàê äåéñòâèÿ çàâèñèò îò âèäà ñèãíàòóðû ïñåâäîðèìàíîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. Ëàíäàó è Ëèôøèö â Òåîðèè ïîëÿ èñïîëüçóþò ñèãíàòóðó (−+++), ò.å.
âðåìÿ ó íèõ ìíèìîå, ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû âåùåñòâåííûå è òðåõìåð-
íûé êîîðäèíàòíûé èìïóëüñ ïîëîæèòåëåí (ñì. íèæå). Ó íàñ, êàê è â ðàáîòàõ
Çåëüìàíîâà [9, 11�13], ñèãíàòóðà èìååò âèä (+−−−), ò.å. âðåìÿ âåùåñòâåííîå è
ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû ìíèìûå: â ýòîì ñëó÷àå òðåõìåðíûé íàáëþäàå-
ìûé èìïóëüñ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.
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Â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, ò.ê. ïå-
ðåêðåñòíûå ÷ëåíû ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíû
íóëþ, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èíòåðâàë

ds =
√
gαβ dxαdxβ = cdt

√
1− u2

c2
(4.25)

è äåéñòâèå ïðèíèìàåò âèä

S =
∫ b

a

m0c ds =
∫ t2

t1

m0c
2

√
1− u2

c2
dt . (4.26)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â ãàëè-
ëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ðàâíà

L = m0c
2

√
1− u2

c2
. (4.27)

Äèôôåðåíöèðóÿ åå ïî êîîðäèíàòíîé ñêîðîñòè, ïîëó÷àåì êîâà-
ðèàíòíóþ ôîðìó òðåõìåðíîãî èìïóëüñà

pi =
∂L

∂ui
= m0c

2
∂

√
1− u2

c2

∂ui
= − m0ui√

1− u2

c2

, (4.28)

îòñþäà, ïîñëå ïîäíÿòèÿ èíäåêñîâ, ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõìåðíûé âåê-
òîð èìïóëüñà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû èìååò âèä

Pα =
m0

c

√
1− v2

c2

dxα

dt
= m0

dxα

ds
. (4.29)

Òàê êàê çäåñü îáà ñîìíîæèòåëÿ m0 è dxα

ds
â èòîãîâîì âûðàæåíèè

îáùåêîâàðèàíòíû, ò.å. íå çàâèñÿò îò âûáîðà êîíêðåòíîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà, òî ýòî âûðàæåíèå äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà, ïîëó÷åí-
íîå â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñïðàâåäëèâî òàêæå è â ëþáîé
äðóãîé (ïðîèçâîëüíîé) ñèñòåìå îòñ÷åòà ïñåâäîðèìàíîâà ïðîñòðàí-
ñòâà. Òåïåðü ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû, îáëàäàþùåé âíóòðåí-
íåé ñòðóêòóðîé, ïðîÿâëÿþùåéñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ êàê åå ñâîéñòâî,
íàçûâàåìîå ñïèíîì. Âíóòðåííåìó âðàùåíèþ (ñïèíó) ÷àñòèöû n~αβ
â ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå îòâå÷àåò âíåøíåå
ïîëå âðàùåíèÿAαβ ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå äåé-
ñòâèå äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì èìååò ñëåäóþùèé âèä

S =
∫ b

a

(
m0c ds+ α(s)~αβAαβ ds

)
, (4.30)
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ãäå α(s) [ ñåê/ñì ] ñêàëÿðíàÿ êîíñòàíòà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ÷àñòèöó â
ñïèí-âçàèìîäåéñòâèè. Òàê êàê â ñîñòàâ êîíñòàíòû äåéñòâèÿ ìîãóò
âõîäèòü ëèøü õàðàêòåðèñòèêè ñâîéñòâ ÷àñòèöû è ôóíäàìåíòàëüíûå
ôèçè÷åñêèå êîíñòàíòû, î÷åâèäíî, ÷òî α(s) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïè-
íîâîå êâàíòîâîå ÷èñëî n, ÿâëÿþùååñÿ ôóíêöèåé âíóòðåííèõ ñâîéñòâ
÷àñòèöû, äåëåííîå íà ñêîðîñòü ñâåòà α(s) = n

c . Òîãäà äåéñòâèå ïî ïå-
ðåìåùåíèþ ÷àñòèöû, âîçíèêàþùåå èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ åå ñïèíà ñ
ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà Aαβ (4.13) ðàâíî

S = α(s)

∫ b

a

~αβAαβ ds =
n

c

∫ b

a

~αβAαβ ds . (4.31)

Çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïîñòðîèòü ÷åòûðåõìåðíûé âåê-
òîð èìïóëüñà äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì òåì æå ñïîñîáîì, êàê è äëÿ
ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, íåâîçìîæíî. Âñïîìíèì, èìïóëüñ ñâîáîäíîé ÷à-
ñòèöû áûë âíà÷àëå ïîëó÷åí â ãàëèëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðîñòðàí-
ñòâà Ìèíêîâñêîãî, ãäå âûðàæåíèå ds ÷åðåç èíòåðâàë êîîðäèíàòíî-
ãî âðåìåíè dt, ïîäñòàâëÿåìîå â äåéñòâèå, èìååò ïðîñòîé âèä (4.25).
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (4.29), â ñèëó åãî îáùå-
êîâàðèàíòíîñòè, ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ïñåâäîðè-
ìàíîâà ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî, êàê âèäíî èç äåéñòâèÿ äëÿ ÷àñòèöû
ñî ñïèíîì, ñïèí âëèÿåò íà äâèæåíèå ÷àñòèöû òîëüêî â íåãîëîíîì-
íîì ïðîñòðàíñòâå Aαβ 6= 0, ò.å. êîãäà íå ðàâíû íóëþ ïåðåêðåñòíûå
÷ëåíû g0i ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Â ãàëèëååâîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà, ïî îïðåäåëåíèþ, âñå ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû ìåòðè-
÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíû íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû íóëþ ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà vi =−c g0i√

g00
è òåíçîð íåãîëîíîìíîñòè Aαβ .

Ïîýòîìó áåññìûñëåííî âûâîäèòü èìïóëüñ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì â ãàëè-
ëååâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî (òàì îí ïðîñòî
ðàâåí íóëþ), íóæíî âûâîäèòü åãî ñðàçó â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Â ïðîèçâîëüíîé ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïñåâäî-
ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà èíòåðâàë ds ðàâåí

ds = cdτ

√
1− v2

c2
= cdt

(
1−w + viu

i

c2

)√√√√1− u2

c2
(
1− w+viui

c2

)2
, (4.32)

ãäå êîîðäèíàòíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ui = dxi

dt
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åå

íàáëþäàåìóþ ñêîðîñòü vi = dxi

dτ
â âèäå

vi =
ui

1− w+viui

c2

, v2 =
hiku

iuk

(
1− w+viui

c2

)2
. (4.33)
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Òîãäà äîïîëíèòåëüíîå äåéñòâèå ïî ïåðåìåùåíèþ ÷àñòèöû (4.31),
âîçíèêàþùåå èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ åå ñïèíà ñ ïîëåì íåãîëîíîìíî-
ñòè ïðîñòðàíñòâà ïðèíèìàåò âèä

S = n

∫ t2

t1

~αβAαβ

√(
1− w + viui

c2

)2

− u2

c2
dt . (4.34)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ äåéñòâèÿ, âûçâàííîãî
ñïèíîì ÷àñòèöû, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

L = n~αβAαβ

√(
1− w + viui

c2

)2

− u2

c2
. (4.35)

Òåïåðü, ÷òîáû ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíûé èìïóëüñ, ïðèîáðåòåí-
íûé ÷àñòèöåé çà ñ÷åò åå ñïèíà, íàì îñòàëîñü âçÿòü ïðîèçâîäíóþ îò
ýòîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà (4.35) ïî êîîðäèíàòíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ~αβ êàê òåíçîð âíóòðåííåãî âðàùåíèÿ ÷àñòèöû è Aαβ
(4.13) êàê òåíçîð ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà íå ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèöû, ïîñëå äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ïîëó÷àåì

pi =
∂L

∂ui
= n~mnAmn

∂

∂ui

√(
1− w + viui

c2

)2

− u2

c2
=

= − n~mnAmn

c2
√

1− v2

c2

(vi + vi) ,
(4.36)

ãäå vi =hikvk. Ñðàâíèì âûðàæåíèå (4.36) ñ ïðîñòðàíñòâåííîé êî-
âàðèàíòíîé êîìïîíåíòîé pi = cPi ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà èìïóëü-
ñà Pα =m0

dxα

ds
ìàññîâîé ÷àñòèöû â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ ìàññîâîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî íàñ
èç ïðîøëîãî â áóäóùåå (ïðÿìîé õîä âðåìåíè), òðåõìåðíûé êîâàðè-
àíòíûé èìïóëüñ èìååò âèä [19]

pi = cPi = cgiαP
α = −m (vi + vi) = − m0√

1− v2

c2

(vi + vi) . (4.37)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà Sα, ïîëó-
÷àåìûé ÷àñòèöåé çà ñ÷åò åå ñïèíà (ñïèí-èìïóëüñ), ðàâåí

Sα =
1
c2
n~µνAµν

dxα

ds
, (4.38)
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èëè, îáîçíà÷èâ äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè η0 =n~µνAµν =n~mnAmn

Sα =
1
c2
η0
dxα

ds
. (4.39)

Òîãäà ñóììàðíûé äèíàìè÷åñêèé âåêòîð Qα (4.1), õàðàêòåðèçóþ-
ùèé äâèæåíèå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì, ðàâåí

Qα = Pα + Sα = m0
dxα

ds
+

1
c2
n~µνAµν

dxα

ds
. (4.40)

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòèöà ñî ñïèíîì â íåãîëîíîìíîì ïðîñòðàíñòâå
(Aµν 6=0) äåéñòâèòåëüíî ïðèîáðåòàåò äîïîëíèòåëüíûé èìïóëüñ, îò-
êëîíÿþùèé åå îò ãåîäåçè÷åñêîé òðàåêòîðèè (òðàåêòîðèè ñâîáîäíîé
÷àñòèöû) è äåëàþùèé åå äâèæåíèå íåãåîäåçè÷åñêèì. Â îòñóòñòâèè
âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, ò.å. êîãäà ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãîëîíîì-
íûì, âåëè÷èíû Aµν =0, è ñïèí ÷àñòèöû íèêàê íå âëèÿþò íà åå äâè-
æåíèå. Âïðî÷åì, âðÿä ëè ãäå-òî íàéäåòñÿ òàêàÿ îáëàñòü ïðîñòðàí-
ñòâà, â êîòîðîé ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò âðàùåíèå. Âèäèìî, ïîýòîìó
ñïèí íàèáîëåå ñèëüíî âëèÿåò íà äâèæåíèå ÷àñòèö â àòîìíîé ôèçèêå,
ãäå âðàùåíèÿ îñîáåííî ñèëüíû.

�4.3 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì
Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì ãåîìåòðè-
÷åñêè ñóòü óðàâíåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñóììàðíîãî âåêòîðà
Qα =Pα +Sα (4.40) âäîëü òðàåêòîðèè åå äâèæåíèÿ â ÷åòûðåõìåð-
íîì ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå

d

ds
(Pα + Sα) + Γαµν (Pµ + Sµ)

dxν

ds
= 0 , (4.41)

ãäå êâàäðàò ïåðåíîñèìîãî ñóììàðíîãî âåêòîðà ñîõðàíÿåòñÿ
(QαQα = const) âäîëü âñåé òðàåêòîðèè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.

Íàøà çàäà÷à � âû÷èñëèòü õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå (ôè-
çè÷åñêèå íàáëþäàåìûå) ïðîåêöèè ýòèõ óðàâíåíèé íà âðåìÿ è íà
ïðîñòðàíñòâî â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Îáùèé âèä ýòèõ
ïðîåêöèé, ïîëó÷åííûé âî 2-é ãëàâå

dϕ

ds
− 1
c
Fiq

i dτ

ds
+

1
c
Dik q

i dx
k

ds
= 0 , (4.42)

dqi

ds
+

(
ϕ

c

dxk

ds
+qk

dτ

ds

)(
Di
k+A·ik·

)− ϕ

c
F i
dτ

ds
+∆i

mkq
m dx

k

ds
=0 , (4.43)

ãäå, â äàííîì ñëó÷àå, ϕ � ýòî ïðîåêöèÿ ñóììàðíîãî âåêòîðà Qα íà
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âðåìÿ è qi � ýòî åãî ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî

ϕ = bαQ
α =

Q0√
g00

=
P0√
g00

+
S0√
g00

, (4.44)

qi = hiαQ
α = Qi = P i + Si. (4.45)

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê âû-
÷èñëåíèþ âåëè÷èí ϕ è qi, ïîäñòàíîâêå èõ â óðàâíåíèÿ (4.42, 4.43)
è ïðèâåäåíèþ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîåêöèè âåêòîðà èìïóëüñà ìàññî-
âîé ÷àñòèöû Pα =m0

dxα

ds
èìåþò âèä

P0√
g00

= ±m, P i =
1
c
mvi, (4.46)

îñòàëîñü âû÷èñëèòü ïðîåêöèè ñïèí-èìïóëüñà Sα. Ó÷èòûâàÿ â ôîð-
ìóëå äëÿ Sα (4.39), ÷òî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èíòåðâàë, âûðà-
æåííûé ÷åðåç ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû, èìååò âèä
ds= cdτ

√
1− v2/c2, ìû ïîëó÷àåì êîìïîíåíòû Sα

S0 =
1
c2
n~mnAmn√

1− v2

c2

(
vivi ± c2

)

c2
(
1− w

c2

) , (4.47)

Si =
1
c3
n~mnAmn√

1− v2

c2

vi, (4.48)

S0 = ± 1
c2

(
1− w

c2

) n~mnAmn√
1− v2

c2

, (4.49)

Si = − 1
c3
n~mnAmn√

1− v2

c2

(vi ± vi) , (4.50)

òàêæå âûðàæåííûå ÷åðåç ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû. Îò-
ñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ ïðîåêöèé
ñïèí-èìïóëüñà ÷àñòèöû. Îíè èìåþò âèä

S0√
g00

= ± 1
c2
η , Si =

1
c3
ηvi, (4.51)

ãäå η îáîçíà÷àåò
η =

n~mnAmn√
1− v2

c2

, (4.52)
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è çíàêîïåðåìåííîñòü, âîçíèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ôóíê-
öèè âðåìåíè dt

dτ
(1.55), óêàçûâàåò íà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòè-

öû â áóäóùåå (âåðõíèé çíàê) èëè â ïðîøëîå (íèæíèé çíàê). Òîãäà
êâàäðàò ñïèí-èìïóëüñà ÷àñòèöû ðàâåí

SαS
α = gαβ S

αSβ =
1
c4
η2
0 gαβ

dxαdxβ

ds2
=

1
c4
η2
0 (4.53)

è êâàäðàò åå ñóììàðíîãî äèíàìè÷åñêîãî âåêòîðà Qα ðàâåí

QαQ
α = gαβ Q

αQβ = m2
0 +

2
c2
m0η0 +

1
c4
η2
0 . (4.54)

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò äëèíû ñóììàðíîãî âåêòîðà ÷àñòèöû ñî
ñïèíîì ñêëàäûâàåòñÿ èç òðåõ ÷àñòåé:

1) êâàäðàòà äëèíû ñîáñòâåííîãî ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà ÷à-
ñòèöû PαP

α =m2
0;

2) êâàäðàòà åå ÷åòûðåõìåðíîãî ñïèí-èìïóëüñà SαSα = 1
c4
η2
0 ;

3) ÷ëåíà 2
c2
m0η0, õàðàêòåðèçóþùåãî ñïèí-ãðàâèòàöèîííîå âçàè-

ìîäåéñòâèå.
Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà (4.41) íåîáõîäèìî,

÷òîáû êâàäðàò ïåðåíîñèìîãî ñóììàðíîãî âåêòîðà ñîõðàíÿëñÿ âäîëü
âñåãî ïóòè ïåðåíîñà. Îäíàêî èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ (4.54) ñëå-
äóåò, ÷òî, ò.ê. m0 = const, êâàäðàò ñóììàðíîãî âåêòîðà ÷àñòèöû ñî
ñïèíîì Qα ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà âäîëü åå òðàåêòîðèè
η0 = const, ò.å.

dη0 =
∂η0
∂xα

dxα = 0 . (4.55)

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà dτ , ÷òî âñåãäà âîçìîæ-
íî∗, ò.ê. ýëåìåíòàðíûé èíòåðâàë ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ
áîëüøå íóëÿ, ïîëó÷àåì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîå óñëîâèå ïî-
ñòîÿíñòâà êâàäðàòà ñóììàðíîãî âåêòîðà ÷àñòèöû ñî ñïèíîì

dη0
dτ

=
∗∂η0
∂t

+ vk
∗∂η0
∂xk

= 0 . (4.56)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà η0 = n~mnAmn èìååì

n~mn
(∗∂Amn

∂t
+ vk

∗∂Amn
∂xk

)
= 0 . (4.57)

∗Óñëîâèå dτ =0 èìååò ñìûñë òîëüêî â îáîáùåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè,
â êîòîðîì âîçìîæíî âûðîæäåíèå ÷åòûðåõìåðíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè÷å-
ñêîãî òåíçîðà gαβ . Òîãäà óïîìÿíóòîå óñëîâèå îïðåäåëÿåò ïîëíîñòüþ âûðîæäåí-
íóþ îáëàñòü (íóëü-ïðîñòðàíñòâî), ãäå ñóùåñòâóþò íóëü-÷àñòèöû, ïåðåìåùàþ-
ùèåñÿ ìãíîâåííî, ò.å. ÿâëÿþùèåñÿ íîñèòåëÿìè äàëüíîäåéñòâèÿ.
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×òîáû íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ýòîò ðåçóëüòàò, âûðàçèì òðåõ-
ìåðíûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé òåíçîð óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Aik ÷åðåç ïñåâäîâåêòîð òðåõìåðíîé óãëî-
âîé ñêîðîñòè ýòîãî âðàùåíèÿ

Ω∗i =
1
2
εimnAmn , (4.58)

òàêæå ÿâëÿþùèéñÿ õðîíîìåòðè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Óìíîæàÿ Ω∗i

íà εipq

Ω∗i εipq =
1
2
εimnεipqAmn =

1
2

(
δmp δ

n
q − δnp δ

m
q

)
Amn = Apq , (4.59)

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (4.57) â âèäå

n~mn
[ ∗∂
∂t

(
εimnΩ∗i

)
+ vk

∗∂
∂xk

(
εimnΩ∗i

)]
=

= n~mnεimn
[

1√
h

∗∂
∂t

(√
hΩ∗i

)
+vk

1√
h

∗∂
∂xk

(√
hΩ∗i

)]
=0 .

(4.60)

Ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíàÿ ñèëà è òåíçîð íåãîëîíîìíîñòè ñâÿ-
çàíû äâóìÿ òîæäåñòâàìè Çåëüìàíîâà [9, 11�13], îäíî èç êîòîðûõ
èìååò âèä

2√
h

∗∂
∂t

(√
hΩ∗i

)
+ εijk ∗∇j Fk = 0 , (4.61)

èëè, â äðóãîé ôîðìå çàïèñè
∗∂Aik
∂t

+
1
2
(∗∇k Fi− ∗∇iFk

)
=

∗∂Aik
∂t

+
1
2

(∗∂Fk
∂xi

−
∗∂Fi
∂xk

)
= 0 , (4.62)

ãäå εijk ∗∇j Fk õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé (íàáëþäàåìûé)
âèõðü ïîëÿ ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû Fk. Îòñþäà âèäíî,
÷òî íåñòàöèîíàðíîñòü òåíçîðà óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðà-
íñòâà Aik îáóñëîâëåíà âèõðåâûì õàðàêòåðîì ïîëÿ ãðàâèòàöèîííî-
èíåðöèàëüíîé ñèëû Fi â ïðîñòðàíñòâå òåëà îòñ÷åòà.

Èòàê, ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà (4.61), íàøå âûðàæåíèå ïðèíèìàåò
âèä

−n~mn ∗∇mFn + n~mnεimnvk
1√
h

∗∂
∂xk

(√
hΩ∗i

)
= 0 , (4.63)

èëè èíà÷å

n~mn ∗∇mFn = n~mnεimnvk
(

Ω∗i
∗∂ ln

√
h

∂xk
+
∗∂Ω∗i

∂xk

)
. (4.64)
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Âñïîìíèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå � ëèøü ðàçâåðíóòàÿ õðîíîìåòðè-
÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ çàïèñü óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà êâàäðàòà ñóììàð-
íîãî âåêòîðà ÷àñòèöû ñî ñïèíîì (4.57). Ëåâóþ ÷àñòü (4.64) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

± 2n~
(∗∇1F2 − ∗∇2F1 + ∗∇1F3 − ∗∇3F1 + ∗∇2F3 − ∗∇3F2

)
, (4.65)

ãäå çíàêè �ïëþñ� è �ìèíóñ� îòíîñÿòñÿ ê ïðàâîé è ëåâîé ñèñòåìàì
êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ
(4.64) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé âèõðü
(ðîòîð) ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû. Ïðàâàÿ ÷àñòü (4.64) çà-
âèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèè ïîëÿ ïñåâäîâåêòîðà óãëîâîé
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ω∗i.

Èòàê, äëÿ ñîõðàíåíèÿ êâàäðàòà ïåðåíîñèìîãî âåêòîðà ÷àñòèöû
ñî ñïèíîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè âûðàæåíèÿ
(4.64) áûëè ðàâíû äðóã äðóãó âäîëü âñåé òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. Â
îáùåì ñëó÷àå, ò.å. áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé
î ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà, ýòî ïðîèñõîäèò
ïðè áàëàíñå ìåæäó âèõðåâûì ïîëåì ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé
ñèëû ïðîñòðàíñòâà è ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñïðåäåëåíèåì ïñåâäîâåê-
òîðà óãëîâîé ñêîðîñòè åãî âðàùåíèÿ. Åñëè æå ïîëå ãðàâèòàöèîííî-
èíåðöèàëüíîé ñèëû ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì, òî âñÿ ëåâàÿ ÷àñòü óñëî-
âèÿ ñîõðàíåíèÿ ïåðåíîñèìîãî âåêòîðà ÷àñòèöû ñî ñïèíîì (4.64) ðàâ-
íà íóëþ è ýòî óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä

n~mnεimnvk
1√
h

∗∂
∂xk

(√
hΩ∗i

)
= 0 . (4.66)

Çàïèøåì â ýòîì âûðàæåíèè õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíóþ
ïðîèçâîäíóþ êàê ∗∂

∂xk = ∂
∂xk + 1

c2
vk

∗∂
∂t
. Òîãäà ïîëó÷àåì

n~mnεimnvk
1√
h

[
∂

∂xk
(√
hΩ∗i

)− 1
c2
vk

∗∂
∂t

(√
hΩ∗i

)]
= 0 . (4.67)

Òàê êàê ïîëå ñèëû Fi â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì, òî,
ñîãëàñíî (4.66), âòîðîé ÷ëåí â ýòîì âûðàæåíèè ðàâåí íóëþ. Òàêèì
îáðàçîì, êâàäðàò ñóììàðíîãî âåêòîðà ÷àñòèöû ñî ñïèíîì ñîõðàíÿ-
åòñÿ â áåçâèõðåâîì ïîëå ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû Fi ïðè
ðàâåíñòâå íóëþ íå òîëüêî õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî âûðàæå-
íèÿ (4.66), íî è âûðàæåíèÿ ñ ïðîñòûìè ïðîèçâîäíûìè

n~mnεimnvk
1√
h

∂

∂xk
(√
hΩ∗i

)
= 0 . (4.68)
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Äëÿ ìàññîâûõ ÷àñòèö ýòî áûâàåò, íàïðèìåð, ïðè vk =0, ò.å. êî-
ãäà ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ è åãî òåëà îòñ÷åòà.
Òîãäà ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíûõ èç (4.68) íå ñòðîãî îáÿçàòåëü-
íî. Íî áåçìàññîâûå ÷àñòèöû ïðåáûâàþò â íåïðåðûâíîì äâèæåíèè
ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, ïîýòîìó äëÿ íèõ â áåçâèõðåâîì ïîëå ñèëû Fi
îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ ïðîèçâîäíûå ∂

∂xk (
√
hΩ∗i).

Òåïåðü âûâåäåì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå äèíàìè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïîäñòàâëÿÿ (4.46) è (4.51) â âûðàæåíèÿ (4.44, 4.45), ïî-
ëó÷àåì íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû ñóììàðíîãî âåêòîðà ÷àñòèöû ñî
ñïèíîì

ϕ = ±
(
m+

1
c2
η
)
, qi =

1
c
m vi +

1
c3
ηvi. (4.69)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ âåëè÷èí äëÿ ϕ> 0 â âûðàæåíèÿ (4.42,
4.43), ìû ïîëó÷àåì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ äëÿ ìàññîâîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì, äâèæóùåéñÿ èç ïðîøëîãî
â áóäóùåå

dm

dτ
− m

c2
Fivi +

m

c2
Dikvivk = − 1

c2
dη

dτ
+
η

c4
Fivi − η

c4
Dikvivk, (4.70)

d

dτ

(
mvi

)
+ 2m

(
Di
k +A·ik·

)
vk −mF i +m∆i

nkv
nvk =

= − 1
c2

d

dτ

(
ηvi

)− 2η
c2

(
Di
k +A·ik·

)
vk +

η

c2
F i − η

c2
∆i
nkv

nvk.
(4.71)

Äëÿ ìàññîâîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì, äâèæóùåéñÿ èç áóäóùåãî â
ïðîøëîå, ïîñëå ïîäñòàíîâêè âåëè÷èí (4.69) äëÿ ϕ< 0, ýòè óðàâíåíèÿ
ïðèíèìàþò âèä

−dm
dτ

− m

c2
Fivi +

m

c2
Dikvivk =

1
c2
dη

dτ
+
η

c4
Fivi − η

c4
Dikvivk, (4.72)

d

dτ

(
mvi

)
+mF i +m∆i

nkv
nvk =

= − 1
c2

d

dτ

(
ηvi

)− η

c2
F i − η

c2
∆i
nkv

nvk,
(4.73)

Ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ ìû ñêîìïîíîâàëè òàêèì îáðàçîì, ÷òî
ñëåâà ñòîèò ãåîäåçè÷åñêàÿ ÷àñòü, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñâîáîäíîå (ãåî-
äåçè÷åñêîå) äâèæåíèå ÷àñòèöû, à ñïðàâà ñãðóïïèðîâàíû ÷ëåíû, âû-
çâàííûå íàëè÷èåì ñïèíà ÷àñòèöû è äåëàþùèå åå äâèæåíèå íåãåî-
äåçè÷åñêèì (íåãåîäåçè÷åñêàÿ ÷àñòü). Òàêèì îáðàçîì, ïðè äâèæåíèè
÷àñòèöû áåç ñïèíà ïðàâûå ÷àñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü, è ìû ïîëó÷àåì
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õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Òàêîé âèä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïîçâîëèò íàì
áîëåå íàãëÿäíî ïðîâåñòè èõ àíàëèç â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.

Áåçìàññîâàÿ ÷àñòèöà â ðàìêàõ êîíöåïöèè ÷àñòèöà-âîëíà îáû÷íî
õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì âîëíîâûì âåêòîðîì Kα = ω

c
dxα

dσ
,

ãäå dσ2 =hik dx
idxk òðåõìåðíûé ôèçè÷åñêèé íàáëþäàåìûé èíòåð-

âàë, íå ðàâíûé íóëþ âäîëü èçîòðîïíûõ òðàåêòîðèé. Òàê êàê áåç-
ìàññîâûå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ âäîëü èçîòðîïíûõ òðàåêòîðèé (òðàåê-
òîðèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà), òî âåêòîð Kα òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçî-
òðîïíûì: åãî êâàäðàò ðàâåí íóëþ. Îäíàêî, ò.ê. ðàçìåðíîñòü âîëíî-
âîãî âåêòîðàKα [ ñì −1 ], âûâåäåííûå ñ åãî ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö èìåþò ðàçìåðíîñòü, îòëè÷íóþ îò óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ ìàññîâûõ ÷àñòèö. Êðîìå òîãî, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
íå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü äåéñòâèå â åäèíîé ôîðìå äëÿ ìàññîâûõ è
áåçìàññîâûõ ÷àñòèö. Âìåñòå ñ òåì ñïèí � ôèçè÷åñêîå ñâîéñòâî, êî-
òîðûì îáëàäàþò êàê ìàññîâûå, òàê è áåçìàññîâûå ÷àñòèöû (íàïðè-
ìåð, ôîòîíû). Ïîýòîìó ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñî
ñïèíîì íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü åäèíûé äèíàìè÷åñêèé âåêòîð äëÿ
îáîèõ òèïîâ ÷àñòèö. Ýòîò âåêòîð ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ ôèçè-
÷åñêèå óñëîâèÿ, âûïîëíÿþùèåñÿ âäîëü èçîòðîïíûõ òðàåêòîðèé,

ds2 = c2dτ2 − dσ2 = 0 , cdτ = dσ 6= 0 , (4.74)

ê ÷åòûðåõìåðíîìó èìïóëüñó ìàññîâîé ÷àñòèöû

Pα = m0
dxα

ds
=
m

c

dxα

dτ
= m

dxα

dσ
. (4.75)

Â ðåçóëüòàòå ïàðàìåòðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ íà-
áëþäàåìûé òðåõìåðíûé èíòåðâàë, íå ðàâíûé íóëþ âäîëü èçîòðîï-
íûõ òðàåêòîðèé, à ðàçìåðíîñòü âñåãî âûðàæåíèÿ, â îòëè÷èè îò ÷å-
òûðåõìåðíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà Kα [ ñåê−1 ], ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíî-
ñòüþ ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà èìïóëüñà Pα [ ãðàìì ]. Ïðè÷åì ðåëÿ-
òèâèñòñêàÿ ìàññà m, íå ðàâíàÿ íóëþ äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö, âû-
÷èñëÿåòñÿ èç åå ýíåðãåòè÷åñêîãî ýêâèâàëåíòà ïî ôîðìóëå E=mc2

Íàïðèìåð, åñëè ýíåðãèÿ ôîòîíà ðàâíà E=1ÌýÂ=1.6×10−6 ýðã, òî
åãî ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìàññà ñîñòàâëÿåò m=1.8×10−28 ãðàìì.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà (4.75), â çàâè-
ñèìîñòè îò åãî ôîðìû, ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòü êàê äâèæåíèå ìàñ-
ñîâûõ ÷àñòèö (íåèçîòðîïíûå òðàåêòîðèè), òàê è äâèæåíèå áåçìàññî-
âûõ ÷àñòèö (èçîòðîïíûå òðàåêòîðèè). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ áåçìàññî-
âûõ ÷àñòèöm0 =0 è ds=0, ïîýòîìó èõ ÷àñòíîå 0

0
â âûðàæåíèè (4.75)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü òèïà 0/0. Ïåðåõîä îò m0
ds

ê m
dσ
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åñòü ðàñêðûòèå ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè, ò.ê. ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìàññà
(ìàññà äâèæåíèÿ) áåçìàññîâûõ ÷àñòèö m 6=0 è âäîëü èõ òðàåêòîðèé
dσ 6=0.

Åñòåñòâåííî, ÷òî â ôîðìå, ïðèìåíÿåìîé ê áåçìàññîâûì ÷àñòè-
öàì (ò.å. âäîëü èçîòðîïíûõ òðàåêòîðèé), êâàäðàò ÷åòûðåõìåðíîãî
âåêòîðà èìïóëüñà Pα (4.75) ðàâåí íóëþ

PαP
α = gαβP

αP β = m2gαβ
dxα

dσ

dxβ

dσ
= m2 ds

2

dσ2
= 0 . (4.76)

Ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà
èìïóëüñà áåçìàññîâûõ ÷àñòèö Pα =m dxα

dσ
ðàâíû

P0√
g00

= ±m, P i =
1
c
mci, (4.77)

ãäå ci òðåõìåðíûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé âåêòîð ñêîðîñòè
ñâåòà. Â ýòîì ñëó÷àå ñïèí-èìïóëüñ ÷àñòèöû (4.39) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
èçîòðîïíûì

Sα =
1
c2
η0
dxα

ds
=

1
c2
η
dxα

cdτ
=

1
c2
η
dxα

dσ
, (4.78)

ò.ê. åãî êâàäðàò ðàâåí íóëþ

SαS
α = gαβ S

αSβ =
1
c4
η2gαβ

dxαdxβ

dσ2
=

1
c4
η2 ds

2

dσ2
= 0 , (4.79)

è, ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàò ñóììàðíîãî âåêòîðà áåçìàññîâîé ÷àñòèöû
ñî ñïèíîì Qα =Pα +Sα òàêæå ðàâåí íóëþ. Íàáëþäàåìûå ïðîåêöèè
èçîòðîïíîãî ñïèí-èìïóëüñà (ñïèí-èìïóëüñà áåçìàññîâîé ÷àñòèöû)
èìåþò âèä

S0√
g00

= ± 1
c2
η , Si =

1
c3
ηci, (4.80)

ïðè÷åì åãî âðåìåííàÿ ïðîåêöèÿ ñîâïàäàåò ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íîé
äëÿ ìàññîâûõ (íåèçîòðîïíûõ) ÷àñòèö (4.51), à â ïðîñòðàíñòâåííîé
ïðîåêöèè âìåñòî ïðîèçâîëüíîé íàáëþäàåìîé ñêîðîñòè vi (4.51) ñòî-
èò âåêòîð íàáëþäàåìîé ñêîðîñòè ñâåòà ci. Ñîîòâåòñòâåííî, íàáëþäà-
åìûå êîìïîíåíòû ñóììàðíîãî äèíàìè÷åñêîãî âåêòîðà áåçìàññîâîé
÷àñòèöû ñî ñïèíîì

ϕ = ±
(
m+

1
c2
η
)
, qi =

1
c
mci +

1
c3
ηci. (4.81)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ çíà÷åíèé ïðè ïîëîæèòåëüíîì ϕ â èñõîä-
íûå ôîðìóëû (4.42, 4.43) ïîëó÷àåì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå
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äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áåçìàññîâîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì,
êîòîðàÿ äâèæåòñÿ èç ïðîøëîãî â áóäóùåå,

dm

dτ
− m

c2
Fic

i +
m

c2
Dikc

ick = − 1
c2
dη

dτ
+
η

c4
Fic

i − η

c4
Dikc

ick, (4.82)

d

dτ

(
mci

)
+ 2m

(
Di
k +A·ik·

)
ck −mF i +m∆i

nkc
nck =

= − 1
c2

d

dτ

(
ηci

)− 2η
c2

(
Di
k +A·ik·

)
ck +

η

c2
F i − η

c2
∆i
nkc

nck.
(4.83)

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ áåçìàññîâîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì, äâèæóùåé-
ñÿ èç áóäóùåãî â ïðîøëîå, ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé (4.81) ïðè
ϕ< 0, óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

−dm
dτ

− m

c2
Fic

i +
m

c2
Dikc

ick =
1
c2
dη

dτ
+
η

c4
Fic

i − η

c4
Dikc

ick, (4.84)

d

dτ

(
mci

)
+mF i +m∆i

nkc
nck =

= − 1
c2

d

dτ

(
ηci

)− η

c2
F i − η

c2
∆i
nkc

nck.
(4.85)

×òî êàñàåòñÿ íóëü-÷àñòèö, îáèòàþùèõ â ïîëíîñòüþ âûðîæäåí-
íîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ìû íå ðàñïîëàãàåì
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè î òîì, îáëàäàþò ëè îíè ñîáñòâåííûì
âíóòðåííèì âðàùåíèåì (ñïèíîì) èëè íåò.

�4.4 Ôèçè÷åñêèå óñëîâèÿ ñïèí-âçàèìîäåéñòâèÿ
Èòàê, ñïèí (âíóòðåííèé ìåõàíè÷åñêèé ìîìåíò) ÷àñòèöû âçàèìîäåé-
ñòâóåò ñ âíåøíèì ïîëåì âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà � ïîëåì òåíçî-
ðà íåãîëîíîìíîñòè Aαβ = 1

2
chαµhβν

(
∂bν

∂xµ − ∂bµ

∂xν

)
, ÿâëÿþùèìñÿ ôóíê-

öèåé ðîòîðà ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà ñêîðîñòè íàáëþäàòåëÿ bα. Â
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèÿõ ÷àñòèöà âçàèìîäåéñòâóåò òîæå ñ âíåø-
íèì ïîëåì òåíçîðà 2-ãî ðàíãà, òåíçîðà Ìàêñâåëëà Fαβ = ∂Aβ

∂xα − ∂Aα

∂xβ ,
ò.å. ðîòîðîì ÷åòûðåõìåðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà. Ïî-
ýòîìó èìååò ñìûñë ñðàâíèòü íàáëþäàåìûå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ
Ìàêñâåëëà Fαβ ñ èõ àíàëîãàìè äëÿ ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè Aαβ .

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïîëå òåíçîðà Ìàêñâåëëà
èìååò äâå ãðóïïû íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí, îáðàçîâàííûõ ñîáñòâåí-
íî êîâàðèàíòíûì òåíçîðîì Fαβ è äóàëüíûì åìó ïñåâäîòåíçîðîì
F ∗αβ = 1

2
EαβµνFµν , ãäå Eαβµν ÷åòûðåõìåðíûé ñîâåðøåííî àíòèñèì-

ìåòðè÷íûé äèñêðèìèíàíòíûé òåíçîð, îáðàçóþùèé ïñåâäîòåíçîðû â
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÷åòûðåõìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå,
F ·i0·√
g00

= Ei, F ik = Hik

F ∗·i0·√
g00

= H∗i, F ∗ik = E∗ik




. (4.86)

Àíàëîãè÷íûå êîìïîíåíòû îáùåêîâàðèàíòíîãî òåíçîðà íåãîëî-
íîìíîñòè Aαβ (4.11) è ïñåâäîòåíçîðà A∗αβ = 1

2
EαβµνAµν , âû÷èñëåí-

íûå â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà, èìåþò âèä
A·i0·√
g00

= 0 , Aik = himhknAmn

A∗·i0·√
g00

= 0 , A∗ik = 0




. (4.87)

Ñðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ ñ íàáëþäàåìûìè êîìïîíåíòàìè òåí-
çîðà è ïñåâäîòåíçîðà Ìàêñâåëëà (4.86), òàêæå âû÷èñëåííûìè â ñî-
ïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ìû âèäèì, ÷òî â ñëó÷àå ñïèí-âçàèìî-
äåéñòâèÿ èìååòñÿ àíàëîã ëèøü �ìàãíèòíîé� ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ íå-
ãîëîíîìíîñòè Hik =Aik =himhknAmn. Àíàëîã �ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé�
ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè â ñïèí-âçàèìîäåéñòâèè ïîëó-
÷àåòñÿ ðàâíûì íóëþ E i = A·i0·√

g00
= 0. Âïðî÷åì, ýòî è íåóäèâèòåëüíî,

ò.ê. ñïèí (âíóòðåííåå ïîëå âðàùåíèÿ) ÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóåò ñ
âíåøíèì ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà è îáà ýòèõ ïîëÿ ñî-
çäàíû äâèæåíèåì. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè àíàëîã
�ìàãíèòíîé� ñîñòàâëÿþùåé Hik =Aik 6=0 íå ìîæåò áûòü äóàëüíûì
ðàâíîé íóëþ âåëè÷èíå H∗i = A∗·i0·√

g00
=0. Àíàëîãèÿ ñ ýëåêòðîìàãíèò-

íûì ïîëåì ïîëó÷àåòñÿ íåïîëíîé. Íî àáñîëþòíîãî ñîâïàäåíèÿ è íå
ñëåäîâàëî îæèäàòü, ò.ê. òåíçîð íåãîëîíîìíîñòè è òåíçîð ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìåþò íåñêîëüêî ðàçíóþ ñòðóêòóðó: òåíçîð Ìàêñ-
âåëëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðîòîð â �÷èñòîì� âèäå Fαβ = ∂Aβ

∂xα − ∂Aα

∂xβ ,
òîãäà êàê òåíçîð íåãîëîíîìíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðîòîðîì ñ �äîáàâêàìè�
Aαβ = 1

2
chαµhβν

(
∂bν

∂xµ − ∂bµ

∂xν

)
. Âìåñòå ñ òåì ìû íå ñîìíåâàåìñÿ, ÷òî

òàêîé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýòèõ áëèçêèõ ïî ñòðóêòóðå ïîëåé â áó-
äóùåì ïîçâîëèò ïîñòðîèòü òåîðèþ ñïèí-âçàèìîäåéñòâèÿ, ñõîæóþ ñ
òåîðèåé ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé. Íåïîëíàÿ àíàëîãèÿ ïîëÿ íåãî-
ëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, â ÷àñòíîñòè,
ïðèâîäèò åùå âîò ê ÷åìó. Åñëè îïðåäåëèòü ñèëó ñïèí-âçàèìîäåéñò-
âèÿ òàê æå, êàê è ñèëó Ëîðåíöà Φα = e

c F
α·
·σ U

σ, òî ïîëó÷èâøååñÿ âû-
ðàæåíèå Φα = η0

c2
Aα··σU

σ áóäåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ íå âñå ÷ëåíû ïðàâûõ
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÷àñòåé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì. Îäíàêî ñòîðîíÿÿ
ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó, ïî îïðåäåëåíèþ äîëæíà âêëþ÷àòü
â ñåáÿ âñå ôàêòîðû, îòêëîíÿþùèå ÷àñòèöó îò ãåîäåçè÷åñêîé òðà-
åêòîðèè, ò.å. âñå ÷ëåíû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷åòûðåõìåðíàÿ ñèëà ñïèí-âçàèìîäåéñòâèÿ
Φα [ ãðàìì/ñåê ] îïðåäåëÿåòñÿ îáùåêîâàðèàíòíûì âûðàæåíèåì

Φα =
DSα

ds
=
dSα

ds
+ ΓαµνS

µ dx
ν

ds
, (4.88)

ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà ïðîñòðàíñòâî (ïîñëå äåëåíèÿ íà c) äàåò òðåõ-
ìåðíóþ ñèëó ñïèí-âçàèìîäåéñòâèÿ Φi [ ãðàìì ñì/ñåê2 ]. Íàïðèìåð,
äëÿ ìàññîâûõ ÷àñòèö íàøåãî ìèðà èç ôîðì. (4.71) èìååì

Φi = − 1
c2

d

dτ

(
ηvi

)− 2η
c2

(
Di
k +A·ik·

)
vk +

η

c2
F i − η

c2
∆i
nkv

nvk. (4.89)

Ïðîäîëæàÿ ñîïîñòàâëåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî è ñïèí-âçàèìî-
äåéñòâèÿ, ïî àíàëîãèè ñ èíâàðèàíòàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
(3.25, 3.26) âû÷èñëèì èíâàðèàíòû ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè. Â ñîïóò-
ñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà îíè ïðèíèìàþò âèä

J1 = AαβA
αβ = AikA

ik = εikm ε
iknΩ∗mΩ∗n = 2Ω∗iΩ∗i, (4.90)

J2 = AαβA
∗αβ = 0 . (4.91)

Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíûé èíâàðèàíò J1 = 2Ω∗iΩ∗i âñåãäà îòëè-
÷åí îò íóëÿ, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿëîñü áû ãî-
ëîíîìíûì (íå âðàùàëîñü) è ñïèí-âçàèìîäåéñòâèå îòñóòñòâîâàëî áû.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê èññëåäîâàíèþ ôèçè÷åñêèõ óñëîâèé äâèæå-
íèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî âåêòî-
ðà ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû

Fi =
1

1− w

c2

(
∂w
∂xi

− ∂vi
∂t

)
= − c2 ∂ ln

(
1− w

c2

)

∂xi
−
∗∂vi
∂t

, (4.92)

âûðàçèì òåíçîð íåãîëîíîìíîñòè Aik (1.36) ÷åðåç ãðàâèòàöèîííûé
ïîòåíöèàë è ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

Aik =
1
2

(∗∂vk
∂xi

−
∗∂vi
∂xk

)
+ vi

∂ ln
√

1− w

c2

∂xk
− vk

∂ ln
√

1− w

c2

∂xi
. (4.93)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî òåíçîð íåãîëîíîìíîñòè Aik ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé òðåõìåðíûé íàáëþäàåìûé âèõðü ëèíåéíîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ
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ïðîñòðàíñòâà ñ äâóìÿ äîáàâî÷íûìè ÷ëåíàìè, ñîçäàííûìè âçàèìî-
äåéñòâèåì ïîëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà w è ïîëÿ âðàùåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà.

Âìåñòå ñ òåì ñïèí-âçàèìîäåéñòâèå, èç-çà ìàëîñòè àáñîëþòíîãî
çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, ñêàçûâàåòñÿ ëèøü íà äâèæåíèè ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ïðè÷åì â ìàñøòàáàõ ñòîëü ìàëûõ ìàññ è ðàññòî-
ÿíèé, êàê èçâåñòíî, èíòåíñèâíîñòü ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ñëàáåå ýëåêòðîìàãíèòíîãî, ñëàáîãî (ñïèíîâî-
ãî) è ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèé. Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ñïèí-âçàèìîäåéñòâèè â âûðàæåíèè äëÿ òåíçîðà
íåãîëîíîìíîñòè Aik (4.93) ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë w→ 0. Òîãäà
â ìàñøòàáàõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö Aik ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáëþ-
äàåìûé âèõðü (ðîòîð) â �÷èñòîì� âèäå

Aik =
1
2

(∗∂vk
∂xi

−
∗∂vi
∂xk

)
, (4.94)

à â âåêòîðå ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû (4.92) îñòàåòñÿ ëèøü
èíåðöèàëüíàÿ (êîðèîëèñîâà) ÷àñòü

Fi = −
∗∂vi
∂t

= − 1

1− w

c2

∂vi
∂t

= −∂vi
∂t

. (4.95)

Òîæäåñòâà Çåëüìàíîâà [9, 11�13], ñâÿçûâàþùèå ãðàâèòàöèîííî-
èíåðöèàëüíóþ ñèëó è âðàùåíèå ïðîñòðàíñòâà

2√
h

∗∂
∂t

(√
hΩ∗i

)
+ εijk ∗∇j Fk = 0 , ∗∇kΩ∗k +

1
c2
FkΩ∗k = 0 , (4.96)

äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö (w→ 0) ïðèíèìàþò âèä

1√
h

∂

∂t

(√
hΩ∗i

)
+

1
2
εijk

( ∗∂2vk
∂xj∂t

−
∗∂2vj
∂xk∂t

)
= 0

∗∇kΩ∗k − 1
c2

∗∂vk
∂t

Ω∗k = 0




. (4.97)

Åñëè ïîäñòàâèòü ñþäà ∗∂vk

∂t
=0, ò.å. ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàáëþäà-

åìîå âðàùåíèå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, òî ìû ïîëó-
÷èì ∗∇kΩ∗k =0, ò.å. ïñåâäîâåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ. Ýòî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå �òîêîâ� ïîëÿ
âðàùåíèÿ. Òîãäà ïåðâîå (âåêòîðíîå) òîæäåñòâî ïðèìåò âèä

Ω∗iD +
∗∂Ω∗i

∂t
= 0 , (4.98)
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà D=det‖Dn
n‖ =

∗∂ ln
√
h

∂t
, ò.å. ñêîðîñòü

îòíîñèòåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà ïðîñòðàíñòâà,
ðàâíà íóëþ D= 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç ýòèõ òîæäåñòâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýëåìåíòàð-
íûõ ÷àñòèö (ò.å. ñ w→ 0) ïðè ñòàöèîíàðíîì âðàùåíèè ïðîñòðàí-
ñòâà ∗∂vk

∂t
=0 òåíçîð óãëîâûõ ñêîðîñòåé ýòîãî âðàùåíèÿ ñîõðàíÿåò-

ñÿ ∗∇kΩ∗k =0 è îòíîñèòåëüíîå ðàñøèðåíèå (äåôîðìàöèÿ) ïðîñòðàí-
ñòâà îòñóòñòâóåò D= 0.

Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð ïîëÿ íåãîëîíîì-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà (êàê âíåøíåãî ïîëÿ â ñïèí-âçàèìîäåéñòâèè) ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñòàáèëüíîñòè ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû.
Èñõîäÿ èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äîëãîæèâóùèå ÷àñòèöû
ñî ñïèíîì äîëæíû îáëàäàòü óñòîé÷èâûì âíóòðåííèì âðàùåíèåì,
òîãäà êàê êîðîòêîæèâóùèå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû äîëæíû ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé âèõðè.

Ðàñ÷åò äâèæåíèé êîðîòêîæèâóùèõ ÷àñòèö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè, ò.ê. ìû íå ðàñïîëàãàåì ýêñïåðèìåíòàëü-
íûìè äàííûìè î ñòðóêòóðå âèõðåé, êîòîðûå ìîãóò èõ ïîðîäèòü. Â
òî æå âðåìÿ ðàñ÷åò äëÿ äîëãîæèâóùèõ ÷àñòèö, ò.å. â áåçâèõðåâîì
âíåøíåì ïîëå (ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå ïðîñòðàíñòâà), ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èõ äâèæåíèÿ. Áîëåå ïîäðîáíî
ìû ðàññìîòðèì ýòè âîïðîñû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

�4.5 Äâèæåíèå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì
Êàê ìû óæå óïîìèíàëè, ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà èç-çà ìàëîñòè ñâîåãî àá-
ñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ ñêàçûâàåòñÿ ëèøü â ìàñøòàáàõ ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö, êîãäà ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå íà íåñêîëüêî ïîðÿä-
êîâ ñëàáåå ýëåêòðîìàãíèòíîãî, ñëàáîãî è ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèé.
Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë w→ 0 â óðàâíåíèÿõ
äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñî ñïèíîì (4.70�4.73) è (4.82�4.85), ìû àâòîìàòè-
÷åñêè ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

Ïðè ýòîì, êàê ìû âûÿñíèëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ïðè ñòà-
öèîíàðíîì âðàùåíèè ïðîñòðàíñòâà ∗∂vk

∂t
=0, â ìàñøòàáàõ ýëåìåí-

òàðíûõ ÷àñòèö ñëåä òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè ïðîñòðàíñòâà
ðàâåí íóëþ D=0. Êîíå÷íî, èç ðàâåíñòâà íóëþ ñëåäà êàêîãî-ëèáî
òåíçîðà âîâñå íå ñëåäóåò, ÷òî ñàì òåíçîð òîæå ðàâåí íóëþ. Âìåñòå ñ
òåì äåôîðìàöèÿ ïðîñòðàíñòâà � ÿâëåíèå ðåäêîå è â èññëåäîâàíèÿõ
äâèæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ìû áóäåì ïîëàãàòü Dik =0.

Êðîìå òîãî, â òðåòüåì ïàðàãðàôå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñòàöè-
îíàðíîì âðàùåíèè ïðîñòðàíñòâà óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ñïèí-èìïóëüñà
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÷àñòèöû Sα ïðèíèìàåò âèä (4.68)

n~mnεimnvk
1√
h

∂

∂xk
(√
hΩ∗i

)
= 0 . (4.99)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ∗∂vk

∂t
=0 èç òîæäåñòâ Çåëüìàíîâà (4.97)

ñëåäóåò

∗∇kΩ∗k =
∂Ω∗k

∂xk
+
∂
√
h

∂xk
Ω∗k =

1√
h

∂

∂xk
(√
hΩ∗k

)
= 0 . (4.100)

Ïåðâîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà ∂
∂xk

(
√
hΩ∗k)= 0. Îíî èìååò

ìåñòî, åñëè ïñåâäîâåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
èìååò âèä

Ω∗i =
Ω∗i(0)√
h
, Ω∗i(0) = const , (4.101)

ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ è âòîðîå óñëîâèå (4.100).
Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, èç âûðàæåíèé (4.70, 4.71) ïîëó÷àåì õðîíî-

ìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ìàññîâîé ýëå-
ìåíòàðíîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî íàáëþ-
äàòåëÿ â áóäóùåå (ïðÿìîé õîä âðåìåíè)

dm

dτ
= − 1

c2
dη

dτ
, (4.102)

d

dτ

(
mvi

)
+ 2mA·ik·v

k +m∆i
nkv

nvk =

= − 1
c2

d

dτ

(
ηvi

)− 2η
c2
A·ik·v

k − η

c2
∆i
nkv

nvk,
(4.103)

è èç (4.72, 4.73) ïîëó÷àåì äëÿ ìàññîâîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû çà-
çåðêàëüÿ, äâèæóùåéñÿ â ïðîøëîå (îáðàòíûé õîä âðåìåíè),

−dm
dτ

=
1
c2
dη

dτ
, (4.104)

d

dτ

(
mvi

)
+m∆i

nkv
nvk = − 1

c2
d

dτ

(
ηvi

)− η

c2
∆i
nkv

nvk. (4.105)

Ïðè ýòîì ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (âðåìåííûå ïðîåêöèè)
ïîëó÷àþòñÿ îäèíàêîâûìè êàê äëÿ ìàññîâûõ ÷àñòèö íàøåãî ìèðà,
òàê è äëÿ ÷àñòèö çàçåðêàëüÿ. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñêàëÿðíîãî óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ â ñëó÷àå ïðÿìîãî õîäà âðåìåíè

∫ τ2

τ1=0

d

dτ

(
m+

η

c2

)
dτ = 0 , (4.106)
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ïîëó÷àåì
m+

η

c2
= const = B , (4.107)

ãäå B ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé ìîæíî îïðåäå-
ëèòü èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

×òîáû ïîíÿòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëà �æè-
âûõ ñèë�, ïðîâåäåì àíàëîãèþ ìåæäó íàáëþäàåìûìè êîìïîíåíòàìè
÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà èìïóëüñà ÷àñòèöû Pα =m0

dxα

ds
è ÷åòûðåõ-

ìåðíîãî ñïèí-èìïóëüñà Sα = η0
c2
dxα

ds
(îíè îáà êàñàòåëüíû ê ìèðîâîé

ëèíèè ÷àñòèöû). Èõ íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû èìåþò âèä
P0√
g00

= ±m, P i =
1
c
mvi =

1
c
pi

S0√
g00

= ± 1
c2
η , Si =

1
c3
ηvi




. (4.108)

Ïî àíàëîãèè ñ ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññîé ÷àñòèöû±m íàçîâåì âåëè-
÷èíó ± 1

c2
η ðåëÿòèâèñòñêîé ñïèí-ìàññîé. Òîãäà 1

c2
η0 åñòü ñïèí-ìàññà

ïîêîÿ ÷àñòèöû. Èç òåîðåìû æèâûõ ñèë äëÿ ýëåìåíòàðíîé ÷àñòè-
öû ñî ñïèíîì (4.107) ñëåäóåò, ÷òî (ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ)
ñóììà ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññû ÷àñòèöû è åå ñïèí-ìàññû ñîõðàíÿåòñÿ
âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ èíòåãðàë æèâûõ ñèë (ðåøåíèå ñêàëÿðíîãî
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ), ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ âåêòîðíûõ óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ ýëåìåíòàðíîé ìàññîâîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà (4.103).
Ïîäñòàâëÿÿ (4.107) â âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (4.103), ïîñëå
ñîêðàùåíèÿ íà êîíñòàíòó ïîëó÷àåì

dvi

dτ
+ 2A·ik·v

k + ∆i
nkv

nvk = 0 , (4.109)

ò.å. ÷èñòî êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (â äàííîì ñëó÷àå,
íåãåîäåçè÷åñêîãî). ×ëåí ∆i

nkv
nvk, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñâåðòêó

õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ñ íàáëþ-
äàåìîé ñêîðîñòüþ ÷àñòèöû, ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì, åñëè
âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû íàáëþäàåìàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìåòðèêà
hik =−gik + 1

c2
vivk áëèçêà ê åâêëèäîâîé. Òàêîå âîçìîæíî, êîãäà ñêî-

ðîñòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà, à òðåõ-
ìåðíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìåòðèêà gik ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé. Òîãäà äèà-
ãîíàëüíûå êîìïîíåíòû íàáëþäàåìîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà èìåþò
çíà÷åíèÿ

h11 = h22 = h33 = +1 , (4.110)
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à åãî îñòàëüíûå êîìïîíåíòû hik =0, åñëè i 6= k. Ïðè÷åì ÷åòûðåõ-
ìåðíàÿ ìåòðèêà â ýòîì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü ãàëèëååâîé èç-çà òî-
ãî, ÷òî òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âðàùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî âðåìåíè.
Èíà÷å ãîâîðÿ, õîòÿ òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿ-
åòñÿ ïëîñêèì åâêëèäîâûì, ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íå
ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî, à ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé

ds2 = g00 dx
0dx0 + 2g0i dx0dxi + gik dx

idxk =

= c2dt2 + 2g0i cdtdxi −
(
dx1

)2 − (
dx2

)2 − (
dx3

)2
.

(4.111)

Ïóñòü âðàùåíèå ïðîñòðàíñòâà ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ Ω = const îòíîñèòåëüíî ëèøü îäíîé èç îñåé, íàïðè-
ìåð, âîêðóã îñè x3. Òîãäà ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà
vi =Ωikxk ïðèíèìàåò âèä

v1 = Ω12x
2 = Ω y , v2 = Ω21x

1 = −Ωx , (4.112)

ãäå Aik =Ωik. Òîãäà ó òåíçîðà íåãîëîíîìíîñòè Aik îòëè÷íû îò íóëÿ
òîëüêî êîìïîíåíòû

A12 = −A21 = −Ω . (4.113)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåìåíòàðíîé
÷àñòèöû íàøåãî ìèðà (4.109) ïðèíèìàþò âèä

dv1

dτ
+ 2Ωv2 = 0 ,

dv2

dτ
− 2Ωv1 = 0 ,

dv3

dτ
= 0 . (4.114)

Ðåøåíèå òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ëåãêî çàïèñàòü ñðàçó

v3 = v3
(0) = const. (4.115)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v3 = dx3

dτ
, çàïèøåì êîîðäèíàòó x3 â âèäå

x3 = v3
(0)τ + x3

(0) , (4.116)

ãäå x3
(0) çíà÷åíèå êîîðäèíàòû x3 â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè τ =0.

Òåïåðü âûðàçèì v2 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (4.114)

v2 = − 1
2Ω

dv1

dτ
, (4.117)

ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî dτ
dv2

dτ
= − 1

2Ω
d2v1

dτ2
, (4.118)
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è, ïîäñòàâèâ åãî âî âòîðîå óðàâíåíèå (4.114), ïîëó÷àåì
d2v1

dτ2
+ 4Ω2v1 = 0 , (4.119)

ò.å. óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé. Åãî ðåøåíèå èìååò âèä

v1 = C1 cos (2Ωτ) + C2 sin (2Ωτ) , (4.120)

ãäå C1 è C2 êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ (4.119), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
ìîæíî ïîëó÷èòü èç óñëîâèé â ìîìåíò τ =0

v1
(0) = C1

dv1

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= − 2ΩC1 sin (2Ωτ)|τ=0 + 2ΩC2 cos (2Ωτ)|τ=0




. (4.121)

Òàêèì îáðàçîì, C1 =v1
(0), C2 =

v̇1
(0)

2Ω
, ãäå v̇1

(0) = dv1

dτ

∣∣
τ=0

. Òîãäà ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ v1 ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä

v1 = v1
(0) cos (2Ωτ) +

v̇1
(0)

2Ω
sin (2Ωτ) , (4.122)

ò.å. ñêîðîñòü ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû â íàïðàâëåíèè x1 èñïûòûâàåò
ñèíóñîèäàëüíûå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé, ðàâíîé óäâîåííîé óãëîâîé
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v1 = dx1

dτ
, ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå

(4.122) ïî dτ . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

x1 =
v1
(0)

2Ω
sin (2Ωτ)−

v̇1
(0)

4Ω2
cos (2Ωτ) + C3 . (4.123)

Ïîëàãàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò τ =0 âåëè÷èíà x1 =x1
(0), íà-

õîäèì ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ C3 =x1
(0) +

v̇1
(0)

4Ω2 . Òîãäà äëÿ êîîð-
äèíàòû x1 ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû èìååì

x1 =
v1
(0)

2Ω
sin (2Ωτ)−

v̇1
(0)

4Ω2
cos (2Ωτ) + x1

0 +
v̇1
(0)

4Ω2
, (4.124)

ò.å. êîîðäèíàòà x1 ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû òàêæå èñïûòûâàåò ñâîáîä-
íûå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé, ðàâíîé 2Ω.

Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (4.114) ïîëó-
÷åííóþ âåëè÷èíó v1 (4.122), íàõîäèì âûðàæåíèå

dv2

dτ
= 2Ωv1

(0) cos (2Ωτ) + v̇1
(0) sin (2Ωτ) , (4.125)
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èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî äàåò v2

v2 = v1
(0) sin (2Ωτ)−

v̇1
(0)

2Ω
cos (2Ωτ) + C4 . (4.126)

Ïîëàãàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò τ =0 ñêîðîñòü v2 = v2
(0), íàõî-

äèì ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ C3 =v2
(0) +

v̇1
(0)

2Ω
. Òîãäà

v2 = v1
(0) sin (2Ωτ)−

v̇1
(0)

2Ω
cos (2Ωτ) + v2

(0) +
v̇1
(0)

2Ω
. (4.127)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v2 = dx2

dτ
, ïðîèíòåãðèðóåì ýòî âûðàæåíèå ïî dτ . Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàòû x2 ýëåìåíòàðíîé
÷àñòèöû

x2 = −
v̇1
(0)

4Ω2
sin (2Ωτ)−

v1
(0)

2Ω
cos (2Ωτ) + v2

(0)τ +
v̇1
(0)τ

2Ω
+ C5 . (4.128)

Ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé
x2 =x2

(0) ïðè τ =0 è ðàâíà C5 =x2
(0) +

v1
(0)

2Ω
. Òîãäà îêîí÷àòåëüíî âû-

ðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàòû x2 ïðèíèìàåò âèä

x2 = v2
(0)τ +

v̇1
(0)τ

2Ω
−

v̇1
(0)

4Ω2
sin (2Ωτ) −

−
v1
(0)

2Ω
cos (2Ωτ) + x2

(0) +
v1
(0)

2Ω
.

(4.129)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò: åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàáëþ-
äàåìîãî âðåìåíè τ =0 ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà îáëàäàëà ñêîðîñòüþ
v2
(0) â íàïðàâëåíèè x2 è ñ óñêîðåíèåì v̇1

(0) â íàïðàâëåíèè x1, òî
ýòà ÷àñòèöà, íàðÿäó ñî ñâîáîäíûìè êîëåáàíèÿìè êîîðäèíàòû x2 ñ
÷àñòîòîé, ðàâíîé óäâîåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà Ω, èñïûòûâàåò ëèíåéíîå ñìåùåíèå âäîëü îñè x2 íà âåëè÷èíó
∆x2 =v2

(0)τ +
v̇1
(0)τ

2Ω
.

Òåïåðü, âîçâðàùàÿñü ê èíòåãðàëó æèâûõ ñèë (ðåøåíèþ ñêàëÿð-
íîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ) äëÿ ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì
m+ η

c2
=B=const (4.107), ìîæíî âû÷èñëèòü ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðî-

âàíèÿ B. Èç (4.107), çàïèñàííîãî â âèäå

m0 +
η0
c2

= B

√
1− v2

c2
, (4.130)

ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàò ôèçè÷åñêîé íàáëþäàåìîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû
(v)2 = const. Òàê êàê êîìïîíåíòû íàáëþäàåìîé ñêîðîñòè ýëåìåíòàð-
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íîé ÷àñòèöû óæå ïîëó÷åíû, ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ åå êâàä-
ðàòà, êîòîðîå èç-çà òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òðåõìåðíàÿ ìåòðèêà
ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé, ïðèíèìàåò âèä

[
v1

]2+
[
v2

]2+
[
v3

]2 =
[
v1
(0)

]2+
[
v2
(0)

]2+
[
v3
(0)

]2+

[
v̇1
(0)

]2

2Ω2
+

+
v̇1
(0)v̇

2
(0)

Ω
+ 2

[
v2
(0)+

v̇1
(0)

2Ω

][
v1
(0) sin (2Ωτ)−

v̇1
(0)

2Ω
cos (2Ωτ)

]
.

(4.131)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî êâàäðàò ñêîðîñòè ÷àñòèöû ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè
v̇2
(0) =0 è v̇1

(0) =0. Òîãäà ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ B èç èíòåãðàëà
æèâûõ ñèë ðàâíà

B =
m0 + η0

c2√
1− v2

(0)

c2

,
[
v2
(0)

]2 =
[
v1
(0)

]2 +
[
v3
(0)

]2 = const , (4.132)

à ñîáñòâåííî èíòåãðàë æèâûõ ñèë (4.107) ïðèíèìàåò âèä

m+
η

c2
=

m0 + η0
c2√

1− v2
(0)

c2

, (4.133)

ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ñóììû ðåëÿòèâèñòñêîé
ìàññû ÷àñòèöû m è åå ñïèí-ìàññû η

c2
.

Çäåñü ñëåäóåò ñäåëàòü îäíî çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ âñåãî ñêà-
çàííîãî î äâèæåíèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ó÷èòûâàÿ â âûðàæåíèè
η0 =n~mnAmn, ÷òî Amn = εmnkΩ∗k, ìû ïîëó÷àåì

η0 = n~mnAmn = 2n~∗kΩ∗k, (4.134)

ãäå ~∗k = 1
2
εnmk~mn. Ôîðìàëüíî ~∗k ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõìåð-

íûé ïñåâäîâåêòîð âíóòðåííåãî ìîìåíòà ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû. Òà-
êèì îáðàçîì, âåëè÷èíà η0 åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ òðåõ-
ìåðíûõ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ (íàáëþäàåìûõ) ïñåâäîâåê-
òîðîâ: âíóòðåííåãî ìîìåíòà ÷àñòèöû ~∗k è óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùå-
íèÿ ïðîñòðàíñòâà Ω∗k. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïèí-âçàèìîäåéñòâèå îòñóò-
ñòâóåò, åñëè ïñåâäîâåêòîðû âíóòðåííåãî âðàùåíèÿ ÷àñòèöû è âçàè-
ìîäåéñòâóþùåãî ñ íèì ïîëÿ âíåøíåãî âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà íà-
áëþäàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè.

Òåïåðü âíîâü âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö ñî ñïèíîì. Ñ ó÷åòîì êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ âåê-
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òîðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

v1 = v1
(0) cos (2Ωτ) , x1 =

v1
(0)

2Ω
sin (2Ωτ) + x1

(0)

v2 = v2
(0) sin (2Ωτ) , x2 = −

v1
(0)

2Ω
cos (2Ωτ) +

v1
(0)

2Ω
+ x2

(0)

v3 = v3
(0), x3 = v3

(0)τ + x3
(0)





. (4.135)

Èññëåäóåì ôîðìó ïðîñòðàíñòâåííîé (òðåõìåðíîé) êðèâîé, âäîëü
êîòîðîé äâèæåòñÿ ìàññîâàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà íàøåãî ìèðà.
Âûáåðåì òàêîé îòñ÷åò êîîðäèíàò, ÷òîáû íà÷àëüíîå ñìåùåíèå ÷àñòè-
öû áûëî ðàâíî íóëþ x1

(0) =x2
(0) =x3

(0) = 0. Òîãäà åå ïðîñòðàíñòâåííûå
êîîðäèíàòû â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè áóäóò èìåòü âèä

x1 =x= a sin (2Ωτ) , x2= y=a
[
1− cos (2Ωτ)

]
, x3= z= bτ , (4.136)

ãäå a=
v1
(0)

2Ω
, b=v3

(0). Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè, ïî êîòîðîé
äâèæåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ ìàññîâàÿ ÷àñòèöà. ×òîáû íàãëÿäíî ïðåä-
ñòàâèòü ñåáå ýòó ïîâåðõíîñòü, ïåðåéäåì îò ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìû
çàïèñè ê êîîðäèíàòíîé, èñêëþ÷èâ èç óðàâíåíèé ïàðàìåòð τ . Âîçâî-
äÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò x è y â êâàäðàò, ïîëó÷àåì

x2 + y2 = 2a2
[
1− cos (2Ωτ)

]
= 4a2 sin2 (Ωτ) = 4a2 sin2 zΩ

b
. (4.137)

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íàïîìèíàåò óðàâíåíèå âèíòîâîé ëèíèè
x2 + y2 = a2, z= bτ , íî ëèøü îò÷àñòè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ÷àñòèöà
äâèæåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ b=v3

(0)

âäîëü åãî îñè z, ïðè÷åì ðàäèóñ ýòîãî öèëèíäðà ïóëüñèðóåò ñ ÷àñòî-
òîé Ω â ïðåäåëàõ îò íóëÿ (ïðè z= πkb

2Ω
) äî åå íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ

2a=
v1
(0)

Ω
(ïðè z= πkb

Ω
).∗

Èòàê, òðàåêòîðèÿ ìàññîâîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà
íàïîìèíàåò âèíòîâóþ ëèíèþ, �íàìîòàííóþ� íà ïóëüñèðóþùèé öè-
ëèíäð. Âðåìÿ æèçíè ÷àñòèöû � äëèíà ýòîãî öèëèíäðà, îòíåñåííàÿ
ê åå ñêîðîñòè âäîëü îñè z (îñè öèëèíäðà). Ïóëüñàöèè öèëèíäðà �
ýíåðãåòè÷åñêèå �âäîõè� è �âûäîõè� ÷àñòèöû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî-
ëó÷åííûé íàìè öèëèíäð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäð ñîáûòèé ÷à-
ñòèöû îò åå ðîæäåíèÿ â íàøåì ìèðå (àêòà ìàòåðèàëèçàöèè) äî åå

∗Çäåñü k =0, 1, 2, 3, . . . Åñëè v3
(0)

=0, ÷àñòèöà ïðîñòî êîëåáëåòñÿ â ïëîñêîñòè
x y (ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ öèëèíäðà).
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ñìåðòè (äåìàòåðèàëèçàöèè). Âïðî÷åì, äàæå ïîñëå ñìåðòè (ðàñïà-
äà) ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû öèëèíäð ñîáûòèé íå ïðåêðàùàåò ñâîåãî
ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîñòüþ, à ëèøü ðàñùåïëÿåòñÿ íà íåñêîëüêî öè-
ëèíäðîâ ñîáûòèé äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö � ïðîäóêòîâ ðàñïàäà
(êàê â íàøåì ìèðå, òàê è â çàçåðêàëüå).

Ïîýòîìó êîððåêòíîå èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ ðîæäåíèÿ è ðàñïà-
äà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè ñâîäèòñÿ
ê ðàññìîòðåíèþ ó÷àñòêîâ ðàçâåòâëåíèÿ öèëèíäðîâ ñîáûòèé ñ ó÷å-
òîì âîçìîæíûõ îòâåòâëåíèé, âåäóùèõ â çàçåðêàëüå.

Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå äâóõ ñâÿçàííûõ ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö ñî ñïèíîì, âðàùàþùèõñÿ âîêðóã îáùåãî öåíòðà ìàññ, íàïðè-
ìåð, ïîçèòðîíèÿ (ãàíòåëåïîäîáíîé ñâÿçàííîé ñèñòåìû èç ýëåêòðî-
íà è ïîçèòðîíà), òî ìû ïîëó÷èì äâîéíóþ ñïèðàëü íàïîäîáèå ñïè-
ðàëè ÄÍÊ � çàêðó÷åííóþ �âåðåâî÷íóþ ëåñòíèöó� ñî ìíîæåñòâîì
ïåðåêëàäèíîê (ñâÿçè ÷àñòèö), íàâèòóþ íà ïóëüñèðóþùèé öèëèíäð
ñîáûòèé.

Òåïåðü ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìàññîâîé ýëåìåí-
òàðíîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì â çàçåðêàëüå � ìèðå ñ îáðàòíûì õîäîì
âðåìåíè. Ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ôèçè÷åñêèõ óñëîâèÿõ (ñòà-
öèîíàðíîå âðàùåíèå ïðîñòðàíñòâà ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ, îòñóòñòâèå
äåôîðìàöèè è åâêëèäîâîñòü òðåõìåðíîé ìåòðèêè), ýòè óðàâíåíèÿ
(4.104, 4.105) ïðèíèìàþò âèä

−dm
dτ

=
1
c2
dη

dτ
, (4.138)

d

dτ

(
mvi

)
= − 1

c2
d

dτ

(
ηvi

)
. (4.139)

Ðåøåíèåì ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë
æèâûõ ñèë m+ η

c2
=B= const, êàê è äëÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà

(4.107). Ïîäñòàâëÿÿ åãî â âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (4.139),
ïîëó÷àåì èõ ðåøåíèå

dvi

dτ
= 0 , (4.140)

ñëåäîâàòåëüíî vi =vi(0) = const. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ
îáû÷íîãî íàáëþäàòåëÿ ýëåìåíòàðíûå ìàññîâûå ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ
äâèæóòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, â îòëè÷èè îò íà-
áëþäàåìîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö íàøåãî ìèðà, îïèñûâàþùèõ ïóëüñè-
ðóþùóþ �âèíòîâóþ� ëèíèþ.

Âìåñòå ñ òåì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî íàáëþäàòåëÿ, íà-
õîäÿùåãîñÿ â çàçåðêàëüå, íàîáîðîò, äâèæåíèå ÷àñòèö íàøåãî ìèðà
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áóäåò ïðÿìîëèíåéíûì è ðàâíîìåðíûì, òîãäà êàê ÷àñòèöû çàçåðêà-
ëüÿ áóäóò îïèñûâàòü ïóëüñèðóþùèå �âèíòîâûå� ëèíèè.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî áûëî áû è ðàññ÷èòàòü è äâèæåíèå áåç-
ìàññîâûõ (ñâåòîïîäîáíûõ) ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì, íî ìû
íå çíàåì, íàñêîëüêî çàêîííûì â ýòîì ñëó÷àå áûëî áû íàøå ïðåä-
ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
îòñ÷åòà ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà. À ìåæäó òåì, èìåííî ïðåä-
ïîëîæåíèå î ìàëîñòè ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïîçâîëèëî
íàì ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìàññîâûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Õîòÿ âîîáùå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ìàññîâûõ è áåçìàññîâûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö íå îòëè-
÷àþòñÿ.

�4.6 ×àñòèöà ñî ñïèíîì â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû âûâåäåì è èññëåäóåì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâà-
ðèàíòíûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, îáëàäàþùåé
ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì è ñïèíîì, äâèæóùåéñÿ âî âíåøíåì ýëåêòðî-
ìàãíèòíîì ïîëå â ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ìåòîä âûâîäà � ïðîåöèðîâàíèå íà âðåìÿ è íà ïðîñòðàíñòâî
îáùåêîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âäîëü ÷åòû-
ðåõìåðíîé òðàåêòîðèè ñóììàðíîãî âåêòîðà

Qα = Pα +
e

c2
Aα + Sα, (4.141)

ãäå Pα ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â
äàííîì ñëó÷àå âäîëü íåãåîäåçè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Ñîîòâåòñòâåííî,
îñòàëüíûå äâà ÷ëåíà � ýòî ÷åòûðåõìåðíûé èìïóëüñ, ïðèîáðåòàåìûé
÷àñòèöåé èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ åå çàðÿäà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïî-
ëåì, è èìïóëüñ, ïðèîáðåòàåìûé ÷àñòèöåé çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ åå
ñïèíà ñ ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ïðè÷åì, ò.ê. âåêòîðû
Pα è Sα íàïðàâëåíû ïî êàñàòåëüíîé ê ÷åòûðåõìåðíîé òðàåêòîðèè
(ìèðîâîé ëèíèè) ÷àñòèöû, ìû ïîëîæèì, ÷òî òðåòèé âåêòîð Aα (÷å-
òûðåõìåðíûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ) òîæå êàñàòåëåí
ê ìèðîâîé ëèíèè ÷àñòèöû. Â ýòîì ñëó÷àå åãî ñòðóêòóðà èìååò âèä
Aα =ϕ0

dxα

ds
, ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå qi = ϕ

c vi (ñì. �3.8) óñòàíàâëèâà-
åò ñâÿçü ìåæäó ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì ϕ è âåêòîð-ïîòåíöèàëîì qi

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Òîãäà ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû ϕ̃ è q̃i ñóììàðíîãî

âåêòîðà ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì è ñïèíîì, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñóììû
àíàëîãè÷íûõ êîìïîíåíò âñåõ òðåõ ñëàãàåìûõ âåêòîðîâ, ïðèíèìàþò
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ñëåäóþùèé âèä

ϕ̃ = ±
(
m+

eϕ

c2
+
η

c2

)
, q̃i =

1
c2
mvi +

1
c3

(η + eϕ) vi, (4.142)

ãäå m ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìàññà ÷àñòèöû, ϕ ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à âåëè÷èíà η õàðàêòåðèçóåò âçàèìîäåéñòâèå
ñïèíà ÷àñòèöû ñ âíåøíèì ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà

m =
m0√
1− v2

c2

, ϕ =
ϕ0√

1− v2

c2

, η =
η0√

1− v2

c2

. (4.143)

Âîîáùå âûâîä ýòèõ óðàâíåíèé íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò âûâîäà
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îòäåëüíî äëÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû è îòäåëüíî
äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì, òîëüêî ñåé÷àñ íàì ïðåäñòîèò ïðîåöèðîâàòü
àáñîëþòíóþ ïðîèçâîäíóþ ñóììû òðåõ âåêòîðîâ. Èñïîëüçóÿ âûðà-
æåíèÿ äëÿ ϕ̃ è q̃i (4.142), ïîëó÷àåì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíò-
íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàññîâîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì,
äâèæóùåéñÿ â íàøåì ìèðå (èç ïðîøëîãî â áóäóùåå)

dm

dτ
− m

c2
Fivi +

m

c2
Dikvivk =

= − 1
c2

d

dτ
(η + eϕ) +

η + eϕ

c4
Fivi − η + eϕ

c4
Dikvivk,

(4.144)

d

dτ

(
mvi

)
+ 2m

(
Di
k +A·ik·

)
vk −mF i +m∆i

nkv
nvk =

= − 1
c2

d

dτ

[
(η + eϕ) vi

]− 2 (η + eϕ)
c2

(
Di
k +A·ik·

)
vk+

+
η + eϕ

c2
F i − η + eϕ

c2
∆i
nkv

nvk,

(4.145)

è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàññîâîé ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì è ñïèíîì, äâè-
æóùåéñÿ â çàçåðêàëüå (ò.å. èç áóäóùåãî â ïðîøëîå)

−dm
dτ

− m

c2
Fivi +

m

c2
Dikvivk =

=
1
c2

d

dτ
(η + eϕ) +

η + eϕ

c4
Fivi − η + eϕ

c4
Dikvivk,

(4.146)

d

dτ

(
mvi

)
+mF i +m∆i

nkv
nvk =

= − 1
c2

d

dτ

[
(η + eϕ) vi

]− η + eϕ

c2
F i − η + eϕ

c2
∆i
nkv

nvk.
(4.147)
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Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå äëèíà
ïåðåíîñèìîãî âåêòîðà ñîõðàíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî êâàäðàò ÿâ-
ëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Â òîì ÷èñëå, â ñîïóò-
ñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå îí èìååò âèä

QαQ
α = gαβ

(
Pα +

e

c2
Aα + Sα

)(
P β +

e

c2
Aβ + Sβ

)
=

= gαβ

(
m0 +

eϕ0

c2
+
η0
c2

)2 dxα

ds

dxβ

ds
=

(
m0 +

eϕ0

c2
+
η0
c2

)2

.

(4.148)

Â �3.9 ìû óæå ïîêàçàëè, ÷òî ïðè îðèåíòàöèè ÷åòûðåõìåðíîãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà Aα âäîëü ìèðîâîé ëèíèè ÷àñòèöû
ïðàâûå ÷àñòè õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ: ïðàâàÿ ÷àñòü âåê-
òîðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíóþ ñèëó Ëîðåíöà Φi =−e(Ei + 1

c ε
ikmvkH∗m

)
, à ïðàâàÿ

÷àñòü ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà-
ïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ei è õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðè-
àíòíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû. Ó÷èòûâàÿ ýòî, çàïèøåì õðî-
íîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàññîâîé çàðÿ-
æåííîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì (4.144�4.147) ïðè åå äâèæåíèè â íàøåì
ìèðå, ò.å. èç ïðîøëîãî â áóäóùåå (ïðÿìîé õîä âðåìåíè),

d

dτ

(
m+

η

c2

)
− 1
c2

(
m+

η

c2

)
Fivi +

+
1
c2

(
m+

η

c2

)
Dikvivk = − e

c2
Eivi,

(4.149)

d

dτ

[(
m+
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è ïðè åå äâèæåíèè â çàçåðêàëüå, èç áóäóùåãî â ïðîøëîå (îáðàòíûé
õîä âðåìåíè)

− d

dτ

(
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)
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Òåïåðü, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîíêðåòíûå âûâîäû î äâèæåíèè ýëåìåí-
òàðíûõ ÷àñòèö ñ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì è ñïèíîì â ïñåâäîðèìàíî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, íàì íåîáõîäèìî çàäàòü êîíêðåòíóþ ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ ñòðóêòóðó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà-
ôå, êîãäà ìû èññëåäîâàëè äâèæåíèå íåçàðÿæåííûõ ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî:

1) ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå â ìàñøòàáàõ ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö ïðåíåáðåæèìî ìàëî, ò.å. ïîòåíöèàë w→ 0;

2) ïðîñòðàíñòâî âðàùàåòñÿ ñòàöèîíàðíî, ò.å. ∗∂vk

∂t
=0;

3) ïðîñòðàíñòâî íå äåôîðìèðóåòñÿ, ò.å. Dik =0;
4) òðåõìåðíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìåòðèêà gik ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé,

ò.å. gik =
∣∣∣∣
−1, i= k

0, i 6= k
;

5) ïðîñòðàíñòâî âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω âî-
êðóã îñè x3 = z, ò.å. êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ
ðàâíû v1 =Ω12x

2 =Ωy, v2 =Ω21x
1 =−Ωx.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ îãðàíè÷åíèé ìåòðèêà â ìàñøòàáàõ ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö ïðèíèìàåò âèä

ds2 = c2dt2 − 2Ωy dtdx+ 2Ωx dtdy − dx2 − dy2 − dz2, (4.153)

à õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà ñ òàêîé ìåòðèêîé òàêîâû
Fi = 0 , Dik = 0 , A12 = −A21 = −Ω , A23 = A31 = 0 . (4.154)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñêîðîñòü âðà-
ùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà (ñëàáîå ïîëå íåãî-
ëîíîìíîñòè). Â òàêîì ñëó÷àå íàáëþäàåìàÿ òðåõìåðíàÿ ìåòðèêà hik
ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé è âñå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ∆i

jk îáðàùàþòñÿ
â íóëü. Òîãäà õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ìàññîâîé ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì è ñïèíîì ïðèíèìàþò âèä (ïîêîìïî-
íåíòíî) äëÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà

d

dτ

(
m+

η

c2

)
= − e

c2
Ei
dxi

dτ
, (4.155)

d
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(
E3+

1
c
ε3kmvkH∗m

)





, (4.156)
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è äëÿ ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ

d

dτ

(
m+

η

c2

)
=

e

c2
Ei
dxi

dτ
, (4.157)
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. (4.158)

Èç ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êàê â íàøåì ìèðå (4.155),
òàê è â çàçåðêàëüå (4.157), ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ðåëÿòèâèñòñêîé ìàñ-
ñû ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû è åå ñïèí-ìàññû (õàðàêòåðèñòèêè ñïèí-
âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè) ðàâíÿåòñÿ ðàáîòå ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî ïåðåìåùåíèþ äàííîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû íà
ó÷àñòêå dxi. Èç âåêòîðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, êàê
â íàøåì ìèðå (4.156), òàê è â çàçåðêàëüå (4.158), ñóììà òðåõìåð-
íûõ èìïóëüñà ÷àñòèöû è ñïèí-èìïóëüñà â íàïðàâëåíèè îñè x3 = z
îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü êîìïîíåíòîé ñèëû Ëîðåíöà âäîëü ýòîé îñè.

Òåïåðü íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü òðàåêòîðèþ
ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì è ñïèíîì â êîíêðåòíîì ýëåêòðî-
ìàãíèòíîì ïîëå ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Òàê æå, êàê â 3-é
ãëàâå, áóäåì ñ÷èòàòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïîñòîÿííûì, ò.å. íå çà-
âèñÿùèì îò âðåìåíè. Òîãäà íàïðÿæåííîñòè Ei è H∗i ðàâíû

Ei =
∂ϕ

dxi
, (4.159)

H∗i=
1
2
εimnHmn=

1
2c
εimn

[
∂ (ϕvm)
dxn

− ∂ (ϕvn)
dxm

− 2ϕAmn

]
. (4.160)

Â 3-é ãëàâå íàìè áûëà ðàññìîòðåíà ñõîæàÿ çàäà÷à � ðåøåíèå
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ çàðÿæåííûõ ìàññîâûõ ÷àñòèö â ñòàöèîíàð-
íûõ ïîëÿõ, íî áåç ó÷åòà ñïèíà. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî, ÷òî â ÷àñòíîì
ñëó÷àå, êîãäà ñïèí ÷àñòèöû ðàâåí íóëþ, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé çàðÿ-
æåííîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì, êàê áîëåå îáùèå, äîëæíû ñîâïàäàòü ñ
ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â 3-é ãëàâå ðàìêàõ �÷èñòîé� ýëåêòðîäè-
íàìèêè.

Ïðè ýòîì, ÷òîáû ñðàâíèòü íàøè ðàñ÷åòû ñ ðåçóëüòàòàìè, êî-
òîðûå äàåò ýëåêòðîäèíàìèêà, áûëî áû öåëåñîîáðàçíî èññëåäîâàòü
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äâèæåíèå ìàññîâîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì è ñïèíîì â
ñòàöèîíàðíûõ ïîëÿõ òðåõ õàðàêòåðíûõ òèïîâ, ðàññìîòðåííûõ íà-
ìè â 3-é ãëàâå, à òàêæå â êíèãå Ëàíäàó è Ëèôøèöà Òåîðèÿ ïîëÿ:
1) îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå (ìàãíèòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ
îòñóòñòâóåò); 2) îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå (ýëåêòðè÷åñêàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ïîëÿ îòñóòñòâóåò); 3) îäíîðîäíûå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèò-
íîå ïîëÿ.

Âìåñòå ñ òåì â ýëåêòðîäèíàìèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå
îáû÷íûõ (íå ýëåìåíòàðíûõ) ÷àñòèö, è åùå íå ôàêò, ÷òî âñå òðè ðàñ-
ñìîòðåííûõ òàì ñëó÷àÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
íà ìåòðèêó, õàðàêòåðíûõ äëÿ ìàñøòàáîâ ìèêðîìèðà. È ìû ñåé÷àñ
îáúÿñíèì, ïî÷åìó ýòî ïðîèñõîäèò. Âî-ïåðâûõ, ñïèí ÷àñòèöû âëèÿåò
íà åå äâèæåíèå ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò âíåøíåå ïî-
ëå íåãîëîíîìíîñòè (âðàùåíèÿ) ïðîñòðàíñòâà, ñëåäîâàòåëüíî, òåíçîð
íåãîëîíîìíîñòè Aik 6= 0. À èç âûðàæåíèé äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé è ìàã-
íèòíîé íàïðÿæåííîñòåé Ei è H∗i (4.159, 4.160) âèäíî, ÷òî íåãîëî-
íîìíîñòü ïðîñòðàíñòâà âëèÿåò ëèøü íà íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî
ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, â îñíîâíîì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü äâèæåíèå
ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû â ìàãíèòíîì ïîëå.

Âî-âòîðûõ, ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàññîâîé çàðÿæåí-
íîé ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì è ñïèíîì (4.155)

(
m0 +

η0
c2

) d

dτ

1√
1− v2

c2

= − e

c2
Eivi (4.161)

â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü ÷àñòèöû ìíîãî ìåíüøå
ñêîðîñòè ñâåòà, ïðèíèìàåò âèä

Eivi = 0 , (4.162)

ò.å. ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íå ñîâåðøàåò ðàáîòû ïî ïåðåìåùåíèþ çà-
ðÿæåííîé ÷àñòèöû ïðè èñïîëüçóåìûõ íàìè îãðàíè÷åíèÿõ íà ìåòðè-
êó, õàðàêòåðíûõ äëÿ ìàñøòàáîâ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Òàê êàê ìû
ðàññìàòðèâàåì ñòàöèîíàðíîå ïîëå, òî ïîëó÷åííîå óñëîâèå (4.162)
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Eivi =
∂ϕ

∂xi
vi =

∂ϕ

∂xi
dxi

dτ
=
dϕ

dτ
= 0 , (4.163)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ ïîñòîÿíåí (ϕ=const)
è ìàãíèòíàÿ íàïðÿæåííîñòü èìååò âèä

H∗i =
ϕ

2c
εimn

[
∂vm
∂xn

− ∂vn
∂xm

− 2
(
∂vm
∂xn

− ∂vn
∂xm

)]
. (4.164)
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Äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé çàðÿæåííîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå ïðîÿâëÿåòñÿ (ò.å. ñîâåðøàåò ðàáîòó ïî åå ïåðåìå-
ùåíèþ) â òîì ñëó÷àå, åñëè àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà åå ñêîðîñòè íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé

1

2c2
(
1− v2

c2

)3/2

(
m0 +

η0
c2

) dv2

dτ
= − e

c2
Eivi 6= 0 . (4.165)

Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ, ïðè çàäàí-
íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ìåòðèêó, õàðàêòåðíûõ â ìàñøòàáàõ ýëåìåí-
òàðíûõ ÷àñòèö, ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö, âåëè-
÷èíà ñêîðîñòè êîòîðûõ íå ïîñòîÿííà âäîëü òðàåêòîðèè. Òåì ñàìûì
èç ðàññìîòðåíèÿ â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå âûïàäàþò âñå �ìåäëåííûå�
ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû.

Ïîýòîìó îáùèé ñëó÷àé, ò.å. äâèæåíèå ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû ñ
ïðîèçâîëüíîé (êàê ìàëîé, òàê è ðåëÿòèâèñòñêîé) ñêîðîñòüþ èìååò
ñìûñë ðàññìàòðèâàòü â ñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïîëå (êîãäà ýëåê-
òðè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îòñóòñòâóåò). Èìåííî ýòîìó ñëó÷àþ ìû è
ïîñâÿòèì ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

�4.7 Äâèæåíèå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì â ñòàöèîíàðíîì ìàã-
íèòíîì ïîëå

Èññëåäóåì äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì â ñòàöèîíàð-
íîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ïðè ýòîì, êàê è â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå, áóäåì ñ÷èòàòü. ÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ èìååò ìåòðèêó
âèäà (4.153). Â ýòîì ñëó÷àå Fi =0 è Dik = 0. Ïîëå íåãîëîíîìíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Ïðè âðàùåíèè îòíîñèòåëüíî îñè z èç âñåõ
êîìïîíåíò òåíçîðà íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà îòëè÷íû îò íóëÿ
òîëüêî êîìïîíåíòû A12 =−A21 =−Ω= const, ò.å. ïðîñòðàíñòâî âðà-
ùàåòñÿ â ïëîñêîñòè x y ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω.

Â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ âåëè÷èíà η0 =n~mnAmn, õàðàêòå-
ðèçóþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå ñïèíà (âíóòðåííåãî âðàùåíèÿ) ÷àñòèöû
ñ âíåøíèì ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè (âðàùåíèÿ) ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà,
èìååò ñëåäóþùèé âèä

η0 = n~mnAmn = n
(
~12A12 + ~21A21

)
= −2n~Ω , (4.166)

ãäå çíàê ïðîèçâåäåíèÿ ~Ω îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âçàèìíîé îðèåíòà-
öèåé ~ è Ω. �Ïëþñ� èìååò ìåñòî, åñëè ~ è Ω ñîíàïðàâëåíû, �ìèíóñ�
� åñëè îíè ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì ïðèíèìàþò
ñëåäóþùèé âèä (ïðè îðèåíòàöèè ïîòåíöèàëà Aα âäîëü ìèðîâîé ëè-
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íèè ÷àñòèöû): äëÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà

d

dτ

(
m+

η

c2

)
= 0 , (4.167)
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(4.168)

äëÿ ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ

− d

dτ

(
m+

η

c2

)
= 0 , (4.169)

d

dτ

[(
m+

η

c2

)
vi

]
+

(
m+

η

c2

)
∆i
nkv

nvk = − e

c
εikmvkH∗m . (4.170)

Èíòåãðèðóÿ òåîðåìó æèâûõ ñèë (ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå), ïîëó÷à-
åì èíòåãðàë æèâûõ ñèë. Â íàøåì ìèðå è â çàçåðêàëüå (ñîîòâåò-
ñòâåííî) îí èìååò âèä

m+
η

c2
= B = const , m+

η

c2
= −B̃ = const , (4.171)

ãäå B ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â íàøåì ìèðå è B̃ � â çàçåðêàëüå.
Âû÷èñëèì ýòè êîíñòàíòû, ïîäñòàâèâ â (4.171) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â
ìîìåíò τ =0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

B = m0 +
η0
c2

= m0 +
n~mnAmn

c2
, (4.172)

B̃ = −m0 − η0
c2

= −m0 − n~mnAmn
c2

. (4.173)

Èç èíòåãðàëîâ æèâûõ ñèë â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèò-
íîì ïîëå (4.171) ñëåäóåò, ÷òî â îòñóòñòâèå ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿ-
þùåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ êâàäðàò ñêîðîñòè çàðÿæåííîé ÷àñòè-
öû ñî ñïèíîì ñîõðàíÿåòñÿ v2 =hikvivk = const.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ æèâûõ ñèë â âûðàæåíèÿ
(4.168, 4.170), ïîëó÷àåì âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íàøåì
ìèðå è â çàçåðêàëüå (ñîîòâåòñòâåííî)

dvi

dτ
+ 2A·ik·v

k + ∆i
nkv

nvk = − e

cB
εikmvkH∗m , (4.174)

dvi

dτ
+ ∆i

nkv
nvk = − e

cB̃
εikmvkH∗m . (4.175)
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Îíè àíàëîãè÷íû óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû áåç
ñïèíà â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå (3.290, 3.291) ñ
òîé ëèøü ïîïðàâêîé, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâà-
íèÿ èíòåãðàëà æèâûõ ñèë, ñòîÿùàÿ â çíàìåíàòåëå ïðàâîé ÷àñòè,
ðàâíà íå ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññå m, êàê â ýëåêòðîäèíàìèêå (3.290,
3.291), à âûðàæåíèþ (4.171), êîòîðîå ó÷èòûâàåò âçàèìîäåéñòâèå
ñïèíà ÷àñòèöû ñ ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Òî æå ñàìîå
è ñ ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñüþ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé (3.298, 3.299).

Äëÿ èíòåðåñóþùèõñÿ ïîäðîáíîñòÿìè ìåòîäà õðîíîìåòðè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ îòìåòèì îäèí ìîìåíò, êàñàþùèéñÿ ïîêîìïîíåíòíîé çà-
ïèñè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè êîìïîíåíò ÷ëåíà A·ik·vk,
ïðèñóòñòâóþùèõ òîëüêî â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ â íàøåì ìèðå, ïî-
ëó÷àåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ i=1

A·1k·v
k = A·11·v

1 +A·12·v
2 = h12A12v1 + h11A21v2, (4.176)

ãäå A12 =−A21 =−Ω. Òîãäà, âû÷èñëÿÿ A·11· è A·12·, èìååì

A·11· = h1mA1m = h11A11 + h12A12 = h12A12 , (4.177)

A·12· = h1mA2m = h11A21 + h12A22 = h11A21 , (4.178)

ãäå hik ñóòü ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ìàòðèöå hik

h11 =
h22

h
, h12 = −h12

h
. (4.179)

Òîãäà, ò.ê. äåòåðìèíàíò òðåõìåðíîãî íàáëþäàåìîãî ìåòðè÷åñêî-
ãî òåíçîðà (ñì. �3.12) èìååò âèä

h = det ‖hik‖ = 1 +
Ω2

(
x2 + y2

)

c2
, (4.180)

èñêîìàÿ âåëè÷èíà A·1k·vk (4.176) ñîñòàâëÿåò

A·1k·v
k =

Ω
h

[
Ω2

c2
xyẋ+

(
1 +

Ω2x2

c2

)
ẏ

]
. (4.181)

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ è êîìïîíåíòà A·2k·vk, âõîäÿùàÿ â óðàâ-
íåíèå äâèæåíèÿ âäîëü îñè y.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê âåêòîðíûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé
÷àñòèöû ñî ñïèíîì â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Áó-
äåì ðåøàòü èõ äëÿ äâóõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ âçàèìíîé îðèåíòàöèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè.
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�4.7.1 Ìàãíèòíîå ïîëå ñîíàïðàâëåíî ñ ïîëåì íåãîëîíîì-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü ïîëå íåãîëîíîìíîñòè íàïðàâëåíî âäîëü îñè z è ÿâëÿåòñÿ ñëà-
áûì. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàññîâîé ÷à-
ñòèöû ñ çàðÿäîì è ñïèíîì (ïîêîìïîíåíòíî) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé
âèä: äëÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà

ẍ+ 2Ωẏ = −eH
cB

ẏ , ÿ − 2Ωẋ = −eH
cB

ẋ , z̈ = 0 (4.182)

è äëÿ ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ

ẍ = −eH
cB̃

ẏ , ÿ = −eH
cB̃

ẋ , z̈ = 0 . (4.183)

Îíè òàêæå îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷à-
ñòèöû áåç ñïèíà â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, ñîíà-
ïðàâëåíîì ñëàáîìó ïîëþ íåãîëîíîìíîñòè (3.104, 3.305), ëèøü òåì,
÷òî çäåñü â çíàìåíàòåëå ïðàâîé ÷àñòè âìåñòî ðåëÿòèâèñòñêîé ìàñ-
ñû ÷àñòèöû ñòîèò êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ èíòåãðàëà æèâûõ ñèë,
ó÷èòûâàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå ñïèíà ÷àñòèöû ñ ïîëåì íåãîëîíîìíî-
ñòè ïðîñòðàíñòâà. Èñïîëüçóÿ ãîòîâûå ðåøåíèÿ èç �3.12, ìû ñðàçó
ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò x è y çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñî
ñïèíîì â íàøåì ìèðå

x = − [
ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ + ẋ(0) sin (2Ω + ω) τ

] 1
2Ω + ω

+

+x(0) +
ẏ(0)

2Ω + ω
,

(4.184)

y =
[
ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ − ẋ(0) cos (2Ω + ω) τ

] 1
2Ω + ω

+

+ y(0) −
ẋ(0)

2Ω + ω

(4.185)

è â çàçåðêàëüå

x = − 1
ω

[
ẏ(0) cosωτ + ẋ(0) sinωτ

]
+ x(0) +

ẏ(0)

ω
, (4.186)

y =
1
ω

[
ẏ(0) sinωτ − ẋ(0) cosωτ

]
+ y(0) −

ẋ(0)

ω
, (4.187)

îòëè÷àþùèåñÿ îò ðåøåíèé äëÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîäè-
íàìèêå òåì, ÷òî çäåñü ÷àñòîòà ω ó÷èòûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ñïèíà
ñ ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ìàññû ÷àñòèö íàøåãî ìèðà
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ïîëîæèòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, â íàøåì ìèðå ÷àñòîòà ω âûðàæàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì

ω =
eH

mc+ η
c

=
eH

√
1− v2

(0)

c2

m0c+ η0
c

=
eH

√
1− v2

(0)

c2

m0c∓ 2n~Ω
c

, (4.188)

ãäå çíàê â çíàìåíàòåëå çàâèñèò òîëüêî îò âçàèìíîé îðèåíòàöèè ~
è Ω: çíàê �ìèíóñ� èìååò ìåñòî, åñëè ~ è Ω ñîíàïðàâëåíû (çíàê èõ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëîæèòåëåí), �ïëþñ� � åñëè îíè ïðîòè-
âîïîëîæíî íàïðàâëåíû, íåçàâèñèìî îò âûáîðà ïðàâîé èëè ëåâîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ìàññû ÷àñòèö, îáèòàþùèõ â çàçåðêàëüå, èìåþò
ñòðîãî îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ

m = − m0√
1− v2

(0)

c2

< 0 , (4.189)

òàêèì îáðàçîì, â çàçåðêàëüå ÷àñòîòà ω ñîñòàâëÿåò

ω =
eH

mc+ η
c

=
eH

√
1− v2

(0)

c2

−m0c+ η0
c

=
eH

√
1− v2

(0)

c2

−m0c∓ 2n~Ω
c

. (4.190)

Ïðè ýòîì â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ äëÿ êîîðäèíàò (4.184�4.187)
óæå ó÷òåíî, ÷òî êâàäðàò ñêîðîñòè ÷àñòèöû â íàøåì ìèðå è â çàçåð-
êàëüå (ñîîòâåòñòâåííî) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì

ẋ(0) +
ÿ0

2Ω + ω
= 0 , ẋ(0) +

ÿ0
ω

= 0 , (4.191)

÷òî âûòåêàåò èç èíòåãðàëà æèâûõ ñèë (�3.12). Ðåøåíèå òðåòüåãî
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (âäîëü îñè z) èìååò ïðîñòîé âèä

z = ż(0)τ + z(0) . (4.192)

Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé äëÿ êîîðäèíàò (4.184�4.187) âèäíî:
çàðÿæåííàÿ ìàññîâàÿ ÷àñòèöà ñî ñïèíîì â ñòàöèîíàðíîì îäíîðîä-
íîì ìàãíèòíîì ïîëå, ïàðàëëåëüíîì ñëàáîìó ïîëþ íåãîëîíîìíîñòè,
ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â íàïðàâëåíèÿõ x è y. ×àñòîòà
ýòèõ êîëåáàíèé â íàøåì ìèðå

ω̃ = 2Ω + ω = 2Ω +
eH

m0c∓ 2n~Ω
c

√
1− v2

(0)

c2
. (4.193)
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Â çàçåðêàëüå ÷àñòèöà ñîâåðøàåò àíàëîãè÷íûå êîëåáàíèÿ ñ ÷à-
ñòîòîé ω, ïðèâåäåííîé â âûðàæåíèè (4.190).

Â ñëàáîì ïîëå íåãîëîíîìíîñòè âåëè÷èíà n~Ω ìíîãî ìåíüøå
ýíåðãèè m0c

2 è, ò.ê. äëÿ ìàëîé âåëè÷èíû α èìååò ìåñòî ñîîòíî-
øåíèå 1

1∓α
∼=1±α, ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ èìååì

ω̃ ∼= 2Ω +
eH

m0c

(
1± 2n~Ω

m0c2

)
. (4.194)

Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñìåùåíèå è ñêîðîñòü ÷àñòèöû íàøåãî
ìèðà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

x(0) +
ẏ0

2Ω + ω
= 0 , y(0) −

ẋ0

2Ω + ω
= 0 , (4.195)

îíà áóäåò äâèãàòüñÿ, êàê è çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà áåç ñïèíà, â ïëîñ-
êîñòè x y ïî îêðóæíîñòè∗

x2 + y2 =
ẏ2
0

(2Ω + ω)2
, (4.196)

òîëüêî åå ðàäèóñ, ðàâíûé

r =
ẏ0

2Ω + ω
=

ẏ0

2Ω + eH

m0c∓ 2n~Ω
c

√
1− v2

(0)

c2

, (4.197)

â äàííîì ñëó÷àå çàâèñèò îò âåëè÷èíû è íàïðàâëåíèÿ ñïèíà ÷àñòèöû.
Åñëè íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì â íàïðàâ-
ëåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ (âäîëü îñè z) îòëè÷íà îò íóëÿ, îíà äâèæåòñÿ
âäîëü ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî âèíòîâîé ëèíèè ñ
òåì æå ðàäèóñîì r (4.197).

×àñòèöà çàçåðêàëüÿ, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò åå ñìåùåíèå è
ñêîðîñòü óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

x(0) +
ẏ0
ω

= 0 , y(0) −
ẋ0

ω
= 0 , (4.198)

òàêæå áóäåò äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè

x2 + y2 =
ẏ2
0

ω2
, (4.199)

∗Ïðè ýòîì ìû âûáèðàåì îñü y âäîëü íà÷àëüíîãî èìïóëüñà ÷àñòèöû, ÷òî
âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü. Òîãäà â âûðàæåíèÿõ äëÿ êîîðäèíàò íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü
÷àñòèöû âäîëü îñè x áóäåò ðàâíîé íóëþ.
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ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí

r =
ẏ0
ω

=
ẏ0

eH
−m0c∓ 2n~Ω

c

√
1− v2

(0)

c2

. (4.200)

Â îáùåì ñëó÷àå, ò.å. áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé (4.195, 4.198),
òðàåêòîðèÿ â ïëîñêîñòè xy îòëè÷àåòñÿ îò îêðóæíîñòè.

Òåïåðü âû÷èñëèì îáùóþ ýíåðãèþ è èìïóëüñ çàðÿæåííîé ÷àñòè-
öû ñî ñïèíîì â ìàãíèòíîì ïîëå. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ èíòå-
ãðàëîâ æèâûõ ñèë, íàõîäèì, ÷òî âåëè÷èíà η0 â äàííîì ñëó÷àå ðàâ-
íà η0 =n~mnAmn =n (~12A12 + ~21A21)=−2n~Ω. Òîãäà äëÿ ìàññî-
âîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà ïîëó÷àåì

Etot = Bc2 =
m0c

2 ∓ 2n~Ω√
1− v2

(0)

c2

= const , (4.201)

à äëÿ ìàññîâîé ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ

Etot = B̃c2 =
−m0c

2 ∓ 2n~Ω√
1− v2

(0)

c2

= const . (4.202)

Òàê êàê â äàííîé çàäà÷å ýëåêòðè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ îòñóò-
ñòâóåò, ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íå âíîñèò âêëàä â îáùóþ ýíåðãèþ
÷àñòèöû (ìàãíèòíîå ïîëå, êàê èçâåñòíî, íå ñîâåðøàåò ðàáîòó ïî ïå-
ðåìåùåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà).

Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé (4.201, 4.202) âèäíî: ïîëíàÿ ýíåð-
ãèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, à åå âåëè÷èíà çàâèñèò
îò âçàèìíîé îðèåíòàöèè âíóòðåííåãî ìîìåíòà ÷àñòèöû ~ è óãëîâîé
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ω.

Ïîñëåäíåå òðåáóåò íåêîòîðûõ ïîÿñíåíèé. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñêà-
ëÿðíàÿ âåëè÷èíà n (ò.å. àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ñïèíà ÷àñòèöû â åäè-
íèöàõ ~) èìååò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé çíàê, òîãäà êàê ~ è Ω ñóòü
÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò äâóõ àíòèñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ
hik è Ωik; êàæäûé èç ýòèõ òåíçîðîâ ïðèíèìàåò ïðîòèâîïîëîæíûå
çíà÷åíèÿ â ïðàâîé è ëåâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Íî, ò.ê. ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí, èìååò çíà÷åíèå ëèøü èõ
âçàèìíàÿ íàïðàâëåííîñòü, íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà ïðàâîé èëè ëå-
âîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Åñëè ~ è Ω ñîíàïðàâëåíû, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà
Etot (4.201) åñòü ñóììà åå ðåëÿòèâèñòñêîé ýíåðãèè E=mc2 è �ñïèí-
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ýíåðãèè�
Es =

2n~Ω√
1− v2

(0)

c2

, (4.203)

ò.å. ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïðåâûøàåò âåëè÷èíó E=mc2.
Åñëè ~ è Ω íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû, âåëè÷èíà

Etot ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü ðåëÿòèâèñòñêîé ýíåðãèè ÷àñòèöû
è åå �ñïèí-ýíåðãèè�. Ïðè òàêîé îðèåíòàöèè âîçìîæåí ÷àñòíûé ñëó-
÷àé, êîãäà m0c

2 =2n~Ω è, òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû
îáðàùàåòñÿ â íóëü (ýòîò îñîáûé ñëó÷àé ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì â
ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå).

Äëÿ ÷àñòèö ñ îòðèöàòåëüíûìè ìàññàìè, îáèòàþùèõ â çàçåðêà-
ëüå, íàîáîðîò: ïîëíàÿ ýíåðãèÿ Etot (4.202) ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé
âåëè÷èíîé è ïðåâûøàåò (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) ðåëÿòèâèñòñêóþ
ýíåðãèþ E=−mc2, åñëè ~ è Ω ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû.

Âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî òðåõìåðíîãî èìïóëüñà ÷àñòèöû ñ çàðÿ-
äîì è ñïèíîì â ìàãíèòíîì ïîëå íàøåãî ìèðà èìååò âèä

pitot =
m0c

2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

vi = mvi ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

vi, (4.204)

ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó ðåëÿòèâèñòñêîãî íà-
áëþäàåìîãî èìïóëüñà pi =mvi è ñïèí-èìïóëüñà, ñîîáùàåìîãî ÷àñòè-
öå ñî ñïèíîì ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ïîëíûé èìïóëüñ
÷àñòèöû ñî ñïèíîì ïðåâûøàåò ðåëÿòèâèñòñêèé èìïóëüñ, åñëè ~ è
Ω ñîíàïðàâëåíû, è, íàîáîðîò, óìåíüøàþòñÿ, åñëè ~ è Ω ïðîòèâîïî-
ëîæíî íàïðàâëåíû.

Â ñëó÷àå ïðîòèâîïîëîæíîé íàïðàâëåííîñòè ~ è Ω ïîëíûé èì-
ïóëüñ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì îáðàùàåòñÿ â íóëü (êàê è åå ïîëíàÿ ýíåð-
ãèÿ), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå m0c

2 = 2n~Ω.
Äëÿ ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ â ìàãíèòíîì ïîëå, ñîîòâåòñòâåííî,

òðåõìåðíûé èìïóëüñ èìååò âèä

pitot =
−m0c

2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

vi = −mvi ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

vi, (4.205)

ò.å. ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ìåäëåííåå, åñëè ~ è Ω ñîíàïðàâëåíû, è áûñò-
ðåå, åñëè îíè íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Êîìïîíåí-
òû ñêîðîñòè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì â ìàãíèòíîì ïîëå, ñî-
íàïðàâëåííûì ñ ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè, ñ ó÷åòîì óñëîâèé (4.191),
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èìåþò âèä â íàøåì ìèðå

ẋ = ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ − ẋ(0) cos (2Ω + ω) τ , (4.206)

ẏ = ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ + ẋ(0) sin (2Ω + ω) τ (4.207)

è â çàçåðêàëüå
ẋ = ẏ(0) sinωτ − ẋ(0) cosωτ , (4.208)

ẏ = ẏ(0) cosωτ + ẋ(0) sinωτ . (4.209)

Òîãäà êîìïîíåíòû ïîëíîãî èìïóëüñà ÷àñòèöû èìåþò ñëåäóþùèé
âèä (íà÷àëüíûé èìïóëüñ â ïëîñêîñòè x y ìû ïîëàãàåì íàïðàâëåí-
íûì âäîëü îñè y): â íàøåì ìèðå

p1
tot =

m0c
2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

ẏ(0) sin (2Ω + ω) τ , (4.210)

p2
tot =

m0c
2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

ẏ(0) cos (2Ω + ω) τ , (4.211)

p3
tot =

m0c
2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

ż(0) , (4.212)

ãäå ÷àñòîòà ω èìååò âèä (4.188), è â çàçåðêàëüå

p1
tot =

−m0c
2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

ẏ(0) sinωτ , (4.213)

p2
tot =

−m0c
2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

ẏ(0) cosωτ , (4.214)

p3
tot =

−m0c
2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

ż(0) , (4.215)

ãäå ω ðàâíà (4.190). Ïðè ýòîì, õîòÿ íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ íå âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèöû Etot, òåì
íå ìåíåå îíà ïðîÿâëÿåòñÿ â âûðàæåíèè äëÿ ïîëíîãî èìïóëüñà, ò.ê.
âõîäèò â ÷àñòîòó ω (4.190).



4.7 ×àñòèöà ñî ñïèíîì â ñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïîëå 197

�4.7.2 Ìàãíèòíîå ïîëå îðòîãîíàëüíî ïîëþ íåãîëîíîì-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàññîâîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñî ñïè-
íîì â ìàãíèòíîì ïîëå, îðòîãîíàëüíîì ïîëþ íåãîëîíîìíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà. Åñòåñòâåííî, êàê è ðàíüøå, ðå÷ü èäåò î ñòàöèîíàðíîì è
îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå.

Èòàê, ïîëå íåãîëîíîìíîñòè íàïðàâëåíî âäîëü îñè z è ÿâëÿåòñÿ
ñëàáûì. Ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè y. Òîãäà, êàê íåòðóä-
íî óáåäèòüñÿ, âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì
áóäóò àíàëîãè÷íû óðàâíåíèÿì äëÿ áåññïèíîâîé ÷àñòèöû, ïîëó÷åí-
íûì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè ïîëåé äëÿ íàøåãî ìèðà
(3.338), è ïðèìóò âèä

ẍ+ 2Ωẏ =
eH

cB
ż , ÿ − 2Ωẋ = 0 , z̈ = −eH

cB
ẋ . (4.216)

Îòëè÷èå îò (3.338) ëèøü â òîì, ÷òî çäåñü çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷à-
ñòè âìåñòî ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññû ÷àñòèöû ñîäåðæèò êîíñòàíòó èí-
òåãðèðîâàíèÿ èíòåãðàëà æèâûõ ñèë, ó÷èòûâàþùóþ âçàèìîäåéñòâèå
ñïèíà ÷àñòèöû ñ ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî-
ëó÷àåì ðåøåíèÿ

x =
ẋ(0)

ω̃
sin ω̃τ − ẍ(0)

ω̃2
cos ω̃τ + x(0) +

ẍ(0)

ω̃2
, (4.217)

y = −2Ω
ω̃2

(
ẋ(0) cos ω̃τ +

ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ

)
+ ẏ(0)τ +

+
2Ω
ω̃2

ẍ(0)τ + y(0) +
2Ω
ω̃2

ẋ(0) ,

(4.218)

z =
ω

ω̃2

(
ẋ(0) cos ω̃τ +

ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ

)
+ ż(0)τ −

− ω

ω̃2
ẍ(0)τ + z(0) −

ω

ω̃2
ẋ(0) ,

(4.219)

îòëè÷àþùèåñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé äëÿ áåññïèíîâîé ÷àñòè-
öû òåì, ÷òî ÷àñòîòà ω̃ â äàííîì ñëó÷àå çàâèñèò îò ñïèíà ÷àñòèöû è
åãî âçàèìíîé îðèåíòàöèè ñ ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè

ω̃ =
√

4Ω2 + ω2 =

√√√√√4Ω2 +
e2H2

(
1− v2

(0)

c2

)2

(
m0c2 ∓ 2n~Ω

c

)2 . (4.220)
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Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû ñî ñïèíîì àíà-
ëîãè÷íî óðàâíåíèþ òðàåêòîðèè áåññïèíîâîé ÷àñòèöû. Â äàííîì ñëó-
÷àå, ò.å. ïðè îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, óðàâíåíèå åå òðà-
åêòîðèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ñôåðû

x2 + y2 + z2 =
1
ω̃2

ẋ2
(0) , (4.221)

ðàäèóñ êîòîðîé, â îòëè÷èå îò ðàäèóñà òðàåêòîðèè áåññïèíîâîé ÷à-
ñòèöû, çàâèñèò îò ñïèíà ÷àñòèöû è åãî îðèåíòàöèè îòíîñèòåëüíî
ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà

r =
1√√√√√4Ω2 +

e2H2
(
1− v2

(0)

c2

)2

(
m0c2 ∓ 2n~Ω

c

)2

ẋ(0) . (4.222)

Äëÿ ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò
âèä (3.355)

ẍ =
eH

cB̃
ż , ÿ = 0 , z̈ = −eH

cB̃
ẋ , (4.223)

ò.å. îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà
(4.216) îòñóòñòâèåì ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà Ω. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ äëÿ íèõ ïîëó÷àþòñÿ èç ðåøåíèé
äëÿ íàøåãî ìèðà (4.217�4.219), åñëè ïîëîæèòü ω̃=ω. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû ñî ñïèíîì â çàçåðêàëüå èìååò
ñëåäóþùèé âèä

x2 + y2 + z2 =
1
ω2

ẋ2
(0) , r =

−m0c
2 ∓ 2n~Ω

c

eH

√
1− v2

(0)

c2

ẋ(0) . (4.224)

Âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèöû ñî ñïèíîì Etot â ìàã-
íèòíîì ïîëå, îðòîãîíàëüíûì ïîëþ íåãîëîíîìíîñòè, èìååò òàêîé æå
âèä, êàê è â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîé îðèåíòàöèè ïîëåé. Îäíàêî âû-
ðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ïîëíîãî èìïóëüñà (4.204, 4.205) îòëè÷àþò-
ñÿ, ò.ê. â íåãî âõîäèò ñêîðîñòü ÷àñòèöû, çàâèñÿùàÿ îò íàïðàâëåíèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè. Â äàííîì ñëó÷àå, êîãäà
ýòè ïîëÿ îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó, êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ÷àñòèöû
(ïîëó÷àþùèåñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì âûðàæåíèé äëÿ êîîðäèíàò) â
íàøåì ìèðå èìåþò âèä

ẋ = ẋ(0) cos ω̃τ +
ẍ(0)

ω̃
sin ω̃τ , (4.225)
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ẏ =
2Ω
ω̃
ẋ(0) sin ω̃τ − 2Ω

ω̃2
ẍ(0) cos ω̃τ + ẏ(0) +

2Ω
ω̃2

ẍ(0) , (4.226)

ż =
ω

ω̃2
ẍ(0) cos ω̃τ − ω

ω̃
ẋ(0) sin ω̃τ + ż(0) −

ω

ω̃2
ẍ(0) (4.227)

è â çàçåðêàëüå
ẋ = ẋ(0) cosωτ +

ẍ(0)

ω
sinωτ , (4.228)

ẏ = ẏ(0) , (4.229)

ż =
1
ω
ẍ(0) cos ω̃τ − ẋ(0) sinωτ + ż(0) −

1
ω
ẍ(0) . (4.230)

Îòñþäà, ïîëàãàÿ íà÷àëüíîå óñêîðåíèå ÷àñòèöû è êîíñòàíòû èí-
òåãðèðîâàíèÿ ðàâíûìè íóëþ, à òàêæå âûáðàâ íàïðàâëåíèå îñè x
âäîëü íà÷àëüíîãî èìïóëüñà ÷àñòèöû, ïîëó÷àåì êîìïîíåíòû åå ïîë-
íîãî èìïóëüñà â íàøåì ìèðå

p1
tot =

m0c
2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

ẋ(0) cos ω̃τ , (4.231)

p2
tot =

m0c
2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

2Ω
ω̃
ẋ(0) sin ω̃τ , (4.232)

p3
tot =

m0c
2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

ω

ω̃
ẋ(0) sin ω̃τ (4.233)

è â çàçåðêàëüå, ñîîòâåòñòâåííî,

p1
tot =

−m0c
2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

ẋ(0) cos ω̃τ , (4.234)

p2
tot =

−m0c
2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

ẏ(0) = 0 , (4.235)

p3
tot =

−m0c
2 ∓ 2n~Ω

c2

√
1− v2

(0)

c2

ẋ(0) sin ω̃τ . (4.236)

Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåøåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåøåíèÿ èç ýëåêòðîäèíàìèêè (�3.12), åñëè ïîëîæèòü ~→ 0.



200 Ãëàâà 4 ×àñòèöà ñî ñïèíîì

�4.8 Çàêîí êâàíòîâàíèÿ ìàññ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö
Ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì â
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå â íàøåì ìèðå è â çàçåðêàëüå, ñîîòâåòñòâåí-
íî, èìåþò âèä

d

dτ

(
m+

η

c2

)
= − e

c2
Eivi, − d

dτ

(
m+

η

c2

)
= − e

c2
Eivi. (4.237)

Îíè ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àþòñÿ èíòå-
ãðàëû æèâûõ ñèë

m+
η

c2
= B , −

(
m+

η

c2

)
= B̃ , (4.238)

ãäå B ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â íàøåì ìèðå è B̃ ïîñòîÿííàÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ â çàçåðêàëüå.

Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëÿþòñÿ òîëü-
êî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïîýòîìó ìû âñåãäà ìîæåì âûáðàòü èõ
òàê, ÷òîáû êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ îáðàòèëèñü â íóëü.

Ïîñìîòðèì, ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ îáðàùàþòñÿ â íóëü
ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿ-
æåííîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Äëÿ çàðÿæåí-
íîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì íàøåãî ìèðà è çàçåðêàëüÿ (4.238), ñîîòâåò-
ñòâåííî,

m+
η

c2
= 0 , −

(
m+

η

c2

)
= 0 , (4.239)

ïðè ýòîì ïðàâûå ÷àñòè âåêòîðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (4.150,
4.152), ñîäåðæàùèå òðåõìåðíóþ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíóþ ñè-
ëó Ëîðåíöà, òàêæå îáðàùàþòñÿ â íóëü, ò.å. ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå
ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà íóëþ êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ ñêàëÿðíûõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íå îêàçûâàåò âîçäåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó.

Ñîêðàùàÿ â âûðàæåíèÿõ (4.239) ðåëÿòèâèñòñêèé êîðåíü, ÷òî âñå-
ãäà ìîæíî ñäåëàòü äëÿ ìàññîâûõ ÷àñòèö (ò.å. íå îáëàäàþùèõ ìàññîé
ïîêîÿ), ìû ìîæåì çàïèñàòü ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ôîðìå, íå çàâèñÿ-
ùåé îò ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Òîãäà äëÿ ìàññîâîé ÷àñòèöû íàøåãî ìèðà
èìååì

m0c
2 = −n~mnAmn , (4.240)

äëÿ ìàññîâûõ ÷àñòèö çàçåðêàëüÿ

m0c
2 = n~mnAmn . (4.241)

Íàçîâåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ çàêîíîì êâàíòîâàíèÿ ìàññ ýëåìåí-
òàðíûõ ÷àñòèö:
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Ìàññà ïîêîÿ ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì ïðîïîðöèîíàëü-
íà ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ åå ñïèíà ñ ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè
ïðîñòðàíñòâà, âçÿòîé ñ îáðàòíûì çíàêîì.

Èëè, èíà÷å:
Ýíåðãèÿ ïîêîÿ ìàññîâîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû ðàâíà ýíåðãèè
âçàèìîäåéñòâèÿ åå ñïèíà ñ ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà, âçÿòîé ñ îáðàòíûì çíàêîì.

Òàê êàê ýíåðãèÿ ÷àñòèöû çàçåðêàëüÿ èìååò îòðèöàòåëüíîå ÷èñ-
ëåííîå çíà÷åíèå, çíàê �ïëþñ� â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (4.241)
îáîçíà÷àåò ýíåðãèþ ñïèí-âçàèìîäåéñòâèÿ â çàçåðêàëüå, âçÿòóþ ñ îá-
ðàòíûì çíàêîì òàê æå, êàê è çíàê �ìèíóñ� â âûðàæåíèè (4.240) äëÿ
íàøåãî ìèðà.

Äëÿ áåññïèíîâûõ ÷àñòèö, î÷åâèäíî, äàííûå êâàíòîâûå ñîîòíî-
øåíèÿ íåïðèìåíèìû.

Ïðîâåäåì íåêîòîðûå êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè, ñëåäóþùèå èç ïî-
ëó÷åííîãî çàêîíà êâàíòîâàíèÿ ìàññ. ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ âåëè÷è-
íû η0 =n~mnAmn, õàðàêòåðèçóþùåé ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ñïè-
íà ÷àñòèöû ñ ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà (�ñïèí-ýíåðãèÿ�),
ïîëó÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûðàçèâ òåíçîð óãëîâûõ ñêîðîñòåé
âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Amn ÷åðåç ïñåâäîâåêòîð ýòîãî âðàùåíèÿ
Ω∗i = 1

2
εimnAmn

Ω∗iεimn =
1
2
εipqεimnApq =

1
2

(δpmδ
q
n − δpnδ

q
m)Apq = Amn , (4.242)

ìû èìååì Amn = εimnΩ∗i. Ñëåäîâàòåëüíî
1
2
εimn~mn = ~∗i (4.243)

åñòü ïñåâäîâåêòîð Ïëàíêà, à âåëè÷èíà η0 = n~mnεimnΩ∗i ðàâíà

η0 = 2n~∗iΩ∗i, (4.244)

ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäâîåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òðåõìåð-
íîãî ïñåâäîâåêòîðà Ïëàíêà è òðåõìåðíîãî ïñåâäîâåêòîðà ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, óìíîæåííîå íà ñïèíîâîå êâàíòîâîå ÷èñëî
÷àñòèöû (ñêàëÿð).

Êàê èçâåñòíî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïñåâäîâåêòîðîâ åñòü
ïðîèçâåäåíèå èõ ìîäóëåé (àáñîëþòíûõ âåëè÷èí) íà êîñèíóñ óãëà
ìåæäó íèìè. Òîãäà, åñëè ~∗i è Ω∗i ñîíàïðàâëåíû, òî

η0 = 2n~∗iΩ∗i = 2n~Ωcos
(
~~ ; ~Ω

)
> 0 , (4.245)
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à åñëè îíè ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû, òî
η0 = 2n~∗iΩ∗i = 2n~Ωcos

(
~~ ; ~Ω

)
< 0 . (4.246)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàññîâûõ ÷àñòèö íàøåãî ìèðà êîíñòàíòà èí-
òåãðèðîâàíèÿ æèâûõ ñèë îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè ïñåâäîâåêòîðû
~∗i è Ω∗i îðèåíòèðîâàíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Äëÿ ÷àñòèö
çàçåðêàëüÿ êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ èíòåãðàëà æèâûõ ñèë ðàâíà
íóëþ ïðè ñîíàïðàâëåíîñòè ïñåâäîâåêòîðîâ ~∗i è Ω∗i.

Ýòî îçíà÷àåò: êîãäà ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíà ìàññîâîé ÷à-
ñòèöû ñ ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé åå ýíåðãèè ïîêîÿ
E=m0c

2, èìïóëüñ ÷àñòèöû íèêàê íå ïðîÿâëÿåòñÿ íè â íàøåì ìèðå,
íè â çàçåðêàëüå. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îñü z ñîíàïðàâëåíà ñ ïñåâ-
äîâåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ω∗i. Òîãäà èç
âñåõ òðåõ êîìïîíåíò Ω∗i îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü êîìïîíåíòà

Ω∗3=
1
2
ε3mnAmn=

1
2
(
ε312A12+ε321A21

)
= ε312A12=

e312√
h
A12 . (4.247)

Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî òðåõìåðíàÿ ìåò-
ðèêà gik ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé, à ïðîñòðàíñòâî âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿí-
íîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé Ω. Òîãäà êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñêî-
ðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ðàâíû v1 =Ωx, v2 =−Ωy è A12 =−Ω.
Â òàêèõ óñëîâèÿõ

Ω∗3 =
e312√
h
A12 =

A12√
h

= − Ω√
h
. (4.248)

Êîðåíü êâàäðàòíûé èç äåòåðìèíàíòà íàáëþäàåìîãî ìåòðè÷åñêî-
ãî òåíçîðà, îïðåäåëÿåìûé èç (4.180)

√
h =

√
det ‖hik‖ =

√
1 +

Ω2 (x2 + y2)
c2

. (4.249)

Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ìàëûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, ñðàâíè-
ìûå ñ ìàñøòàáàìè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ìîæíî ñ÷èòàòü

√
h≈ 1,

ñëåäîâàòåëüíî Ω∗3 =−Ω = const. Òîãäà çàêîí êâàíòîâàíèÿ ìàññ ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö (4.240) ïðèíèìàåò âèä: äëÿ ìàññîâûõ ÷àñòèö íà-
øåãî ìèðà è äëÿ ìàññîâûõ ÷àñòèö çàçåðêàëüÿ, ñîîòâåòñòâåííî

m0 =
2n~Ω
c2

, m0 = −2n~Ω
c2

. (4.250)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö íàøåãî ìèðà, îáëàäà-
þùèõ ñïèíîì, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Ω =
m0c

2

2n~
. (4.251)
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàññà ïîêîÿ (èñòèííàÿ ìàññà) íàáëþäàåìîãî
îáúåêòà, â îáû÷íûõ ìàêðîóñëîâèÿõ íèêàê íå çàâèñÿùàÿ îò ñâîéñòâ
ýòàëîíîâ íàáëþäàòåëÿ, â ìàñøòàáàõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñòàíî-
âèòñÿ æåñòêî çàâèñèìîé îò íèõ, â ÷àñòíîñòè, îò âåëè÷èíû óãëîâîé
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü íà îñíîâå çàêî-
íà êâàíòîâàíèÿ ìàññ îïðåäåëèòü ÷àñòîòû âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
íàáëþäàòåëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàññàì ïîêîÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö
íàøåãî ìèðà. Ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 4.1.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â ýòîé òàáëèöå ñâèäåòåëüñòâóþò: â ìàñ-
øòàáàõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïðîñòðàíñòâî íàáëþäàòåëÿ â ïðèíöè-
ïå íåãîëîíîìíî. Íàïðèìåð, ïðè íàáëþäåíèè ýëåêòðîíà (åãî êëàññè-
÷åñêèé ðàäèóñ re = 2.8×10−13 ñì) ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà íàáëþäàòåëÿ ñîñòàâëÿåò v=Ωr= 2200 êì/ñåê∗. Ïîñêîëü-
êó ðàçìåðû îñòàëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö åùå ìåíüøå, ýòî çíà-
÷åíèå ëèíåéíîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà íàáëþäàòåëÿ, ïî-
âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì (ïðåäåëüíûì)†.

Èòàê, ÷òî æå ìû ïîëó÷èëè? Îáû÷íî íàáëþäàòåëü ñðàâíèâàåò ðå-
çóëüòàòû èçìåðåíèé ñ ýòàëîíàìè íà òåëå îòñ÷åòà, íî ñàì îí è òåëî
îòñ÷åòà íèêàê íå ñâÿçàíû ñ íàáëþäàåìûì îáúåêòîì è íå âëèÿþò
íà íåãî â ïðîöåññå èçìåðåíèé. Ïîýòîìó â îáû÷íûõ ìàêðîóñëîâè-
ÿõ íåò íèêàêîé çàâèñèìîñòè èñòèííûõ õàðàêòåðèñòèê íàáëþäàåìûõ
òåë (íàïðèìåð, ìàññû ïîêîÿ ÷àñòèöû) îò õàðàêòåðèñòèê òåëà è ïðî-
ñòðàíñòâà îòñ÷åòà � îíè ìîãóò áûòü ëþáûìè, êàê ó âçàèìíî íå
ñâÿçàííûõ îáúåêòîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, õîòÿ íàáëþäàåìûå îáúåêòû èñ-
êàæåíû èç-çà âëèÿíèÿ íà íèõ ýòàëîíîâ íàáëþäàòåëÿ, ñîáñòâåííî íà-
áëþäàòåëü è åãî òåëî îòñ÷åòà â ìàêðîóñëîâèÿõ íèêàê íå âëèÿþò íà
èçìåðÿåìûå îáúåêòû. Äðóãîå äåëî � ïðîñòðàíñòâî â ìàñøòàáàõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû óáåäèëèñü: êàê òîëüêî ìû
äîñòèãàåì òàêèõ ìàëûõ ìàñøòàáîâ, ÷òî ñïèí, êâàíòîâàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà ÷àñòèöû, íà÷èíàåò îêàçûâàòü îùóòèìîå âëèÿíèå íà åå äâèæå-
íèå � âñå, � ìåæäó ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîñòðàíñòâà

∗Âåëè÷èíà v ðàâíà ñêîðîñòè ýëåêòðîíà íà ïåðâîé áîðîâñêîé îðáèòå, õîòÿ
ïðè âû÷èñëåíèè ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà (Òàáë. 4.1) ìû ðàññìàòðèâà-
ëè ñâîáîäíûé ýëåêòðîí, ò.å. ýëåêòðîí âíå ñâÿçè ñ àòîìíûì ÿäðîì è êâàíòîâàíè-
åì îðáèò â àòîìå âîäîðîäà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, �ãåíåòè÷åñêàÿ�
êâàíòîâàÿ íåãîëîíîìíîñòü ïðîñòðàíñòâà íå òîëüêî îïðåäåëÿåò ìàññû ïîêîÿ ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö, íî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé îðáèòàëüíîãî âðàùåíèÿ ýëåê-
òðîíîâ â àòîìàõ.

†Èíòåðåñíî, ÷òî óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà áàðèîíîâ
(Òàáë. 4.1) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîâïàäàþò ñ ÷àñòîòîé ∼1023 ñåê−1, õàðàê-
òåðèçóþùåé ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû êàê îñöèëëÿòîðû [27,28].
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Íàçâàíèå ÷àñòèöû Ìàññà ïîêîÿ
â ìàññàõ me

Ñïèí Ω, ñåê−1

Ëåïòîíû
ýëåêòðîí e−, ïîçèòðîí e+ 1 1/2 7.782×1020

ýëåêòðîííîå íåéòðèíî νe è
ýëåêòðîííîå àíòèíåéòðèíî ν̃e < 4×10−4 1/2 < 3×1017

µ-ìåçîííîå íåéòðèíî νµ è
µ-ìåçîííîå àíòèíåéòðèíî ν̃µ < 8 1/2 < 6×1021

µ−-ìåçîí, µ+-ìåçîí 206.766 1/2 1.609×1023

Áàðèîíû
íóêëîíû
ïðîòîí p, àíòèïðîòîí p̃ 1836.09 1/2 1.429×1024

íåéòðîí n, àíòèíåéòðîí ñ 1838.63 1/2 1.431×1024

ãèïåðîíû
Λ0-ãèïåðîí, àíòè-Λ0-ãèïåðîí 2182.75 1/2 1.699×1024

Σ+-ãèïåðîí, àíòè-Σ+-ãèïåðîí 2327.6 1/2 1.811×1024

Σ−-ãèïåðîí, àíòè-Σ−-ãèïåðîí 2342.6 1/2 1.823×1024

Σ0-ãèïåðîí, àíòè-Σ0-ãèïåðîí 2333.4 1/2 1.816×1024

Ξ−-ãèïåðîí, àíòè-Ξ−-ãèïåðîí 2584.7 1/2 2.011×1024

Ξ0-ãèïåðîí, àíòè-Ξ0-ãèïåðîí 2572 1/2 2.00×1024

Ω−-ãèïåðîí, àíòè-Ω−-ãèïåðîí 3278 3/2 8.50×1023

Òàáëèöà 4.1: ×àñòîòû âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

(òåëà) îòñ÷åòà è ñàìîé ÷àñòèöû òîò÷àñ æå óñòàíàâëèâàåòñÿ æåñòêàÿ
âçàèìîñâÿçü, ò.å. òåëî îòñ÷åòà íà÷èíàåò âëèÿòü íà ñàìó íàáëþäàå-
ìóþ ÷àñòèöó. Èíà÷å ãîâîðÿ, íàáëþäàòåëü óæå íå ïðîñòî ñðàâíèâà-
åò õàðàêòåðèñòèêè íàáëþäàåìîãî îáúåêòà ñî ñâîèìè ýòàëîíàìè, à
íåïîñðåäñòâåííî âëèÿåò íà íàáëþäàåìûé îáúåêò, ôîðìèðóÿ åãî õà-
ðàêòåðèñòèêè â ÷åòêîé êâàíòîâîé çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ýòàëîíîâ,
èìåþùèõñÿ â åãî ðàñïîðÿæåíèè (òåëî è ïðîñòðàíñòâî îòñ÷åòà).

Ýòî îçíà÷àåò: êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì ýôôåêòû â ìàñøòàáàõ
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, íàïðèìåð, ñïèíîâûå ýôôåêòû, ñòèðàåòñÿ
ãðàíü ìåæäó íàáëþäàòåëåì, ò.å. åãî òåëîì îòñ÷åòà, è íàáëþäàåìûì
îáúåêòîì � ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöåé. Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü óñòàíîâèòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà îòñ÷åòà, ñâÿçàííîãî ñ íàáëþäàòåëåì, è ìàññàìè ïîêîÿ íà-
áëþäàåìûõ ÷àñòèö � îáúåêòîâ íàáëþäåíèé, â ìàêðîìàñøòàáàõ íå
ñâÿçàííûõ ñ òåëîì îòñ÷åòà. Òàêèì îáðàçîì, îáíàðóæåííûå çàêîíû
êâàíòîâàíèÿ ìàññ ñïðàâåäëèâû òîëüêî äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.
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Íàïîìíèì, ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí èñêëþ÷èòåëüíî ãåîìåòðè÷å-
ñêèìè ìåòîäàìè Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè, âíå ñâÿçè ñ âåðîÿòíîñò-
íûì àïïàðàòîì êâàíòîâîé ìåõàíèêè, è, ïîýòîìó, ìîæåò â áóäóùåì
ïîñëóæèòü �ìîñòîì�, ñîåäèíÿþùèì ýòè äâå îòðàñëè íàóêè.

�4.9 Êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû
Èòàê, â íàøèõ èññëåäîâàíèÿõ ÷àñòîòà íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà íàáëþäàòåëÿ ïðè íàáëþäåíèè ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû ìàññîé
m0 ðàâíà Ω= m0c

2

2n~ (4.251). Âû÷èñëèì äëèíó âîëíû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ýòîé ÷àñòîòå. Ïîëàãàÿ, ÷òî ýòà âîëíà, ò.å. âîëíà íåãîëîíîì-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà íàáëþäàòåëÿ, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ
ñâåòà λΩ= c, èìååì

λ =
c

Ω
= 2n

~
m0c

, (4.252)

ò.å. ïðè íàáëþäåíèè ìàññîâîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì n= 1
2
äëèíà âîëíû

íåãîëîíîìíîñòè (âðàùåíèÿ) ïðîñòðàíñòâà íàáëþäàòåëÿ ðàâíà êîìï-
òîíîâñêîé äëèíå âîëíû ýòîé ÷àñòèöû λ�c = ~

m0c
.

×òî ýòî îçíà÷àåò? Êîìïòîí-ýôôåêò � �ðàññåÿíèå� ôîòîíà íà
ñâîáîäíîì ýëåêòðîíå, ñîïðîâîæäàþùååñÿ óìåíüøåíèåì åãî ñîáñò-
âåííîé ÷àñòîòû

∆λ = λ2 − λ1 =
h

mec
(1− cosϑ) = λe

c (1− cosϑ) , (4.253)

áûë îáíàðóæåí Àðòóðîì Êîìïòîíîì â 1922 ãîäó. Çäåñü λ1 è λ2 äëè-
íà âîëí ôîòîíà äî è ïîñëå ñîóäàðåíèÿ, ϑ óãîë �ðàññåÿíèÿ�. Ìíî-
æèòåëü λe

c, õàðàêòåðíûé äëÿ ýëåêòðîíà, â òå ãîäû íàçâàëè êîìï-
òîíîâñêîé äëèíîé âîëíû ýëåêòðîíà. Âïîñëåäñòâèè âûÿñíèëîñü, ÷òî
äëÿ äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â ïðîöåññå �ðàññåÿíèÿ� ôîòîíîâ
òàêæå ïðîÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíàÿ äëèíà âîëíû λc = h

m0c
, èëè, ñîîò-

âåòñòâåííî, λ�c = ~
m0c

, ò.å. äëÿ êàæäîãî òèïà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö
(ýëåêòðîíîâ, ïðîòîíîâ, íåéòðîíîâ è ò.ä.) ñóùåñòâóåò ñâîÿ êîìïòî-
íîâñêàÿ äëèíà âîëíû. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîé âåëè÷èíû áûë âûÿñ-
íåí ïîçäíåå. Îêàçàëîñü, ÷òî â îáëàñòè, ìåíüøåé λ�c, ýëåìåíòàðíàÿ
÷àñòèöà ïåðåñòàåò áûòü òî÷å÷íûì îáúåêòîì è åå âçàèìîäåéñòâèå
ñ äðóãèìè ÷àñòèöàìè (è ñ íàáëþäàòåëåì) õàðàêòåðèçóåòñÿ çàêîíà-
ìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïîýòîìó îáëàñòü äèàìåòðîì λ�c èíîãäà èí-
òåðïðåòèðóþò êàê �ðàçìåð� ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû â òîì óñëîâíîì
ñìûñëå, â êîòîðîì ñàìî ïîíÿòèå �ðàçìåð� ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî ê
ýëåìåíòàðíûì ÷àñòèöàì.

Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøèì ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì â ïðåäûäó-
ùåì ïàðàãðàôå, ýòî îçíà÷àåò: ïðè íàáëþäåíèè ìàññîâîé ýëåìåíòàð-
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íîé ÷àñòèöû óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà íà-
áëþäàòåëÿ âîçðàñòàåò íàñòîëüêî, ÷òî äëèíà âîëíû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ýòîé ñêîðîñòè, ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé êîìïòîíîâñêîé äëèíå âîëíû
íàáëþäàåìîé ÷àñòèöû, ò.å. åå �ðàçìåðó�, âíóòðè êîòîðîãî ÷àñòèöà
ïåðåñòàåò áûòü òî÷å÷íûì îáúåêòîì. Èíà÷å ãîâîðÿ, èìåííî óãëîâàÿ
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ (äëèíà �âîëíû íåãîëîíîìíîñòè�) ïðîñòðàíñòâà
íàáëþäàòåëÿ îïðåäåëÿåò íàáëþäàåìûå êîìïòîíîâñêèå äëèíû (õà-
ðàêòåðíûå �ðàçìåðû�) ìàññîâûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

�4.10 Áåçìàññîâàÿ ÷àñòèöà ñî ñïèíîì
Òàê êàê áåçìàññîâûå (ñâåòîïîäîáíûå) ÷àñòèöû íå îáëàäàþò ýëåê-
òðè÷åñêèì çàðÿäîì, èõ ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íàøåì
ìèðå è â çàçåðêàëüå èìåþò âèä, ñîîòâåòñòâåííî,

d

dτ

(
m+

η

c2

)
= 0 , − d

dτ

(
m+

η

c2

)
= 0 . (4.254)

Ïðè èõ èíòåãðèðîâàíèè êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ âñåãäà ðàâíà
íóëþ, ïîýòîìó â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ (4.239). Ñëå-
äîâàòåëüíî äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö íàøåãî ìèðà è äëÿ áåçìàññîâûõ
÷àñòèö çàçåðêàëüÿ, ñîîòâåòñòâåííî,

mc2 = − η , mc2 = η . (4.255)

Âìåñòå ñ òåì òàêîãî ïîíÿòèÿ, êàê �ìàññà ïîêîÿ� äëÿ áåçìàññîâûõ
÷àñòèö, íå ñóùåñòâóåò � îíè ïðåáûâàþò â íåïðåðûâíîì äâèæåíèè.
Èõ ðåëÿòèâèñòñêèå ìàññû îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäÿ èç ýíåðãåòè÷åñêî-
ãî ýêâèâàëåíòà E=mc2, èçìåðÿåìîãî â ýëåêòðîí-âîëüòàõ. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö íå ñóùåñòâóåò è ñïèí-ýíåðãèÿ ïî-
êîÿ η0 =n~mnAmn.

Òåì íå ìåíåå î÷åâèäíî, ÷òî òåíçîð Ïëàíêà, ñîäåðæàùèéñÿ â
ñïèí-ýíåðãèè η, ñîçäàåò óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ìàññ
áåçìàññîâûõ ÷àñòèö è óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû âû÷èñëèòü óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö, íàì íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ðàç-
âåðíóòîå âûðàæåíèå äëÿ èõ ðåëÿòèâèñòñêîé ñïèí-ýíåðãèè η, ñòðóê-
òóðà êîòîðîé èñêëþ÷àëà áû íàëè÷èå ðåëÿòèâèñòñêîãî êîðíÿ.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
ñïèðàëüíîñòü � ïðîåêöèÿ ñïèíà íà íàïðàâëåíèå èìïóëüñà. Îñíîâà-
íèåì äëÿ ââåäåíèÿ òàêîãî ïîíÿòèÿ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî áåçìàñ-
ñîâàÿ ÷àñòèöà íå ìîæåò ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî íàáëþ-
äàòåëÿ, ò.ê. âñåãäà äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåãî ñî ñêîðîñòüþ ñâå-
òà. Ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ñïèí áåçìàññîâîé ÷àñòèöû
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îðèåíòèðîâàííûì ïî êàñàòåëüíîé ê ñâåòîïîäîáíîé òðàåêòîðèè (ëè-
áî ñîíàïðàâëåíî, ëèáî ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííî ê íåé).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñïèíîâîå êâàíòîâîå ÷èñëî n áåçìàññîâûõ ÷àñòèö
ðàâíî 1, áóäåì ïîëàãàòü äëÿ íèõ

η = ~mnÃmn , (4.256)

ãäå Ãmn òðåõìåðíûé òåíçîð óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà áåçìàññîâûõ ÷àñòèö (ñâåòîïîäîáíîãî ïðîñòðàíñòâà).

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ðåëÿòèâèñòñêóþ ñïèí-ýíåðãèþ
áåçìàññîâîé ÷àñòèöû (4.256), íàì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîìïîíåí-
òû òåíçîðà óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ ñâåòîïîäîáíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïîñòðîèì ýòîò òåíçîð ïî àíàëîãèè ñ ÷åòûðåõìåðíûì òåíçîðîì
óãëîâîé ñêîðîñòè Aαβ (4.11), õàðàêòåðèçóþùèì âðàùåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà íåêîòîðîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî íàáëþ-
äàòåëÿ è åãî òåëà îòñ÷åòà ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ (íåñîïóòñòâó-
þùàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Ãαβ =
1
2
ch̃αµh̃βµãµν , ãµν =

∂b̃ν
∂xµ

− ∂b̃µ
∂xν

, (4.257)

ãäå b̃α â äàííîì ñëó÷àå � ÷åòûðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü ñâåòîïîäîáíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ, è

h̃αµ = − gαµ + b̃αb̃µ (4.258)

÷åòûðåõìåðíîå îáîáùåíèå �íàáëþäàåìîãî� ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
ïðîñòðàíñòâà ñâåòîïîäîáíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì îáèòàþò áåçìàññîâûå ÷àñòèöû, åñòü îá-
ëàñòü ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷å-
òûðåõìåðíûì îáðàçóþùèì èçîòðîïíîãî (ñâåòîâîãî) êîíóñà, îïèñû-
âàåìîãî óðàâíåíèåì gαβ dx

αdxβ =0. Ýòîò êîíóñ ñóùåñòâóåò â ëþ-
áîé òî÷êå ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ñî çíàêîïåðåìåííîé ñèãíàòóðîé
(+−−−), ò.å. â ëþáîé òî÷êå ÷åòûðåõìåðíîãî ïñåâäîðèìàíîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. ×åòûðåõìåðíûé âåêòîð ñêîðîñòè ñâåòîïîäîáíîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà áåçìàññîâûõ ÷àñòèö èìååò âèä

b̃α =
dxα

dσ
=
dxα

cdτ
, b̃αb̃

α = 0 , (4.259)

åãî ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû â ñèñòåìå îòñ÷åòà îáû÷-
íîãî äîñâåòîâîãî íàáëþäàòåëÿ ðàâíû

b̃0√
g00

= ±1, b̃i =
1
c

dxi

dτ
=

1
c
ci, (4.260)
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îñòàëüíûå êîìïîíåíòû èçîòðîïíîãî âåêòîðà (4.259)

b̃0 =
1√
g00

(
1
c2
vic

i ± 1
)
, b̃i = −1

c
(ci ± vi) , (4.261)

çäåñü ci òðåõìåðíûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé âåêòîð ñêîðî-
ñòè ñâåòà.

Ðàññìîòðèì äàííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà áåçìàññîâîé
÷àñòèöû áîëåå ïîäðîáíî. Óñëîâèå èçîòðîïíîñòè ÷åòûðåõìåðíîãî
âåêòîðà ñêîðîñòè áåçìàññîâîé ÷àñòèöû bαb

α =0 â õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíîé ôîðìå ïðèíèìàåò âèä

hik c
ick = c2 = const, (4.262)

ãäå hik íàáëþäàåìûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà
(îáû÷íîãî, ò.å. äîñâåòîâîãî íàáëþäàòåëÿ). Êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåð-
íîãî òåíçîðà h̃αβ (4.258), òðåõìåðíûå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñîñòàâ-
ëÿþò íàáëþäàåìûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðîñòðàíñòâà áåçìàññîâîé
÷àñòèöû h̃ik, òàêîâû

h̃00 =
vkv

k ± 2vkck + 1
c2
vkvnc

kcn

c2
(
1− w

c2

)2

h̃0i =
vi ± ci + 1

c2
vkc

kci

c
(
1− w

c2

) , h̃ik = hik +
1
c2
cick





, (4.263)

ãäå çíàê �ïëþñ� îòíîñèòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó ñ ïðÿìûì õîäîì âðåìåíè
(íàø ìèð) è çíàê �ìèíóñ� � ê ïðîñòðàíñòâó ñ îáðàòíûì õîäîì âðå-
ìåíè (çàçåðêàëüå). Òåïåðü îñòàëîñü âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû ðîòîðà
÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà ñêîðîñòè áåçìàññîâîé ÷àñòèöû, âõîäÿùåãî
â âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà áåçìàññîâîé ÷à-
ñòèöû (4.257). Âû÷èñëÿÿ, ïîëó÷àåì

ã00 = 0 , ã0i =
1

2c2
(
1− w

c2

)(
±Fi −

∗∂ci
∂t

)

ãik =
1
2c

(
∂ci
∂xk

− ∂ck
∂xi

)
± 1

2c

(
∂vi
∂xk

− ∂vk
∂xi

)




. (4.264)

Âîîáùå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïèí-ýíåðãèè áåçìàññîâîé ÷àñòèöû
(4.256) íàì íåîáõîäèìû êîâàðèàíòíûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåí-
òû òåíçîðà âðàùåíèÿ åå ïðîñòðàíñòâà, ò.å. êîìïîíåíòû ñ íèæíèìè
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èíäåêñàìè Ãik. ×òîáû âû÷èñëèòü èõ, âîçüìåì âûðàæåíèå äëÿ êîí-
òðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò Ãik, à çàòåì îïóñòèì èõ èíäåêñû, êàê äëÿ
ëþáîé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé âåëè÷èíû, ñ ïîìîùüþ òðåõ-
ìåðíîãî íàáëþäàåìîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðîñòðàíñòâà îò÷åòà
íàáëþäàòåëÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå

Ãik = c
(
h̃i0h̃k0 ã00+h̃i0h̃km ã0m+h̃imh̃k0 ãm0+h̃imh̃kn ãmn

)
(4.265)

âû÷èñëåííûå êîìïîíåíòû h̃αβ ãαβ , ïîëó÷àåì

Ãik = himhkn
[

1
2

(
∂cm
∂xn

− ∂cn
∂xm

)
+

1
2c2

(Fncm − Fmcn)
]
±

± himhkn
[

1
2

(
∂vm
∂xn

− ∂vn
∂xm

)
+

1
2c2

(Fnvm − Fmvn)
]

+

+
(

1
c2
vnc

n ± 1
) (

ckhim − cihkm
) ∗∂cm

∂t
−

− (
vkhim − vihkm

) ∗∂cm
∂t

+
1

2c2
cm

(
cihkn − ckhin

)×

×
[(

∂cm
∂xn

− ∂cn
∂xm

)
±

(
∂vm
∂xn

− ∂vn
∂xm

)]
.

(4.266)

Âåëè÷èíà 1
2

(
∂vm

∂xn − ∂vn

∂xm

)
+ 1

2c2
(Fnvm−Fmvn), ïî îïðåäåëåíèþ,

åñòü õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé (íàáëþäàåìûé) òåíçîð óãëî-
âûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà íàáëþäàòåëÿ Amn,
ò.å. òåíçîð íåãîëîíîìíîñòè íåèçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà∗.

Âåëè÷èíà 1
2

(
∂cm

∂xn − ∂cn

∂xm

)
+ 1

2c2
(Fncm−Fmcn) ïî ñâîåé ñòðóêòóðå

àíàëîãè÷íà òåíçîðó Amn, òîëüêî âìåñòî ñêîðîñòè âðàùåíèÿ vi íå-
èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà íàáëþäàòåëÿ çäåñü ñòîÿò êîìïîíåíòû êî-
âàðèàíòíîãî âåêòîðà ñêîðîñòè ñâåòà cm =hmnc

n, ÿâëÿþùåãîñÿ ôè-
çè÷åñêîé íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé (ò.ê. îí ïîëó÷åí îïóñêàíèåì èí-
äåêñà ó õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî âåêòîðà cn ñ ïîìîùüþ õðî-
íîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà hmn). Îáîçíà-
÷èì ýòîò òåíçîð Ămn, ãäå ïîëóìåñÿö, îáðàùåííûé ââåðõ, ñèìâîëè-
çèðóåò ïðèíàäëåæíîñòü óêàçàííîé âåëè÷èíû ê èçîòðîïíîìó ïðî-

∗Áóäåì íàçûâàòü íåèçîòðîïíûì ïðîñòðàíñòâîì îáëàñòü ÷åòûðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò ÷àñòèöû ñ íåíóëåâîé ìàññîé ïî-
êîÿ. Ýòà îáëàñòü ìèðîâûõ òðàåêòîðèé, âäîëü êîòîðûõ ds 6=0. Ñîîòâåòñòâåííî,
åñëè èíòåðâàë ds âåùåñòâåííûé, òî ñêîðîñòè ÷àñòèö äîñâåòîâûå (îáû÷íûå ÷àñòè-
öû), åñëè ìíèìûé, òî ñêîðîñòè ÷àñòèö ñâåðõñâåòîâûå (òàõèîíû). Ïðîñòðàíñòâî
è òåõ è äðóãèõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ íåèçîòðîïíûì ïî îïðåäåëåíèþ.
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ñòðàíñòâó∗ ñ ïðÿìûì õîäîì âðåìåíè � �âåðõíåé� ÷àñòè ñâåòîâîãî
êîíóñà, ïðèíèìàþùåãî â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
�îêðóãëûå� î÷åðòàíèÿ. Òîãäà

Ămn =
1
2

(
∂cm
∂xn

− ∂cn
∂xm

)
+

1
2c2

(Fncm − Fmcn) . (4.267)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ïðåíåáðå-
æèìî ìàë (ò.å. ãäå w≈ 0), ýòîò òåíçîð ïðèíèìàåò âèä

Ămn =
1
2

(
∂cm
∂xn

− ∂cn
∂xm

)
, (4.268)

ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé âèõðü òðåõ-
ìåðíîãî íàáëþäàåìîãî âåêòîðà ñêîðîñòè ñâåòà. Ïîýòîìó ìû áóäåì
íàçûâàòü âåëè÷èíó Ămn âèõðåì èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâèòü ñåáå âèõðü èçîòðîïíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ìîæíî íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Êàê èçâåñòíî, íåîáõîäèìûì è
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàâåíñòâà íóëþ òåíçîðà Amn = 0 (óñëîâèåì
ãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà) ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèåì â íóëü âñåõ êîì-
ïîíåíò vi =−c g0i√

g00
, ò.å. îòñóòñòâèå âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà. Òåíçîð

Ămn îïðåäåëåí òîëüêî äëÿ èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà, çàïîëíåííîãî
áåçìàññîâûìè ÷àñòèöàìè. Âíå èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà îí òåðÿåò
ñìûñë, ò.ê. �âíóòðè� ñâåòîâîãî êîíóñà îáèòàþò äîñâåòîâûå ÷àñòèöû,
à �ñíàðóæè� � òàõèîíû. Íàñ èíòåðåñóþò áåçìàññîâûå ÷àñòèöû, îá-
ëàäàþùèå ñïèíîì, ò.å. ôîòîíû. Èç âûðàæåíèÿ (4.268) ñëåäóåò, ÷òî
íàëè÷èå ïîëÿ íåãîëîíîìíîñòè èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà íåðàçðûâ-
íî ñâÿçàíî ñ âèõðåâûì õàðàêòåðîì ñêîðîñòè äâèæåíèÿ áåçìàññîâûõ
÷àñòèö cm. Òàêèì îáðàçîì, ôîòîíû � ýòî âèõðè èçîòðîïíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. À ñïèí ôîòîíîâ � ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ âíóòðåííå-
ãî ïîëÿ ýòîãî âèõðÿ ñ âíåøíèì ïîëå òåíçîðà Ămn.

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâèì îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ
÷àñòèö ðàçíûõ òèïîâ. Ñâåòîâîé êîíóñ ñóùåñòâóåò â êàæäîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà. Óðàâíåíèå ñâåòîâîãî êîíóñà gαβ dxαdxβ =0, çàïèñàí-
íîå â õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé ôîðìå, èìååò âèä

c2τ2 − hikx
ixk = 0 , hikx

ixk = σ2. (4.269)

∗Íàçîâåì èçîòðîïíûì ïðîñòðàíñòâîì îáëàñòü ÷åòûðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, â êîòîðîì îáèòàþò áåçìàññîâûå (ñâåòîïîäîáíûå)
÷àñòèöû. Ýòó îáëàñòü ìîæíî òàêæå íàçâàòü ñâåòîâîé ìåìáðàíîé. Ñ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñâåòîâàÿ ìåìáðàíà � ýòî ïîâåðõíîñòü èçîòðîïíîãî
êîíóñà, ò.å. ñîâîêóïíîñòü åãî ÷åòûðåõìåðíûõ îáðàçóþùèõ (ìèðîâûõ ëèíèé
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà).
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Ñâåòîâîé êîíóñ íà äèàãðàììå Ìèíêîâñêîãî �âíóòðè� çàïîëíåí
íåèçîòðîïíûì ïðîñòðàíñòâîì, â êîòîðîì è îáèòàþò äîñâåòîâûå ìàñ-
ñîâûå ÷àñòèöû. �Ñíàðóæè� òàêæå íàõîäèòñÿ îáëàñòü íåèçîòðîïíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé îáèòàþò ñâåðõñâåòîâûå ÷àñòèöû (òàõèî-
íû). Ñîáñòâåííî èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî áåçìàññîâûõ ÷àñòèö ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ìåìáðàíó ìåæäó ýòè-
ìè äâóìÿ íåèçîòðîïíûìè îáëàñòÿìè. Êàðòèíà çåðêàëüíà: â âåðõíåé
÷àñòè êîíóñà ðàñïîëîæåíî äîñâåòîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïðÿìûì õîäîì
âðåìåíè (íàø ìèð), îòäåëåííîå ïðîñòðàíñòâåííûì ñå÷åíèåì îò íèæ-
íåé ÷àñòè � äîñâåòîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ îáðàòíûì õîäîì âðåìåíè
(çàçåðêàëüå). Èíà÷å ãîâîðÿ, â âåðõíåé ÷àñòè îáèòàþò âåùåñòâåííûå
÷àñòèöû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ìàññàìè è ýíåðãèÿìè, à â íèæíåé ÷à-
ñòè � èõ çåðêàëüíûå �ïàðòíåðû�, ìàññû è ýíåðãèè êîòîðûõ (ñ íàøåé
òî÷êè çðåíèÿ) îòðèöàòåëüíû. Òàêèì îáðàçîì, âðàùåíèå äîñâåòîâîãî
íåèçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàñêðó÷èâàåò îêðóæàþùóþ ñâåòîâóþ
ìåìáðàíó (èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî ñâåòîâîãî êîíóñà). Â ðåçóëüòà-
òå ñâåòîâîé êîíóñ ïðèîáðåòàåò âðàùåíèå, õàðàêòåðèçóåìîå òåíçîðîì
Ămn � âèõðåì èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê âûðàæåíèþ äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ñïèí-ýíåðãèè
áåçìàññîâîé ÷àñòèöû η= ~mnÃmn (4.256). Îïóñêàÿ èíäåêñû ó êîí-
òðàâàðèàíòíîãî òåíçîðà íåãîëîíîìíîñòè èçîòîïíîãî ïðîñòðàíñòâà
Ãik (4.266), ïîëó÷àåì

Ãik = ±Aik+Ăik+ 1
2c2

cm
{
ci

[
∂ (cm±vm)

∂xk
− ∂ (ck±vk)

∂xm

]
−

− ck

[
∂ (cm±vm)

∂xi
− ∂ (ci±vi)

∂xm

]}
+

(
vi
∗∂ck
∂t

−vk
∗∂ci
∂t

)
+

+
(

1
c2
vnv

n±1
)(

ck
∗∂ci
∂t

−ci
∗∂ck
∂t

)
.

(4.270)

Ñâåðòûâàÿ ýòó âåëè÷èíó Ãik ñ òåíçîðîì Ïëàíêà ~ik, èìååì

η = η0 + n~ikĂik +
[(

1
c2
vnv

n±1
)(

ck
∗∂ci
∂t

− ci
∗∂ck
∂t

)
+

+
(
vi
∗∂ck
∂t

−vk
∗∂ci
∂t

)]
n~ik+

1
2c2

n~ikcm
{
ci

[
∂ (cm±vm)

∂xk
−

− ∂ (ck±vk)
∂xm

]
− ck

[
∂ (cm±vm)

∂xi
− ∂ (ci±vi)

∂xm

]}
,

(4.271)

ãäå �ïëþñ� èìååò ìåñòî â íàøåì ìèðå, �ìèíóñ� � â çàçåðêàëüå. Âåëè-
÷èíà η0 = η

√
1− v2/c2 äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö ðàâíà íóëþ, ò.ê. îíè
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äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî η0 =n~mnAmn,
ìû ïîëó÷àåì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå íà òåíçîð
íåãîëîíîìíîñòè èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà Ãik: â òîì ìåñòå, ãäå ïðî-
õîäèò òðàåêòîðèÿ áåçìàññîâîé ÷àñòèöû, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîò-
íîøåíèå

~mnAmn = 2~ (A12 +A23 +A31) = 0 , (4.272)

èëè, â äðóãîé ôîðìå çàïèñè, Ω1+Ω2+Ω3= 0.
Òàêèì îáðàçîì, â òîì ìåñòå, ãäå íàáëþäàòåëü ôèêñèðóåò áåçìàñ-

ñîâóþ ÷àñòèöó, óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ íåèçîòðîïíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íàáëþäàòåëÿ ðàâíà íóëþ. Îñòàëüíûå ÷ëåíû â âûðàæåíèè äëÿ
ðåëÿòèâèñòñêîé ñïèí-ýíåðãèè áåçìàññîâîé ÷àñòèöû (4.271) îáóñëîâ-
ëåíû âîçìîæíîé íåñòàöèîíàðíîñòüþ ñêîðîñòè ñâåòà ∗∂ci

∂t
è çàâèñè-

ìîñòÿìè, êâàäðàòè÷íûìè ïî ñêîðîñòè ñâåòà. Èññëåäóåì ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå (4.271), ñäåëàâ äâà óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿ:

1) ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ïðåíåáðåæèìî ìàë (w≈ 0);
2) òðåõìåðíûé õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé âåêòîð ñêîðîñòè

ñâåòà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì.
Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ äëÿ Aik è Ăik, ò.å. äëÿ òåíçîðà íåãîëî-

íîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà íàáëþäàòåëÿ è äëÿ âèõðÿ èçîòðîïíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, ïðèíèìàþò âèä

Aik =
1
2

(
∂vk
∂xi

− ∂vi
∂xk

)
, Ăik =

1
2

(
∂ck
∂xi

− ∂ci
∂xk

)
. (4.273)

Ñîîòâåòñòâåííî, ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñïèí-ýíåðãèÿ áåçìàññîâîé ÷à-
ñòèöû (4.271)) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

η = n

(
~ikĂik +

1
c2
cic

m~ikĂkm
)
. (4.274)

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà η (4.274), õàðàêòåðèçóþùàÿ ïðîÿâëå-
íèå ñïèíà áåçìàññîâîé ÷àñòèöû, îïðåäåëÿåòñÿ (ïîìèìî ñïèíà ñàìîé
÷àñòèöû) èñêëþ÷èòåëüíî âèõðåì èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà è íè-
êàê íå çàâèñèò îò íåãîëîíîìíîñòè (âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà
íàáëþäàòåëÿ.

Äëÿ êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åííóþ âåëè÷èíó η (4.274) óäîá-
íî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî àíàëîãèè ñ ïñåâäîâåêòî-
ðîì óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà íàáëþäàòåëÿ
Ω∗i = 1

2
εikmAkm ââåäåì ïñåâäîâåêòîð

Ω̆∗i =
1
2
εikmĂkm , (4.275)
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êîòîðûé ôîðìàëüíî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïñåâäîâåêòîð óãëî-
âîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ïðîñòðàí-
ñòâà, â êîòîðîì ñóùåñòâóþò ëèøü èçîòðîïíûå êðèâûå � òðàåêòîðèè
áåçìàññîâûõ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, Ăkm = εkmnΩ̆∗n. Òîãäà η (4.274) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

η = n

(
~∗iΩ̆∗i +

1
c2
cic

m~ik εkmnΩ̆∗n
)
. (4.276)

Èíûìè ñëîâàìè, âíóòðåííèé âèõðü (ñïèí) áåçìàññîâîé ÷àñòèöû
ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü âî âçàèìîäåéñòâèè ñ âèõðåì ñàìîãî èçîòðîïíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ðåçóëüòàò ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ � ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ~∗iΩ̆∗i, ñ êîòîðûì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñïèí áåçìàññîâîé ÷àñòè-
öû. Ñëåäîâàòåëüíî áåçìàññîâûå ÷àñòèöû � ýòî ýëåìåíòàðíûå ñâå-
òîïîäîáíûå âèõðè ñàìîãî èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òåïåðü îöåíèì ñêîðîñòè âðàùåíèÿ èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà
äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö ðàçëè÷íûõ ýíåðãèé. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
òî÷íî èçâåñòíî, ÷òî ê áåçìàññîâûì ÷àñòèöàì îòíîñÿòñÿ ôîòîíû �
êâàíòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñïèíîâîå êâàíòîâîå ÷èñëî ôîòî-
íîâ ðàâíî 1. Êðîìå òîãî, èõ ýíåðãèÿ E= ~ω â íàøåì ìèðå ïðèíè-
ìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì èíòåãðàëà æèâûõ
ñèë (4.255), äëÿ íàáëþäàåìûõ ôîòîíîâ íàøåãî ìèðà èìååì

~ω = ~∗iΩ̆∗i +
1
c2
cic

m~ik εkmnΩ̆∗n. (4.277)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïñåâäîâåêòîð âðàùåíèÿ èçîòðîïíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Ω∗i íàïðàâëåí âäîëü îñè z, à âåêòîð ñêîðîñòè ñâåòà �
âäîëü îñè y. Òîãäà ïîëó÷åííîå äëÿ ôîòîíîâ ñîîòíîøåíèå (4.277)
ïðèíèìàåò âèä ~ω=2~Ω̆, èëè, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà ~,

Ω̆ =
ω

2
=

2πν
2

= πν , (4.278)

ò.å. ÷àñòîòà Ω̆ âèõðÿ èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà, âçàèìîäåéñòâóþ-
ùåãî ñî ñïèíîì ôîòîíà, ïî ïîðÿäêó ñîâïàäàåò ñ åãî ñîáñòâåííîé
÷àñòîòîé ν. Ïîëüçóÿñü ýòèì ñîîòíîøåíèåì, ÿâëÿþùèìñÿ ñëåäñòâè-
åì çàêîíà êâàíòîâàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ìàññ ñâåòîïîäîáíûõ ÷àñòèö,
ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíû óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ èçîòðîïíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîòîíàì (êâàíòàì ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ) ñ ðàçëè÷íûìè ýíåðãèÿìè. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â
Òàáëèöå 4.2.

Òàêèì îáðàçîì, óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ èçîòðîïíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ôîòîíîâ â äèàïàçîíå ãàììà-ëó÷åé ëåæàò â äèàïàçîíå ÷àñ-
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Âèä ôîòîíîâ Äèàïàçîí Ω̆, ñåê−1

ðàäèîâîëíû 103÷ 1011

èíôðàêðàñíûå ëó÷è 1011÷ 1.2×1015

âèäèìûé ñâåò 1.2×1015÷ 2.4×1015

óëüòðàôèîëåòîâûå ëó÷è 2.4×1015÷ 1017

ðåíòãåíîâñêèå ëó÷è 1017÷ 1019

ãàììà-ëó÷è 1019÷ 1023 è áîëåå

Òàáëèöà 4.2: ×àñòîòû âðàùåíèÿ èçîòðîïíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ôîòîíàì ðàçëè÷íûõ äëèí âîëí.

òîò âðàùåíèÿ îáû÷íîãî (íåèçîòðîïíîãî) ïðîñòðàíñòâà ýëåêòðîíà è
äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö (Òàáë. 4.2).

�4.11 Çàêëþ÷åíèå
Ïîäâîäÿ èòîã ýòîé ãëàâå, ìû ìîæåì êîíñòàòèðîâàòü ñëåäóþùåå.
Ñïèí ÷àñòèöû õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì àíòèñèììåòðè÷íûì
òåíçîðîì 2-ãî ðàíãà (òåíçîðîì Ïëàíêà), äèàãîíàëüíûå è ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííûå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ, à ïåðåêðåñò-
íûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ÷èñëåííî ðàâíû ±~ â çàâèñèìî-
ñòè îò îðèåíòàöèè ñïèíà â ïðîñòðàíñòâå è âûáîðà ïðàâîé èëè ëåâîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñïèí (âíóòðåííèé âèõðü ÷àñòèöû) âçàèìîäåé-
ñòâóåò ñ âíåøíèì ïîëåì íåãîëîíîìíîñòè ïðîñòðàíñòâà, â ðåçóëüòà-
òå ÷åãî ÷àñòèöà ïðèîáðåòàåò äîïîëíèòåëüíûé èìïóëüñ, îòêëîíÿþ-
ùèé åå òðàåêòîðèþ îò ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè. Ýíåðãèÿ ýòîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ âõîäèò â ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (òåîðåìó æèâûõ
ñèë), êîòîðîå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ðåøåíèè âåêòîðíûõ (ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ) óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû. ×àñòíûì ðåøåíèåì
ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàêîí êâàíòîâàíèÿ ìàññ
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì, óñòàíàâëèâàþùèé îäíîçíà÷íóþ çà-
âèñèìîñòü ìåæäó ìàññàìè ïîêîÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è óãëîâûìè
ñêîðîñòÿìè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà íàáëþäàòåëÿ, à òàêæå ìåæäó
ðåëÿòèâèñòñêèìè ìàññàìè ôîòîíîâ è óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè âðàùå-
íèÿ èõ èçîòðîïíîãî (ñâåòîïîäîáíîãî) ïðîñòðàíñòâà. Òàê êàê îáëàñòü
ñóùåñòâîâàíèÿ ñâåòîïîäîáíûõ ÷àñòèö � ýòî îáëàñòü ÷åòûðåõìåð-
íûõ èçîòðîïíûõ òðàåêòîðèé, òî ïîíÿòèÿ �èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî�
è �ñâåòîïîäîáíîå ïðîñòðàíñòâî� ìîæíî ñ÷èòàòü ñèíîíèìàìè.
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�5.1 Ââåäåíèå
Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèè â íàøåé Âñåëåííîé ïî ïîñëåäíèì äàí-
íûì ñîñòàâëÿåò ∼ 5÷10×10−30 ãðàìì/ñì3. Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü âåùå-
ñòâà â ãàëàêòèêàõ åùå áîëüøå (∼ 10−24 ãðàìì/ñì3), ÷òî, âîçìîæíî,
ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì òàê íàçûâàåìîé �ñêðûòîé ìàññû� ãàëàê-
òèê. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî àñòðîíîìè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì, áîëüøàÿ
÷àñòü ìàññû ñîáðàíà â êîìïàêòíûõ îáúåêòàõ, íàïðèìåð, çâåçäàõ,
çàíèìàþùèõ íåñîïîñòàâèìî íè÷òîæíóþ äîëþ îáúåìà âñåé Âñåëåí-
íîé (�îñòðîâíîå� ðàñïðåäåëåíèå âåùåñòâà). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ñ÷èòàòü ÷òî íàøà Âñåëåííàÿ â ñðåäíåì ñîñòîèò ïî÷òè èç ïóñòîòû.

Äëèòåëüíîå âðåìÿ ìåæäó ïîíÿòèÿìè �ïóñòîòà� è �âàêóóì� ñòàâè-
ëè çíàê ðàâåíñòâà. Îäíàêî, íà÷èíàÿ ñ 20-õ ãîäîâ XX-ãî âåêà, ïðè-
ìåíåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè
ïîêàçàëî, ÷òî ïóñòîòà è âàêóóì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëè÷íûå ñî-
ñòîÿíèÿ ìàòåðèè.

Ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèè â ïðîñòðàíñòâå õàðàêòåðèçóåòñÿ òåíçî-
ðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà, êîòîðûé ñâÿçàí ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðîé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (ôóíäàìåíòàëüíûì ìåòðè÷åñêèì òåíçî-
ðîì)óðàâíåíèÿìè ïîëÿ. Â òåîðèè òÿãîòåíèÿ Ýéíøòåéíà, ÿâëÿþùåé-
ñÿ îäíèì èç ïðèìåíåíèé Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè∗, óðàâíå-
íèÿ ïîëÿ èìåþò âèä

Rαβ − 1
2
gαβR = −κ Tαβ + λgαβ . (5.1)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïîëÿ, íàçûâàåìûå óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà†, ïî-
ìèìî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà è ôóíäàìåíòàëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà, âêëþ÷àþò â ñåáÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

∗Îáùàÿ Òåîðèÿ Îòíîñèòåëüíîñòè èñòîðè÷åñêè áûëà ñôîðìóëèðîâàíà êàê
ïðåäñòàâëåíèå î ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðå íàøåãî ìèðà â âèäå ÷åòûðåõìåð-
íîãî (â îáùåì ñëó÷àå èñêðèâëåííîãî, íåîäíîðîäíîãî è àíèçîòðîïíîãî) ïñåâäî-
ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ñî âñåìè âûòåêàþùèìè èç ýòîãî êèíåìàòè÷åñêèìè è
äèíàìè÷åñêèìè ýôôåêòàìè. Ýòî äàëî âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ÷èñòî ãåîìåòðè-
÷åñêèå ìåòîäû ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ Âñåëåííîé, â ÷àñòíîñòè,
ïîçâîëèëî Ýéíøòåéíó â äàëüíåéøåì ïðåäëîæèòü óðàâíåíèÿ ïîëÿ è ïîñòðîèòü
íà èõ îñíîâå ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå íüþòîíîâñêîé òåîðèè òÿãîòåíèÿ.

†×àñòî ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé (5.1) íàçûâàþò òåíçîðîì Ýéíøòåéíà
Gαβ = Rαβ − 1

2
gαβ R, çàïèñûâàÿ â âèäå Gαβ =−κ Tαβ + λgαβ .
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1) Rασ =R...βαβσ· òåíçîð Ðè÷÷è∗ � ðåçóëüòàò ñâåðòûâàíèÿ òåíçîðà
êðèâèçíû Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ Rαβγδ ïî äâóì èíäåêñàì;

2) R= gαβRαβ ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà;
3) κ= 8πG

c2
= 1.862×10−27 [ ñì/ãðàìì ] ïîñòîÿííàÿ Ýéíøòåéíà, ãäå

G=6.672×10−8 [ ñì3/ãðàìì ñåê2 ] ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Îäíàêî, íåêîòîðûå àâòîðû â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòà èñïîëü-
çóþò âåëè÷èíó κ= 8πG

c4
(êàê ó Ëàíäàó è Ëèôøèöà [10]) âìå-

ñòî κ= 8πG
c2

. ×òîáû ïîíÿòü, â ÷åì òóò äåëî, ðàññìîòðèì õðî-
íîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå (íàáëþäàåìûå) êîìïîíåíòû òåí-
çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà Tαβ : T00

g00
= ρ íàáëþäàåìóþ ïëîòíîñòü

ìàññû, cT i
0√
g00

=J i âåêòîð íàáëþäàåìîé ïëîòíîñòè èìïóëüñà,
c2T ik =U ik òåíçîð íàáëþäàåìîé ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà
(ñì. ðàáîòû Çåëüìàíîâà [11�13]). Ñêàëÿðíàÿ íàáëþäàåìàÿ êîì-
ïîíåíòà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà G00

g00
=−κT00

g00
+λ. Êàê èçâåñòíî,

ðàçìåðíîñòü òåíçîðà Ðè÷÷è [ ñì−2 ], ñëåäîâàòåëüíî, è òåíçîðà
ÝéíøòåéíàGαβ òàêæå. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî κT00

g00
= 8πGρ

c2
òàêæå

èìååò ðàçìåðíîñòü [ ñì−2 ]. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü òåíçî-
ðà ýíåðãèè-èìïóëüñà Tαβ ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïëîòíîñòè ìàññû
[ ãðàìì/ñì3 ]. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî, êîãäà â êà÷å-
ñòâå êîýôôèöèåíòà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ñòî-
èò 8πG

c4
, â äåéñòâèòåëüíîñòè èñïîëüçóåòñÿ íå ñîáñòâåííî òåí-

çîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, à âåëè÷èíà c2Tαβ , ñêàëÿðíàÿ íàáëþäà-
åìàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ýíåð-
ãèè c2T00

g00
= ρc2, à âåêòîðíàÿ íàáëþäàåìàÿ êîìïîíåíòà � ïîòîê

ýíåðãèè c3T i
0√

g00
= c2J i;

4) λ [ ñì−2 ] êîñìîëîãè÷åñêèé ÷ëåí, õàðàêòåðèçóþùèé íåíüþòî-
íîâñêèå ñèëû ïðèòÿæåíèÿ èëè îòòàëêèâàíèÿ â çàâèñèìîñòè
îò çíàêà λ (ïðè λ> 0 îòòàëêèâàíèå, ïðè λ< 0 ïðèòÿæåíèå).
Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêîé, ò.ê. ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
ñèëû, õàðàêòåðèçóåìûå λ-÷ëåíîì, óâåëè÷èâàþòñÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíî ðàññòîÿíèþ, ïîýòîìó èõ ïðîÿâëåíèÿ ëó÷øå çàìåòíû íà
�êîñìîëîãè÷åñêèõ� ðàññòîÿíèÿõ, ñðàâíèìûõ ñ ðàçìåðàìè âñåé
Âñåëåííîé. Ïîñêîëüêó íåíüþòîíîâñêèå ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ
(λ-ïîëÿ) íå íàáëþäàëèñü, äëÿ íàøåé Âñåëåííîé â öåëîì êîñ-
ìîëîãè÷åñêèé ÷ëåí |λ|< 10−56 cm−2.

∗Ãðåãîðèî Ðè÷÷è-Êóðáàñòðî (1853�1925), èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê, áûâøèé
ó÷åíèêîì Òóëëèî Ëåâè-×èâèòû â Ïàäóå, â 1890-å.
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Èç óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (5.1) âèäíî, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà (õàðàêòåðèçóþùèé ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèè) ãåíåòè÷åñêè
ñâÿçàí ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì è òåíçîðîì Ðè÷÷è, à, ñëåäîâàòåëü-
íî, è ñ òåíçîðîì êðèâèçíû Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ. Ðàâåíñòâî òåíçî-
ðà Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ íóëþ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû äàííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ áûëî ïëîñ-
êèì. Òåíçîð Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ îòëè÷åí îò íóëÿ äëÿ èñêðèâëåí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà. Îí ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå ïðèðàùåíèÿ âåêòîðà V α
ïðè åãî ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó

∆V µ = −1
2
R...µαβγ·V

α∆σβγ , (5.2)

ãäå ∆σβγ ïëîùàäü äàííîãî êîíòóðà. Â ðåçóëüòàòå èñõîäíûé âåêòîð
V α è âåêòîð V α + ∆V α ðàçëè÷àþòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ. Êîëè÷åñòâåí-
íî ýòà ðàçíèöà õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé K, íàçûâàåìîé ÷åòû-
ðåõìåðíîé êðèâèçíîé ïñåâäîðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè
äàííîãî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà (ïîäðîáíåå ñì. Ãëàâó 9 â ëåêöèÿõ
Çåëüìàíîâà [12])

K = lim
∆σ→0

tanϕ
∆σ

, (5.3)

ãäå tanϕ òàíãåíñ óãëà ìåæäó âåêòîðîì V α è ïðîåêöèåé âåêòîðà
V α +∆V α íà ïëîùàäêó, îãðàíè÷èâàþùóþ êîíòóð ïåðåíîñà. Íàïðè-
ìåð, âîçüìåì íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü è íà íåé �ãåîäåçè÷åñêèé� òðå-
óãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ïåðåñå÷åíèåì òðåõ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.
Ïåðåíåñåì êàêîé-ëèáî âåêòîð, îïðåäåëåííûé â îäíîé èç òî÷åê ýòîãî
òðåóãîëüíèêà, ïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå âäîëü åãî ñòîðîí. Ñóììàð-
íûé óãîë ïîâîðîòà ϕ ïîñëå âîçâðàùåíèÿ âåêòîðà â èñõîäíóþ òî÷êó
ϕ= Σ−π (ãäå Σ ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà). Ïóñòü êðè-
âèçíà ïîâåðõíîñòè K îäèíàêîâà âî âñåõ åå òî÷êàõ, òîãäà

K = lim
∆σ→0

tanϕ
∆σ

=
ϕ

σ
= const, (5.4)

ãäå σ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, à âåëè÷èíà ϕ=Kσ íàçûâàåòñÿ ñôåðè-
÷åñêèì èçáûòêîì. Åñëè ϕ=0, òî è êðèâèçíà K =0, ò.å. ïîâåðõíîñòü
ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé. Â ýòîì ñëó÷àå ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ ãåîäåçè÷å-
ñêîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà π (ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî). Åñëè Σ>π (ïå-
ðåíîñèìûé âåêòîð ïîâîðà÷èâàåòñÿ â íàïðàâëåíèè îáõîäà), òî èìååò-
ñÿ ïîëîæèòåëüíûé ñôåðè÷åñêèé èçáûòîê è êðèâèçíà K> 0. Ïðèìåð
òàêîé ïîâåðõíîñòè � âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü ñôåðû: òðåóãîëüíèê íà
ñôåðå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Åñëè Σ<π (ïåðåíîñèìûé âåêòîð ïîâî-
ðà÷èâàåòñÿ ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ îáõîäà), òî ñôåðè÷åñêèé èçáûòîê
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îòðèöàòåëåí è êðèâèçíà K< 0. Ïðèìåð � âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü
ñôåðû: íà íåé òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ âîãíóòûì.

Èòàê, Àëüáåðò Ýéíøòåéí ïîñòóëèðîâàë, ÷òî ãðàâèòàöèÿ � ýòî
êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Êðèâèçíà ïîíèìàåòñÿ èì (êàê è â
ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè âîîáùå) êàê îòëè÷èå îò íóëÿ òåíçîðà Ðèìàíà-
Êðèñòîôôåëÿ Rαβγδ 6=0. Ýòî êîíöåïöèÿ ïîëíîñòüþ ñîäåðæèò â ñåáå
êîíöåïöèþ ãðàâèòàöèè Íüþòîíà, à èìåííî, ýéíøòåéíîâñêàÿ ÷åòû-
ðåõìåðíàÿ ãðàâèòàöèÿ-êðèâèçíà ïðîÿâëÿåòñÿ äëÿ îáû÷íîãî ôèçè-
÷åñêîãî íàáëþäàòåëÿ â âèäå:

1) íüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèè;
2) âðàùåíèÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà;
3) äåôîðìàöèè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà;
4) òðåõìåðíîé êðèâèçíû, ò.å. ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ îòëè÷íû îò

íóëÿ (ñì. �13.5 â ëåêöèÿõ Çåëüìàíîâà [12]).
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ìàõà, èõ êîòîðîãî âûðîñëà òåîðèÿ òÿãîòåíèÿ

Ýéíøòåéíà, �. . . ñâîéñòâî èíåðöèè ïîëíîñòüþ îáóñëîâëåíî âçàèìî-
äåéñòâèåì ìàòåðèè� [29], ò.å. êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñîçäà-
åòñÿ çàïîëíÿþùåé åãî ìàòåðèåé (â òîé èëè èíîé ôîðìå). Ýòî ïîç-
âîëÿåò äàòü íà îñíîâå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (5.1) ìàòåìàòè÷åñêèå
îïðåäåëåíèÿ ïóñòîòû è âàêóóìà.
Ïóñòîòà � ýòî ñîñòîÿíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ïðè êîòîðîì òåí-

çîð Ðè÷÷è Rαβ =0, ò.å. îòñóòñòâóþò âåùåñòâî Tαβ = 0 è íåíüþ-
òîíîâñêèå ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ λ=0. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ (5.1) â
ïóñòîòå ñâîäÿòñÿ ê òîæäåñòâó Rαβ =0;∗

Âàêóóì � ýòî ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì îòñóòñòâóåò âåùåñòâî Tαβ =0,
íî λ 6=0 è, ñîîòâåòñòâåííî, Rαβ 6= 0. Ïóñòîòà � ÷àñòíûé ñëó-
÷àé âàêóóìà â îòñóòñòâèå λ-ïîëåé. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ â âàêóóìå
ïðèíèìàþò âèä

Rαβ − 1
2
gαβR = λgαβ . (5.5)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ïðèìåíèìà ê ñàìûì ðàçíîîáðàç-
íûì ðàñïðåäåëåíèÿì ìàòåðèè çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà
ïëîòíîñòü ïðèáëèæàåòñÿ ê ïëîòíîñòè âåùåñòâà â àòîìíûõ ÿäðàõ.
Òðóäíî ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàòü âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè
ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèè, ò.ê. ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îáùåé è

∗Åñëè çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà
Rαβ − 1

2
gαβ R =0 â ñìåøàííîì âèäå Rβ

α− 1
2

gβ
αR =0, ïîñëå ñâåðòûâàíèÿ

(Rα
α− 1

2
gα

αR =0) ïîëó÷èì R− 1
2

4R =0, ò.å. ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà â ïóñòîòå R =0.
Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ ïîëÿ â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò âèä Rαβ =0.
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â òàêîì âèäå íå ðåøàåòñÿ. Âìåñòå ñ òåì, ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü âåùå-
ñòâà â íàøåé Âñåëåííîé íàñòîëüêî ìàëà (5÷10×10−30 ãðàìì/ñì3),
÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü åå ñîñòîÿíèå áëèçêèì ê âàêóóìó. Óðàâíåíèÿ Ýéí-
øòåéíà ñâèäåòåëüñòâóþò: òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñâÿçàí ôóíêöè-
îíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì è òåíçîðîì Ðè÷-
÷è (ò.å. òåíçîðîì êðèâèçíû, ñâåðíóòûì ïî äâóì èíäåêñàì). Ïðè
òàêèõ ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà ïðîïîðöèîíàëüíûì ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó Tαβ ∼ gαβ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ïðîïîðöèîíàëüíûì òåíçîðó Ðè÷÷è. Òàêèì îáðàçîì,
íàðÿäó ñ óðàâíåíèÿìè ïîëÿ â âàêóóìå (5.5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
óðàâíåíèÿ ïîëÿ âèäà

Rαβ = kgαβ , k = const, (5.6)

ò.å. êîãäà òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà îòëè÷àåòñÿ îò ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà ëèøü ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì. Ýòîò ñëó÷àé, âêëþ÷àþùèé â
ñåáÿ êàê ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ ìàññ (âàêóóì), òàê è áëèçêèå ê íåìó ñî-
ñòîÿíèÿ è èìåþùèé íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê íàøåé Âñåëåí-
íîé, ïîäðîáíî èññëåäîâàë À. Ç.Ïåòðîâ [30,31]. Ïðîñòðàíñòâà òàêîãî
òèïà, â êîòîðûõ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïðîïîðöèîíàëåí ìåòðè÷å-
ñêîìó òåíçîðó (è òåíçîðó Ðè÷÷è), îí íàçâàë ïðîñòðàíñòâàìè Ýéí-
øòåéíà.

Ïðîñòðàíñòâà ñ Rαβ = kgαβ (ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà) îäíîðîä-
íû íà âñåì ñâîåì ïðîòÿæåíèè, â íèõ íåò ïîòîêîâ ìàññû, à ïëîòíîñòü
çàïîëíÿþùåé èõ ìàòåðèè (â òîì ÷èñëå è âåùåñòâà, ïðè íàëè÷èè òà-
êîâîãî) âåçäå ïîñòîÿííà. Â ýòîì ñëó÷àå

R = gαβRαβ = kgαβg
αβ = 4k , (5.7)

à òåíçîð Ýéíøòåéíà èìååò âèä

Gαβ = Rαβ − 1
2
gαβR = −kgαβ , (5.8)

ãäå âåëè÷èíà kgαβ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ìà-
òåðèè, çàïîëíÿþùåé ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà.

×òîáû âûÿñíèòü êàêèå òèïû ìàòåðèè çàïîëíÿþò ïðîñòðàíñòâà
Ýéíøòåéíà, Ïåòðîâ èññëåäîâàë àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó òåíçî-
ðà ýíåðãèè-èìïóëüñà. Êàê ýòî äåëàåòñÿ: òåíçîð Tαβ ñðàâíèâàþò â
êàêîé-ëèáî òî÷êå ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì � â äàííîé òî÷êå ñîñòàâ-
ëÿþò ðàçíîñòü Tαβ − ξgαβ ãäå ξ òàê íàçûâàåìûå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ ìàòðèöû Tαβ , ïðèðàâíèâàþò ýòó ðàçíîñòü ê íóëþ è âûÿñíÿþò,
ïðè êàêèõ ξ äàííîå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî. Èíà÷å ýòî íàçûâàåòñÿ
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çàäà÷åé îá îòûñêàíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû∗. Íàáîð ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ïîçâîëÿåò ñóäèòü îá åå àëãåáðàè÷åñêîì
òèïå. Äëÿ çíàêîîïðåäåëåííîé ìåòðèêè ýòà çàäà÷à ðåøåíà äàâíî.
Ïåòðîâ ðàçðàáîòàë ìåòîä ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê êàíîíè÷åñêîìó âè-
äó äëÿ èíäåôèíèòíîé (çíàêîïåðåìåííîé) ìåòðèêè, ÷òî ïîçâîëèëî
èñïîëüçîâàòü åãî â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
èññëåäîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà.
Íàãëÿäíî ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Tαβ àíàëîãè÷íû áàçèñíûì âåêòîðàì
ìàòðèöû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, ò.å. ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êàê áû �ñêå-
ëåò� Tαβ (ñêåëåò ìàòåðèè), íî, çíàÿ ñêåëåò, ìû íå çíàåì òî÷íî, êàê
íàðàñòèòü íà íåãî �ìÿñî�. Òåì íå ìåíåå ïî ñòðóêòóðå ýòîãî ñêåëåòà
(äëèíå è âçàèìíîìó íàïðàâëåíèþ âåêòîðîâ) ìîæíî ñóäèòü îá îñ-
íîâíûõ ñâîéñòâàõ ìàòåðèè, íàïðèìåð, òàêèõ, êàê îäíîðîäíîñòü èëè
èçîòðîïèÿ, è èõ ñâÿçè ñ êðèâèçíîé ïðîñòðàíñòâà.

Â ðåçóëüòàòå Ïåòðîâ âûÿñíèë, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ Ýéíøòåé-
íà ñóùåñòâóþò 3 îñíîâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òèïà òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà è íåñêîëüêî èõ ïîäòèïîâ. Ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà è òåíçîðà êðèâèçíû ïðî-
ñòðàíñòâà, âñå ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà äåëÿòñÿ íà òðè îñíîâíûõ
òèïà 1, 2, 3 (òàê íàçûâàåìàÿ ïåòðîâñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ)†.

Ïðîñòðàíñòâà 1-ãî òèïà íàèáîëåå ïîíÿòíû, ïîòîìó ÷òî â íèõ ïî-
ëå òÿãîòåíèÿ ñîçäàåòñÿ ìàññèâíûì îñòðîâîì (�îñòðîâíîå� ðàñïðå-
äåëåíèå âåùåñòâà), à ñàìî ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü ïóñòûì èëè
çàïîëíåííûì âàêóóìîì. Êðèâèçíà òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ñîçäàåòñÿ
êàê îñòðîâíîé ìàññîé, òàê è âàêóóìîì. Íà áåñêîíå÷íîì ðàññòîÿíèè
îò îñòðîâíîé ìàññû, â îòñóòñòâèè âàêóóìà, ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ
ïëîñêèì. Áåç îñòðîâíîé ìàññû, íî çàïîëíåííîå âàêóóìîì, ïðîñòðàí-
ñòâî 1-ãî òèïà òàêæå îáëàäàåò êðèâèçíîé (íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî
äå Ñèòòåðà). Ïóñòîå ïðîñòðàíñòâî 1-ãî òèïà, ò.å. áåç îñòðîâîâ ìàññ
è íå çàïîëíåííîå âàêóóìîì, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. Ïðîñòðàíñòâà 2-ãî
è 3-ãî òèïîâ ñ÷èòàþòñÿ áîëåå ýêçîòè÷åñêèìè, ò.ê. ÿâëÿþòñÿ èñêðèâ-
ëåííûìè ñàìè ïî ñåáå. Èõ êðèâèçíà íå ñâÿçàíà ñ îñòðîâíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì ìàññ èëè ñ íàëè÷èåì âàêóóìà.

Ïðîñòðàíñòâà 2-ãî è 3-ãî òèïà îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ ïîëÿìè èç-
ëó÷åíèÿ, íàïðèìåð, ñ ãðàâèòàöèîííûìè âîëíàìè. Ñïóñòÿ íåñêîëü-

∗Âîîáùå, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ðåøàåòñÿ â
òî÷êå, íî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà.

†Õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðàè÷åñêîé êëàññèôè-
êàöèè ïðîñòðàíñòâ Ýéíøòåéíà (ïîëåé òÿãîòåíèÿ Ïåòðîâà) áûëà âûïîëíåíà â
1970 ãîäó îäíèì èç àâòîðîâ ýòîé êíèãè � Ë.Á.Áîðèñîâîé (Ãðèãîðüåâîé) [32].
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êî ëåò ïîñëå Ïåòðîâà, Ý.Á. Ãëèíåð [33�35], èññëåäóÿ àëãåáðàè÷å-
ñêóþ ñòðóêòóðó òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà âàêóóìïîäîáíûõ ñîñòîÿ-
íèé ìàòåðèè (Tαβ ∼ gαβ , Rαβ = kgαβ), âûäåëèë îñîáûé åãî òèï, äëÿ
êîòîðîãî âñå 4 ñîáñòâåííûõ ÷èñëà îäèíàêîâû, ò.å. 3 ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ âåêòîðà è 1 âðåìåííîé âåêòîð �îðòîðåïåðà� òåíçîðà Tαβ ðàâíû
ìåæäó ñîáîé∗. Ìàòåðèÿ, îòâå÷àþùàÿ òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà ñ
òàêîé ñòðóêòóðîé, îáëàäàåò ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ µ= const, ðàâ-
íîé çíà÷åíèþ ñîâïàäàþùèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà µ= ξ (ðàçìåðíîñòü µ Tαβ [ ãðàìì/ñì3 ]). Ñîáñòâåííî òåíçîð
ýíåðãèè-èìïóëüñà â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí†

Tαβ = µgαβ . (5.9)

Óðàâíåíèÿ ïîëÿ ïðè λ=0 èìåþò âèä

Rαβ − 1
2
gαβR = −κµgαβ , (5.10)

à êîãäà êîñìîëîãè÷åñêèé ÷ëåí λ 6=0, òî

Rαβ − 1
2
gαβR = −κµgαβ + λgαβ . (5.11)

Òàêîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèè Ãëèíåð íàçâàë µ-âàêóóì [33�35], ò.ê.
îíî îòíîñèòñÿ ê âàêóóìïîäîáíûì ñîñòîÿíèÿì âåùåñòâà (Tαβ ∼ gαβ ,
Rαβ = kgαβ), íî âàêóóìîì íå ÿâëÿåòñÿ (â âàêóóìå Tαβ = 0). Òîãäà æå
Ãëèíåð ïîêàçàë, ÷òî ïðîñòðàíñòâà, çàïîëíåííûå µ-âàêóóìîì, ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà, ïðè÷åì ñóùåñòâóþò òðè
îñíîâíûõ òèïà µ-âàêóóìà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò òðåì îñíîâíûì
òèïàì òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (è òåíçîðà êðèâèçíû). Èíà÷å ãîâî-
ðÿ, ïðîñòðàíñòâî Ýéíøòåéíà êàæäîãî òèïà (1, 2, 3) ïðè íàëè÷èè
â íåì ìàòåðèè çàïîëíåíî µ-âàêóóìîì òàêæå îïðåäåëåííîãî òèïà
(1, 2, 3).

Ôàêòè÷åñêè, ïîñêîëüêó äëÿ �îðòîðåïåðà� òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà µ-âàêóóìà âñå 3 ïðîñòðàíñòâåííûõ âåêòîðà è 1 âðåìåííîé

∗Åñëè ââåñòè ëîêàëüíîå ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî, êàñàòåëüíîå ðèìàíîâó ïðî-
ñòðàíñòâå â òî÷êå, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ξ òåíçîðà Tαβ � ýòî çíà÷åíèÿ â
îðòîðåïåðå, ïîñòàâëåííîì â ñîîòâåòñòâèå ýòîìó òåíçîðó, ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ â îðòîðåïåðå, îïðåäåëÿåìîì
â äàííîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

†Â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Ãëèíåðà ñèãíàòóðà (−+++), ïîýòîìó ó íåãî
Tαβ =−µgαβ è, ñëåäîâàòåëüíî, ò.ê. íàáëþäàåìàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèè ïîëîæè-
òåëüíà ρ = T00

g00
=−µ > 0, ÷èñëåííîå çíà÷åíèå µ ó Ãëèíåðà ïîëó÷àåòñÿ îòðèöà-

òåëüíûì. Ó íàñ ïðèíÿòà ñèãíàòóðà (+−−−), òàêèì îáðàçîì, â íàøåé êíèãå µ > 0
è Tαβ = µgαβ .
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âåêòîð îäèíàêîâû (ðàâíîïðàâíû âñå 4 íàïðàâëåíèÿ), µ-âàêóóì ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü èçîòðîïèè ìàòåðèè. Êðîìå
òîãî, ò.ê. ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà îäíîðîäíû íà âñåì ñâîåì ïðî-
òÿæåíèè è ïëîòíîñòü ìàòåðèè â íèõ âåçäå ïîñòîÿííà [30], çàïîëíÿ-
þùèé èõ µ-âàêóóì íå òîëüêî îáëàäàåò ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ, íî
è ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Èòàê ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà ìîãóò áûòü
çàïîëíåíû µ-âàêóóìîì, îáû÷íûì âàêóóìîì ( Tαβ =0 ) èëè ïóñòîòîé.
Êðîìå òîãî, â íèõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü îòäåëüíûå �îñòðîâà� ìàññû,
òàêæå ñîçäàþùèå êðèâèçíó. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà 1-ãî
òèïà íàèáîëåå ïîëíî ñîîòâåòñòâóþò èìåþùèìñÿ ñâåäåíèÿì î íàøåé
Âñåëåííîé â öåëîì. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ãåîìåòðèè íàøåé
Âñåëåííîé è ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé çàïîëíÿþùåé åå ìàòåðèè íà ñå-
ãîäíÿøíèé äåíü ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ïðîñòðàíñòâ Ýéíøòåéíà
1-ãî òèïà. Â ñâîå âðåìÿ Ïåòðîâ äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó (ñì.
�13 â åãî êíèãå [30]):

Òåîðåìà Ïåòðîâà
Âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû åñòü ïðîñòðàíñòâî Ýéí-
øòåéíà <. . .> Ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà 2-ãî òèïà è 3-ãî òèïà íå
ìîãóò áûòü ïðîñòðàíñòâàìè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû îòíîñÿòñÿ ê òè-
ïó 1 ïî ïåòðîâñêîé êëàññèôèêàöèè (ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà). Åñëè
K =0, òî ïðîñòðàíñòâî Ýéíøòåéíà 1-ãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. Ýòî
åùå áîëåå óïðîùàåò çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ âàêóóìà è âàêóóìîïîäîá-
íûõ ñîñòîÿíèé ìàòåðèè â íàøåé Âñåëåííîé, ò.ê. íà íûíåøíèé äåíü
ìû èìååì õîðîøî èññëåäîâàííûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèç-
íû. Ýòî � ïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà (èëè, èíà÷å � ïðîñòðàíñòâà
ñ ìåòðèêîé äå Ñèòòåðà).

Â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà Tαβ =0 è λ 6=0, îíî ÿâëÿåòñÿ ñôåðè-
÷åñêè-ñèììåòðè÷íûì, çàïîëíåíî îáû÷íûì âàêóóìîì è íå ñîäåðæèò
�îñòðîâîâ� âåùåñòâà. Âìåñòå ñ òåì ìû çíàåì, ÷òî ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü
ìàòåðèè â íàøåé Âñåëåííîé î÷åíü ìàëà. Ðàññìàòðèâàÿ åå â öåëîì,
ìîæíî àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò ïðèñóòñòâèÿ ðåäêèõ �îñòðîâîâ� âåùå-
ñòâà è íåîäíîðîäíîñòåé, ëîêàëüíî íàðóøàþùèõ ñôåðè÷åñêóþ ñèì-
ìåòðèþ. Ïîýòîìó íàøå ïðîñòðàíñòâî â öåëîì ìîæíî ñ÷èòàòü ïðî-
ñòðàíñòâîì äå Ñèòòåðà ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì ðàäèóñó Âñåëåííîé.

Òåîðåòè÷åñêè ïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà ìîãóò îáëàäàòü êàê ïîëî-
æèòåëüíîé êðèâèçíîé K> 0, òàê è îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé
K< 0. Àíàëèç ïîêàçûâàåò (Äæ.Ë.Ñèíã [36]), ÷òî â ìèðå äå Ñèòòåðà
ñ K< 0 âðåìåíèïîäîáíûå ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòû-
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ìè: �. . . ïðîáíàÿ ÷àñòèöà ñíîâà è ñíîâà ïîâòîðÿåò äâèæåíèå (ñâîþ
èñòîðèþ) ïî òîé æå ñàìîé òðàåêòîðèè! Ýòî <. . .> ïðèâîäèò ê èäå-
ÿì, êîòîðûå íîñÿò ñëèøêîì óæ �ðåâîëþöèîííûé� õàðàêòåð ñ òî÷êè
çðåíèÿ ôèçèêè, â òîì âèäå, êàê îíà ñóùåñòâóåò ñåãîäíÿ�. Ïîýòîìó
áîëüøèíñòâî ôèçèêîâ (Äæ.Ë.Ñèíã, À. Ç.Ïåòðîâ, Ý.Á. Ãëèíåð è äð.)
ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà ñ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé íå ðàññìàòðè-
âàëè.

Íàïîìíèì, ÷åòûðåõìåðíûå ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà ñ ïîëîæè-
òåëüíîé êðèâèçíîé � ýòî îáîáùåíèå îáû÷íîé ñôåðû, à ïðîñòðàíñòâà
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû � îáîáùåíèå ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî-
Áîéÿè, ñôåðû ñ ìíèìûì ðàäèóñîì. Â èíòåðïðåòàöèè Ïóàíêàðå ïðî-
ñòðàíñòâà ñ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé îòîáðàæàþòñÿ íà âíóòðåí-
íþþ ïîâåðõíîñòü ñôåðû. Çåëüìàíîâ ìåòîäàìè õðîíîìåòðè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ ïîêàçàë, ÷òî â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå (ìåòðè-
êà êîòîðîãî, êàê èçâåñòíî, çíàêîïåðåìåííà) òðåõìåðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ
íàáëþäàåìàÿ êðèâèçíà ïî çíàêó ïðîòèâîïîëîæíà ÷åòûðåõìåðíîé
êðèâèçíå. Ñóäÿ ïî òîìó, ÷òî ìû âîñïðèíèìàåì íàøó ïëàíåòó êàê
øàð, íàáëþäàåìàÿ òðåõìåðíàÿ êðèâèçíà íàøåãî ìèðà ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíîé. Òîãäà ãèïîòåòè÷åñêèå ñóùåñòâà. æèâóùèå íà �âíóò-
ðåííåé� ïîâåðõíîñòè Çåìëè, âîñïðèíèìàþò åå êàê âîãíóòóþ, îíè
æèâóò â ìèðå ñ îòðèöàòåëüíîé íàáëþäàåìîé êðèâèçíîé.

Òàêîå ñðàâíåíèå ïðèâåëî ìíîãèõ ó÷åíûõ ê ïðåäïîëîæåíèþ î âîç-
ìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ çåðêàëüíîãî äâîéíèêà íàøåãî ìèðà � çåð-
êàëüíîé Âñåëåííîé, íàñåëåííîé àíòèïîäàìè.

Ïåðâîíà÷àëüíî ñ÷èòàëîñü: åñëè íàø ìèð èìååò ïîëîæèòåëüíóþ
êðèâèçíó, òî çåðêàëüíàÿ Âñåëåííàÿ � ýòî ïðîñòðàíñòâî ñ îòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíîé. Îäíàêî Ñèíã â Ãëàâå 7 ñâîåé êíèãè [36] ïî-
êàçàë, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà ñ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèç-
íîé ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûå ãåîäåçè÷åñêèå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ
îòêðûòûìè, òîãäà êàê â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû îíè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîñòðàíñòâî
äå Ñèòòåðà îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû íå ÿâëÿåòñÿ çåðêàëüíîé ðåïëè-
êîé ïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà ñ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé. Âìåñòå
ñ òåì â íàøèõ ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [19] (ñì. òàêæå �1.3 ýòîé êíèãè)
ìû îáíàðóæèëè äðóãîé ïîäõîä ê êîíöåïöèè çåðêàëüíîé Âñåëåííîé.
Ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö, õîä âðåìåíè êî-
òîðûõ ïðîòèâîïîëîæåí õîäó âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ, îêàçàëîñü, ÷òî
íàáëþäàåìîé ñêàëÿðíîé êîìïîíåíòîé èõ ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà
èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìàññà. Ïðè÷åì
çåðêàëüíîñòü ÷àñòèö ïî ìàññå áûëà ïîëó÷åíà íàìè êàê ôîðìàëü-
íûé ðåçóëüòàò ïðîåöèðîâàíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà íà âðåìÿ
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è íå ñâÿçàíà ñ èçìåíåíèåì çíàêà êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà: ÷àñòè-
öû ñ ïðÿìûì è îáðàòíûì õîäîì âðåìåíè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü êàê
â ïðîñòðàíñòâå ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, òàê è â ïðîñòðàíñòâå ñ
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé.

Ýòè âûâîäû, ïîëó÷åííûå ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè Îáùåé
Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè, íåèçáåæíî âëèÿþò íà ïðåäñòàâëåíèå î
ñòðîåíèè ìàòåðèè è êîñìîëîãèè íàøåé Âñåëåííîé.

Â �5.2 ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
âàêóóìà è, êàê ñëåäñòâèå, âûðàæåíèå äëÿ åãî íàáëþäàåìîé ïëîò-
íîñòè. Òàì æå ìû ââåäåì êëàññèôèêàöèþ ìàòåðèè ïî âèäó òåíçîðà
ýíåðãèè-èìïóëüñà ( T-êëàññèôèêàöèÿ ìàòåðèè). Â �5.3 áóäóò èññëå-
äîâàíû ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà âàêóóìà â ïðîñòðàíñòâàõ Ýéíøòåéíà
1-ãî òèïà, â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâà âàêóóìà â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèò-
òåðà, è ñäåëàíû âûâîäû î ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðå íàøåé Âñåëåííîé.
Ðàçâèâàÿ ýòó ëèíèþ, â �5.4 ìû ñôîðìóëèðóåì êîíöåïöèþ ïðîèñõîæ-
äåíèÿ è ðàçâèòèÿ Âñåëåííîé â ðåçóëüòàòå èíâåðñèîííîãî âçðûâà èç
ïåðâî÷àñòèöû ñ êîíêðåòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Â �5.5 áóäåò ïîëó-
÷åíî âûðàæåíèå äëÿ íåíüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé
ñèëû, ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàññòîÿíèþ. Ïàðàãðàôû 5.6 è 5.7 ïîñâÿ-
ùåíû èññëåäîâàíèþ ñîñòîÿíèÿ êîëëàïñà â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðè-
êîé Øâàðöøèëüäà (ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ, ÷åðíàÿ äûðà) è â ïðî-
ñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé äå Ñèòòåðà (èíôëÿöèîííûé êîëëàïñ, èíôëÿí-
òîí).

�5.2 Íàáëþäàåìàÿ ïëîòíîñòü âàêóóìà. Ò-êëàññèôèêàöèÿ
ìàòåðèè

Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (óðàâíåíèÿ ïîëÿ â òåîðèè òÿãîòåíèÿ Ýéí-
øòåéíà) � ýòî íåêîòîðûå ôóíêöèè, ñâÿçûâàþùèå êðèâèçíó ïðî-
ñòðàíñòâà ñ ðàñïðåäåëåíèåì ìàòåðèè. Â îáùåì ñëó÷àå îíè èìåþò
âèä Rαβ − 1

2
gαβR=−κ Tαβ +λgαβ . Ëåâàÿ ÷àñòü, êàê èçâåñòíî, õà-

ðàêòåðèçóåò ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà, ïðàâàÿ õàðàêòåðèçóåò ìàòå-
ðèþ. Ïðè ýòîì çíàê âòîðîãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè çàâèñèò îò çíàêà
λ. Êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, çíàê λ, ò.å. õàðàêòåð ñèë íåíüþòîíîâ-
ñêîé ãðàâèòàöèè (îòòàëêèâàíèå èëè ïðèòÿæåíèå), ïðÿìî ñâÿçàí ñî
çíàêîì ïëîòíîñòè âàêóóìà.

Èòàê, ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì
Tαβ ∼ gαβ , äëÿ íèõ óðàâíåíèÿ ïîëÿ èìåþò âèä Rαβ = kgαβ . Òàêîé
âèä óðàâíåíèÿ ïîëÿ ìîãóò èìåòü â äâóõ ñëó÷àÿõ: 1) êîãäà Tαβ 6=0
(âåùåñòâî); 2) êîãäà Tαβ = 0 (âàêóóì). Íî, ò.ê. â ïðîñòðàíñòâàõ Ýéí-
øòåéíà, çàïîëíåííûõ âàêóóìîì, òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà âåùåñòâà
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ðàâåí íóëþ, îí íèêàê íå ìîæåò áûòü ïðîïîðöèîíàëüíûì ìåòðè÷å-
ñêîìó òåíçîðó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà Ýéí-
øòåéíà (Tαβ ∼ gαβ). Â ÷åì òóò äåëî? Â îòñóòñòâèå âåùåñòâà (â âàêóó-
ìå) óðàâíåíèÿ ïîëÿ ïðèíèìàþò âèä Rαβ − 1

2
gαβR=λgαβ , ò.å. âêëàä

â êðèâèçíó ïîëÿ âíîñèò íå âåùåñòâî, à λ-ïîëå (íåíüþòîíîâñêèå ïîëÿ
òÿãîòåíèÿ). Â îòñóòñòâèå âåùåñòâà è λ-ïîëåé Rαβ =0, ò.å. ïðîñòðàí-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. Ïî-
ëó÷àåòñÿ, ÷òî λ-ïîëÿ è âàêóóì � ýòî ôàêòè÷åñêè îäíî è òîæå, ò.å.
âàêóóì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåíüþòîíîâñêèå ïîëÿ òÿãîòåíèÿ (ôè-
çè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âàêóóìà). Ñîîòâåòñòâåííî, λ-ñèëû ÿâëÿþòñÿ
ïðîÿâëåíèåì ñîáñòâåííîãî ïîòåíöèàëà âàêóóìà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷ëåí λgαβ èç óðàâíåíèé ïîëÿ â âàêóóìå âû-
áðàñûâàòü íåëüçÿ, êàê áû ìàë îí íè áûë, ò.ê. îí õàðàêòåðèçóåò âà-
êóóì, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîé èç ïðè÷èí èñêðèâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà. Òî-
ãäà óðàâíåíèÿ ïîëÿ Rαβ − 1

2
gαβR=−κ Tαβ +λgαβ ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå
Rαβ − 1

2
gαβR = −κ T̃αβ , (5.12)

ãäå âåëè÷èíà
T̃αβ = Tαβ + T̆αβ = Tαβ − λ

κ
gαβ (5.13)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, õàðàêòåðèçóþùèé êàê
âåùåñòâî, òàê è âàêóóì. Åãî ïåðâûé ÷ëåí � ýòî îáû÷íûé òåíçîð
ýíåðãèè-èìïóëüñà âåùåñòâà. Âòîðîé ÷ëåí

T̆αβ = − λ
κ
gαβ (5.14)

ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ âàêóóìà.
Òàêèì îáðàçîì, ò.ê. ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà ìîãóò áûòü çàïîë-

íåíû âàêóóìîì, èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ëó÷øå çàïèñûâàòü
â áîëåå îáùåì âèäå, ó÷èòûâàþùèì íàëè÷èå â ïðîñòðàíñòâå íå òîëü-
êî âåùåñòâà, íî è âàêóóìà (λ-ïîëåé): T̃αβ ∼ gαβ . Ýòî, â ÷àñòíîñòè,
ïîçâîëèò èçáåæàòü ïðîòèâîðå÷èé ïðè ðàññìîòðåíèè ïóñòûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Ýéíøòåéíà.

Çàìåòèì, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
âàêóóìà (5.14) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé ïîëÿ â îá-
ùåì âèäå.

Åñëè λ> 0 (íåíüþòîíîâñêèå ñèëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèëû îò-
òàëêèâàíèÿ), òî íàáëþäàåìàÿ ïëîòíîñòü âàêóóìà ïîëó÷àåòñÿ îòðè-
öàòåëüíîé

ρ̆ =
T̆00

g00
= − λ

κ
= −|λ|

κ
< 0 , (5.15)
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òîãäà êàê ïðè λ< 0 (ñèëû íåíüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñè-
ëàìè ïðèòÿæåíèÿ) íàáëþäàåìàÿ ïëîòíîñòü âàêóóìà, íàîáîðîò, ïî-
ëîæèòåëüíà

ρ̆ =
T̆00

g00
= − λ

κ
=
|λ|
κ

> 0 . (5.16)

Ïîñëåäíåå, êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, äëÿ íàñ
èìååò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå, ò.ê. ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà ñ λ< 0,
ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé (÷å-
òûðåõìåðíîé ) êðèâèçíû, çàïîëíåííîå òîëüêî âàêóóìîì (áåç âåùå-
ñòâà), íàèáîëåå ïîëíî ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäàòåëüíûì äàííûì î íà-
øåé Âñåëåííîé â öåëîì.

Èòàê, îñíîâûâàÿñü íà èññëåäîâàíèÿõ Ïåòðîâà è Ãëèíåðà, à òàê-
æå ó÷èòûâàÿ íàøå çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî íàëè÷èÿ ó âàêóóìà (λ-
ïîëåé) ñîáñòâåííîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (è, êàê ñëåäñòâèå,
ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ), ìû ìîæåì ïðåäëîæèòü �ãåîìåòðè÷åñêóþ�
êëàññèôèêàöèþ ñîñòîÿíèé ìàòåðèè ïî òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà
(íàçîâåì ýòî T-êëàññèôèêàöèåé ìàòåðèè:

I) ïóñòîòà: Tαβ = 0, λ=0 (ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ áåç ìàòåðèè),
óðàâíåíèÿ ïîëÿ èìåþò âèä Rαβ =0;

II) âàêóóì: Tαβ = 0, λ 6=0 (îáðàçîâàí λ-ïîëÿìè), óðàâíåíèÿ
ïîëÿ èìåþò âèä Gαβ =−λgαβ ;

III) µ-âàêóóì: Tαβ =µgαβ , µ= const (âàêóóìîïîäîáíîå ñîñòîÿ-
íèå âåùåñòâà), óðàâíåíèÿ ïîëÿ Gαβ =−κµgαβ ;

IV) âåùåñòâî: Tαβ 6= 0, Tαβ 6∼ gαβ (ýòî ñîñòîÿíèå âêëþ÷àåò êàê
îáû÷íîå âåùåñòâî, òàê è ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå).

Â îáùåì ñëó÷àå òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà âåùåñòâà (òèï IV ïî Ò-
êëàññèôèêàöèè) íå ïðîïîðöèîíàëåí ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó. Âìåñòå
ñ òåì åñòü è òàêèå ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà, ïðè êîòîðûõ òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà ñîäåðæèò ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó,
íî, ò.ê. òàì åñòü è äðóãèå ÷ëåíû, � ýòî íå µ-âàêóóì. Òàêîâû, íàïðè-
ìåð, èäåàëüíàÿ æèäêîñòü

Tαβ =
(
ρ− p

c2

)
UαUβ − p

c2
gαβ (5.17)

è ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå

Tαβ = FρσF
ρσgαβ − FασF

·σ
β· , (5.18)

ãäå FρσF ρσ ïåðâûé èíâàðèàíò ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (3.27), Fαβ
òåíçîð Ìàêñâåëëà, p äàâëåíèå æèäêîñòè. Åñëè p= ρc2 (âåùåñòâî
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âíóòðè àòîìíûõ ÿäåð) è p = const, òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èäåàëü-
íîé æèäêîñòè, êàçàëîñü áû, ìîæåò ñòàòü ïðîïîðöèîíàëüíûì ìåòðè-
÷åñêîìó òåíçîðó. Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðà-
ôå, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ µ-âàêóóìà èìååò ïðèíöèïèàëüíî äðóãîé
âèä p=−ρc2 (ñîñòîÿíèå èíôëÿöèè, ïðè ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòè
� ðàñøèðåíèå). Ñëåäîâàòåëüíî, äàâëåíèå è ïëîòíîñòü â àòîìíûõ
ÿäðàõ äîëæíû áûòü íåïîñòîÿííûìè, ÷òîáû ïðåïÿòñòâîâàòü ïåðåõî-
äó âíóòðèÿäåðíîãî âåùåñòâà â âàêóóìïîäîáíîå ñîñòîÿíèå.

Çàìåòèì, â äàííîé Ò-êëàññèôèêàöèè, êàê è â óðàâíåíèÿõ ïîëÿ,
èäåò ðå÷ü òîëüêî î ðàñïðåäåëåííîé ìàòåðèè, âëèÿþùåé íà êðèâèç-
íó ïðîñòðàíñòâà, à íå î ïðîáíûõ ÷àñòèöàõ � ìàòåðèàëüíûõ òî÷êàõ,
ñîáñòâåííûå ìàññû è ðàçìåð êîòîðûõ íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî èõ âîç-
äåéñòâèåì íà êðèâèçíó ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó, â
÷àñòíîñòè, äëÿ ÷àñòèö ïîíÿòèå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà íå îïðåäå-
ëåíî, èõ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü âíå äàííîé Ò-êëàññèôèêàöèè. Òàê,
íàïðèìåð, â íàøåé êíèãå [19] ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ 3
âèäà ÷àñòèö, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñâîé õàðàêòåðíûé
òèï ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ òðàåêòîðèé, îäíàêî ñàìè ÷àñòèöû
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê �øàðèêè� (èëè âîëíû), áåãóùèå ïî �áóãðèñòî-
ìó� ôîíó áàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è íèêàê íå âëèÿþùèå íà åãî ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

�5.3 Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà âàêóóìà. Êîñìîëîãèÿ
Ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïîëÿ âèäà
Rαβ = kgαβ , ãäå k= const. Ïðè λ 6=0 è Tαβ =µgαβ ïðîñòðàíñòâî çà-
ïîëíåíî ìàòåðèåé, òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà êîòîðîãî ïðîïîðöèîíà-
ëåí ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó, � ò.å. µ-âàêóóìîì. Äëÿ âàêóóìà òåíçîð
ýíåðãèè-èìïóëüñà, êàê ìû óáåäèëèñü â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, òàê-
æå ïðîïîðöèîíàëåí ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôèçè-
÷åñêèå ñâîéñòâà âàêóóìà è µ-âàêóóìà â ïðèíöèïå îäèíàêîâû, ðàç-
íèöà ëèøü â ñêàëÿðíîì êîýôôèöèåíòå, îïðåäåëÿþùåì ñîñòàâ ìà-
òåðèè (λ-ïîëÿ èëè âåùåñòâî) è àáñîëþòíîé âåëè÷èíå äåéñòâóþùèõ
ñèë. Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî Ýéíøòåéíà, çà-
ïîëíåííîå âàêóóìîì è µ-âàêóóìîì. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ïîëÿ
ïðèíèìàþò âèä

Rαβ − 1
2
gαβR = − (κµ− λ) gαβ . (5.19)

Çàïèñûâàÿ èõ â ñìåøàííîì âèäå è çàòåì ñâåðòûâàÿ, íàõîäèì
ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó

R = 4 (κµ− λ) , (5.20)
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ïîäñòàâëÿÿ êîòîðóþ â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (5.19), ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèÿ ïîëÿ â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

Rαβ = (κµ− λ) gαβ , (5.21)
ãäå κµ−λ= const= k.

Òåïåðü èññëåäóåì ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà âàêóóìà è µ-âàêóóìà.
Âû÷èñëèì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà
ýíåðãèè-èìïóëüñà: íàáëþäàåìóþ ïëîòíîñòü ìàòåðèè ρ= T00

g00
, âåêòîð

íàáëþäàåìîé ïëîòíîñòè èìïóëüñà J i = c T i
0√
g00

, íàáëþäàåìûé òåíçîð
íàïðÿæåíèé U ik = c2T ik.

Äëÿ µ-âàêóóìà (Tαβ =µgαβ) ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå êîìïî-
íåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà èìåþò âèä

ρ =
T00

g00
= µ , (5.22)

J i =
c T i0√
g00

= 0 , (5.23)

U ik = c2T ik = −µc2hik = −ρc2hik. (5.24)

Äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà T̆αβ =− λ
κ gαβ (5.14), õàðàêòåðè-

çóþùåãî âàêóóì, ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû èìåþò ñëåäó-
þùèé âèä

ρ̆ =
T̆00

g00
= − λ

κ
, (5.25)

J̆ i =
c T̆ i0√
g00

= 0 , (5.26)

Ŭ ik = c2 T̆ ik =
λ

κ
c2hik = − ρ̆c2hik. (5.27)

Îòñþäà âèäíî: âàêóóì (λ-ïîëÿ) è µ-âàêóóì îáëàäàþò ïîñòîÿí-
íîé ïëîòíîñòüþ (ò.å. ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíîðîäíî ðàñïðåäåëåííóþ
ìàòåðèþ), à òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåèçëó÷àþùèìè ñðåäàìè (ò.ê. â íèõ
ïîòîê ýíåðãèè c2J i ðàâåí íóëþ)

c2J̆ i =
c3 T̆ i0√
g00

= 0 , c2J i =
c3T i0√
g00

= 0 . (5.28)

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñîïóòñòâóþùåé ñðåäå, òåíçîð íàïðÿæåíèé
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì [11�13]

Uik = p0hik − αik = phik − βik , (5.29)
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ãäå p0 ðàâíîâåñíîå äàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîå èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ,
p èñòèííîå äàâëåíèå, αik âÿçêîñòü 2-ãî ðîäà (òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿ-
æåíèé), è βik =αik− 1

3
αhik åãî àíèçîòðîïíàÿ ÷àñòü (âÿçêîñòü 1-

ãî ðîäà, ïðîÿâëÿþùàÿñÿ ïðè àíèçîòðîïíîé äåôîðìàöèè), ãäå α=αii
ñëåä òåíçîðà âÿçêîñòè 2-ãî ðîäà αik.

Çàïèñûâàÿ òåíçîð íàïðÿæåíèé µ-âàêóóìà (5.24) â ñèñòåìå îòñ÷å-
òà, ñîïóòñòâóþùåé ñàìîìó µ-âàêóóìó, ïîëó÷àåì

Uik = phik = −ρc2hik , (5.30)

àíàëîãè÷íî äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé âàêóóìà (5.27)

Ŭik = p̆hik = − ρ̆c2hik . (5.31)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âàêóóì è µ-âàêóóì ÿâëÿþòñÿ íåâÿçêèìè ñðå-
äàìè (αik =0, βik = 0) óðàâíåíèÿ êîòîðûõ∗

p̆ = − ρ̆c2, p = −ρc2. (5.32)

Òàêîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèè íàçûâàþò èíôëÿöèåé (èíôëÿöèÿ �
ðàçäóâàíèå), ò.ê. ïðè ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòè ìàòåðèè äàâëåíèå
ïîëó÷àåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, ñðåäà ðàñøèðÿåòñÿ.

Òàêîâû îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà âàêóóìà è µ-âàêóóìà:
îäíîðîäíûõ (ρ= const), íåâÿçêèõ (αik =βik =0) è íåèçëó÷àþùèõ
(J i =0) ñðåä, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè èíôëÿöèè.

Òåïåðü îò îáùèõ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ
âàêóóìà, çàïîëíÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, â ÷àñò-
íîñòè, ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà, íàèáîëåå ïîëíî ñîîòâåòñòâóþùåå
ïðîñòðàíñòâó íàøåé Âñåëåííîé â öåëîì. Â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿí-
íîé êðèâèçíû òåíçîð Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ èìååò âèä (ñì. Ãëàâó 7
â êíèãå Ñèíãà [36])

Rαβγδ = K (gαγ gβδ − gαδ gβγ) , K = const. (5.33)

Ñâåðòûâàÿ åãî ïî äâóì èíäåêñàì, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ òåí-
çîðà Ðè÷÷è, ïîñëåäóþùåå ñâåðòûâàíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò íàì âû-
÷èñëèòü ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó. Â ðåçóëüòàòå èìååì

Rαβ = −3Kgαβ , R = −12K . (5.34)

∗Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåëåííîé ìàòåðèè � ýòî çàâèñèìîñòü åå äàâëå-
íèÿ îò ïëîòíîñòè. Íàïðèìåð, p =0 óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïûëåâîé ñðåäû, p = ρc2

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèè â àòîìíûõ ÿäðàõ, p = 1
3
ρc2 óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà.
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Ïðåäñòàâëÿÿ ïðîñòðàíñòâî íàøåé Âñåëåííîé êàê ïðîñòðàíñòâî
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ïîëÿ, âûðàæåííûå ÷åðåç
êðèâèçíó

3Kgαβ = −κ Tαβ + λgαβ . (5.35)

Çàïèøåì èõ, êàê è Ñèíã, â âèäå (λ− 3K) gαβ =κ Tαβ . Òîãäà òåí-
çîð ýíåðãèè-èìïóëüñà âåùåñòâà â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèç-
íû èìååò âèä

Tαβ =
λ− 3K
κ

gαβ . (5.36)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïîñòîÿííîé êðè-
âèçíû ñàìà ñîáîé ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà ãåîìåòðèçàöèè ìàòåðèè: òåí-
çîð ýíåðãèè-èìïóëüñà (5.36) âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð è êîíñòàíòû. Ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà � ýòî ïðîñòðàíñòâî
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, â êîòîðîì Tαβ =0 è λ 6=0, ò.å. îíî çàïîëíåíî
òîëüêî âàêóóìîì (âåùåñòâî â íåì îòñóòñòâóåò). Òîãäà, ïðèðàâíèâàÿ
òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà âåùåñòâà (5.36) ê íóëþ, ïîëó÷àåì, êàê è
Ñèíã: â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà λ=3K.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæåíèå äëÿ íàáëþäàåìîé ïëîò-
íîñòè âàêóóìà â ìèðå äå Ñèòòåðà ïðèíèìàåò âèä

ρ̆ = − λ
κ

= −3K
κ

= −3Kc2

8πG
. (5.37)

Òåïåðü ìû ïîäõîäèì ê êëþ÷åâîìó âîïðîñó: êàêîâ çíàê ÷åòûðåõ-
ìåðíîé êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà íàøåé Âñåëåííîé? Âîïðîñ, óâû, íå
ïðàçäíûé. Îò îòâåòà íà íåãî çàâèñèò ôàêòè÷åñêè, ñîéäåòñÿ ëè ïî-
ñòðîåííàÿ êîñìîëîãèÿ ìèðà äå Ñèòòåðà ñ íàáëþäàòåëüíûìè äàííû-
ìè èëè ïîëó÷èòñÿ ðåçóëüòàò, ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíûé îáùåèçâåñò-
íûì àñòðîíîìè÷åñêèì ôàêòàì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïîëîæèòåëüíîé ÷åòûðåõìåðíîé êðèâèçíå
K> 0 ïëîòíîñòü âàêóóìà ïîëó÷àåòñÿ îòðèöàòåëüíîé, ñëåäîâàòåëü-
íî èíôëÿöèîííîå äàâëåíèå áîëüøå íóëÿ � âàêóóì ñæèìàåòñÿ. Òî-
ãäà, ò.ê. λ> 0, íåíüþòîíîâñêèå ñèëû ãðàâèòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè
îòòàëêèâàíèÿ. Ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîáîðñòâî äâóõ íà÷àë: èíôëÿöèîí-
íîãî ïîëîæèòåëüíîãî äàâëåíèÿ âàêóóìà, ñòðåìÿùåãîñÿ ñæàòü ïðî-
ñòðàíñòâî, è ñèë íåíüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèè, ÿâëÿþùèõñÿ ñèëàìè
îòòàëêèâàíèÿ. Ïðè ýòîì, âî-ïåðâûõ, ò.ê. λ-ñèëû ïðîïîðöèîíàëüíû
ðàññòîÿíèþ, èõ ðàñøèðÿþùåå äåéñòâèå óñèëèâàëîñü áû ñ óâåëè÷å-
íèåì ðàäèóñà Âñåëåííîé: ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé ïðîèñõîäèëî áû ñ
óñêîðåíèåì. È, âî-âòîðûõ, åñëè áû Âñåëåííàÿ êîãäà-òî áûëà ðàçìå-
ðîì ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ, íà êîòîðîì ñæèìàþùåå äàâëåíèå âàêóóìà
ðàâíî ðàñòÿãèâàþùåìó äåéñòâèþ λ-ñèë, åå ðàñøèðåíèå ñòàëî áû íå-



5.3 Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà âàêóóìà. Êîñìîëîãèÿ 231

âîçìîæíûì.
Åñëè ÷åòûðåõìåðíàÿ êðèâèçíà îòðèöàòåëüíà K< 0, ïëîòíîñòü

âàêóóìà ïîëó÷àåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, åãî èíôëÿöèîííîå äàâëåíèå
ìåíüøå íóëÿ � âàêóóì ðàñøèðÿåòñÿ. Êðîìå òîãî, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå
λ< 0, íåíüþòîíîâñêèå ñèëû ãðàâèòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè ïðèòÿæå-
íèÿ. Òîãäà Âñåëåííàÿ ìîæåò ðàñøèðÿòüñÿ ïðàêòè÷åñêè èç òî÷êè äî
òåõ ïîð, ïîêà ïëîòíîñòü âàêóóìà íå óìåíüøèòñÿ äî òàêîé ñòåïåíè.
÷òî åãî ðàñøèðÿþùåå äàâëåíèå ñòàíåò ðàâíûì íåíüþòîíîâñêèì λ-
ñèëàì ïðèòÿæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ çíàêà êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùèì äëÿ
êîñìîëîãèè íàøåé Âñåëåííîé.

Îäíàêî ÷åëîâå÷åñêîå âîñïðèÿòèå òðåõìåðíî, ïîýòîìó îáû÷íûé
íàáëþäàòåëü íå â ñîñòîÿíèè ÷òî-ëèáî óçíàòü î çíàêå ÷åòûðåõìåð-
íîé êðèâèçíû ïóòåì ïðÿìûõ èçìåðåíèé. Êàê áûòü â òàêîì ñëó÷àå?
Âûõîä èç ñîçäàâøåéñÿ ñèòóàöèè äàåò òåîðèÿ õðîíîìåòðè÷åñêèõ èí-
âàðèàíòîâ � ìåòîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ âå-
ëè÷èí.

Îäíîé èç ñâîèõ çàäà÷ Çåëüìàíîâ ñ÷èòàë ïîñòðîåíèå òåíçîðà êðè-
âèçíû òðåõìåðíîãî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåãîëîíîìíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, êîòîðûé îáëàäàë áû ñâîéñòâàìè òåíçîðà êðèâèçíû Ðèìàíà-
Êðèñòîôôåëÿ è, îäíîâðåìåííî, îáëàäàë áû ñâîéñòâîì õðîíîìåòðè-
÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè. Îí ðåøèë ïîñòðîèòü òàêîé òåíçîð ïî àíàëî-
ãèè ñ òåíçîðîì Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ êàê ðå-
çóëüòàò íåêîììóòàòèâíîñòè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ îò ïðîèçâîëüíîãî
âåêòîðà â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå. Âû÷èñëÿÿ ðàçíîñòü âòî-
ðûõ õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ïðîèçâîëü-
íîãî òðåõìåðíîãî âåêòîðà, îí ïîëó÷èë âûðàæåíèå

∗∇i ∗∇kQl − ∗∇k ∗∇iQl =
2Aik
c2

∗∂Ql
∂t

+H ...j
lki·Qj , (5.38)

êîòîðîå ñîäåðæèò õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé òåíçîð

H ...j
lki· =

∗∂∆j
il

∂xk
−
∗∂∆j

kl

∂xi
+ ∆m

il ∆
j
km −∆m

kl∆
j
im , (5.39)

àíàëîãè÷íûé òåíçîðó Ñõîóòåíà èç òåîðèè íåãîëîíîìíûõ ìíîãîîá-
ðàçèé∗. Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà èìååò ìåñòî âðàùåíèå ïðî-

∗È.À.Ñõîóòåí ïîñòðîèë òåîðèþ íåãîëîíîìíûõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ÷èñëà èçìåðåíèé, ðàññìàòðèâàÿ ïîäïðîñòðàíñòâî ñ ðàçìåðíîñòüþ m
â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n, ãäå m < n [37]. Ïðèìåíèòåëüíî ê òåîðèè õðîíî-
ìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ôàêòè÷åñêè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî ðàç-
ìåðíîñòè (m =3) â ïðîñòðàíñòâå ñ ðàçìåðíîñòüþ (n =4).
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ñòðàíñòâà (Aik 6=0), òåíçîð H ...j
lki· îòëè÷àåòñÿ ïî ñâîèì àëãåáðàè÷å-

ñêèì ñâîéñòâàì îò òåíçîðà Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ. Ïîýòîìó Çåëü-
ìàíîâ ââåë òåíçîð

Clkij =
1
4

(Hlkij −Hjkil +Hklji −Hiljk) , (5.40)

íå òîëüêî ÿâëÿþùèéñÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûì, íî åùå è
îáëàäàþùèé âñåìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè òåíçîðà Ðèìàíà-
Êðèñòîôôåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð Clkij ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì êðè-
âèçíû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà íàáëþäàòåëÿ, ñîïóòñòâó-
þùåãî ñâîåìó òåëó îòñ÷åòà. Ñâåðòûâàÿ åãî, ïîëó÷àåì õðîíîìåòðè-
÷åñêè èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû

Ckj = C ...ikij· = himCkimj , C = Cjj = hljClj , (5.41)

êîòîðûå òàêæå õàðàêòåðèçóþò êðèâèçíó òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Òàê êàê Clkij , Ckj , è C îáëàäàþò ñâîéñòâîì õðîíîìåòðè÷åñêîé èí-
âàðèàíòíîñòè, îíè ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷åñêèìè íàáëþäàåìûìè âåëè÷è-
íàìè.

Â ÷àñòíîñòè, C ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõìåðíóþ íàáëþäàåìóþ
êðèâèçíó [11�13].

Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåìó èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ âàêóóìà è êîñ-
ìîëîãèè, íàñ èíòåðåñóåò, êàê òðåõìåðíàÿ íàáëþäàåìàÿ êðèâèçíà C
ñâÿçàíà ñ ÷åòûðåõìåðíîé êðèâèçíîé K âîîáùå è â ïðîñòðàíñòâå
äå Ñèòòåðà, â ÷àñòíîñòè. Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó ïîñëåäîâàòåëüíî.
×åòûðåõìåðíûé òåíçîð êðèâèçíû Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ ÿâëÿåòñÿ
òåíçîðîì 4-ãî ðàíãà, ïîýòîìó îí èìååò n4 =256 êîìïîíåíò, èç êî-
òîðûõ ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü 20. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû
ëèáî ðàâíû íóëþ, ëèáî âûðàæàþòñÿ äðóã ÷åðåç äðóãà, ò.ê. òåíçîð
Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ ÿâëÿåòñÿ:

1) ñèììåòðè÷íûì ïî êàæäîé ïàðå èíäåêñîâ Rαβγδ =Rγδαβ ;
2) àíòèñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê âíóòðè êàæ-

äîé ïàðû èíäåêñîâ Rαβγδ =−Rβαγδ, Rαβγδ =−Rαβδγ ;
3) åãî êîìïîíåíòû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì Rα(βγδ) =0, ãäå êðóã-

ëûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ïåðåñòàíîâêè ïî èíäåêñàì (β, γ, δ).
Ñóùåñòâåííûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ îáðà-

çóþò òðè õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ (ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàå-
ìûõ) òåíçîðà

Xik = −c2 R
·i·k
0·0·
g00

, Y ijk = −c R
·ijk
0...√
g00

, Zijkl = c2Rijkl. (5.42)
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Òåíçîð Xik èìååò 6 êîìïîíåíò, òåíçîð Y ijk èìååò 9 êîìïîíåíò,
à ó òåíçîðà Zijkl (â ñèëó åãî ñèììåòðèè) 6 êîìïîíåíò. Êîìïîíåíòû
âòîðîãî òåíçîðà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì Y(ijk) =Yijk +Yjki +Ykij =0.
Âûðàæàÿ ýòè òðè âåëè÷èíû ÷åðåç õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå
õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà è çàòåì îïóñêàÿ èíäåêñû, ïî-
ëó÷àåì

Xij=
∗∂Dij

∂t
−(
Dl
i+A

·l
i·
)
(Djl+Ajl)+

1
2

(∗∇iFj+∗∇jFi)− 1
c2
FiFj , (5.43)

Yijk = ∗∇i (Djk +Ajk)− ∗∇j (Dik +Aik) +
2
c2
AijFk , (5.44)

Ziklj = DikDlj−DilDkj+AikAlj−AilAkj+2AijAkl−c2Ciklj . (5.45)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå íàáëþäàåìûå êîìïîíåí-
òû òåíçîðà Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ (5.45) íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû
ñ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûì òåíçîðîì òðåõìåðíîé íàáëþäàå-
ìîé êðèâèçíû Ciklj .

Òåïåðü íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ òðåõìåðíîé íàáëþäàåìîé êðè-
âèçíû â ïðîñòðàíñòâå, êðèâèçíà êîòîðîãî ïîñòîÿííà. Â ýòîì ñëó÷àå
òåíçîð Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ èìååò âèä (5.33), òîãäà

R0i0k = −Khikg00 , (5.46)

R0ijk =
K

c

√
g00 (vjhik − vkhij) , (5.47)

Rijkl = K
[
hikhjl − hilhkj +

1
c2
vi (vlhkj − vkhjl) +

+
1
c2
vj (vkhil − vlhik)

]
,

(5.48)

Âû÷èñëÿÿ åãî õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå (ôèçè÷åñêèå íà-
áëþäàåìûå) êîìïîíåíòû (5.42), ïîëó÷àåì

Xik = c2Khik, Y ijk = 0 , Zijkl = c2K
(
hikhjl − hilhjk

)
. (5.49)

Ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ íàáëþäàå-
ìûõ êîìïîíåíò ñ íèæíèìè èíäåêñàìè áóäåò èìåòü âèä

Zijkl = c2K (hikhjl − hilhjk) . (5.50)

Ïîñëåäîâàòåëüíî ñâåðòûâàÿ ýòó âåëè÷èíó, ïîëó÷àåì

Zjl = Zi...·jil = 2c2Khjl , Z = Zjj = 6c2K . (5.51)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàì èçâåñòíî âûðàæåíèå äëÿ Zijkl â ïðîñòðàí-
ñòâå ïðîèçâîëüíî êðèâèçíû (5.45), ñîäåðæàùåå òåíçîð òðåõìåðíîé
íàáëþäàåìîé êðèâèçíû â ÿâíîì âèäå. Î÷åâèäíî, ÷òî îíî ñïðàâåäëè-
âî è äëÿ ñëó÷àÿ K = const. Òîãäà, ïîñëåäîâàòåëüíî ñâåðòûâàÿ îáùåå
âûðàæåíèå (5.45), èìååì

Zil = DikD
k
l −DilD +AikA

·k
l· + 2AikAk··l − c2Cil , (5.52)

Z = hilZil = DikD
ik −D2 −AikA

ik − c2C . (5.53)

Â ïðîñòðàíñòâå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû Z =6c2K (5.51), ñëåäîâà-
òåëüíî, ñâÿçü ìåæäó ÷åòûðåõìåðíîé êðèâèçíîé ïðîñòðàíñòâà K è
òðåõìåðíîé íàáëþäàåìîé êðèâèçíîé C èìååò âèä

6c2K = DikD
ik −D2 −AikA

ik − c2C . (5.54)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â îòñóòñòâèè âðàùåíèÿ è äåôîðìàöèè ïðî-
ñòðàíñòâà ÷åòûðåõìåðíàÿ êðèâèçíà ïî çíàêó ïðîòèâîïîëîæíà òðåõ-
ìåðíîé íàáëþäàåìîé êðèâèçíå. Â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà, ãäå îò-
ñóòñòâóþò âðàùåíèå è äåôîðìàöèÿ,

K = − 1
6
C , (5.55)

ò.å. òðåõìåðíàÿ íàáëþäàåìàÿ êðèâèçíà C =−6K.
Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ìîäåëü ðàçâèòèÿ íàøåé Âñåëåí-

íîé, îïèðàÿñü íà äâà èñòî÷íèêà îïûòíûõ ôàêòîâ: 1) çíàê íàáëþäà-
åìîé ïëîòíîñòè ìàòåðèè; 2) çíàê íàáëþäàåìîé òðåõìåðíîé êðèâèç-
íû.

Âî-ïåðâûõ, ïîâñåäíåâíûé îïûò ñâèäåòåëüñòâóåò: ïëîòíîñòü ìà-
òåðèè â íàøåé Âñåëåííîé ïîëîæèòåëüíà, è, êàêîé áû ðàçðåæåí-
íîé ìàòåðèÿ íè ñòàíîâèëàñü, åå ïëîòíîñòü âñå ðàâíî îñòàåòñÿ áîëü-
øå íóëÿ. Òîãäà, ÷òîáû ïëîòíîñòü âàêóóìà (5.37) áûëà ïîëîæèòåëü-
íîé, êîñìîëîãè÷åñêèé ÷ëåí äîëæåí èìåòü îòðèöàòåëüíûé çíàê (ñè-
ëû íåíüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè ïðèòÿæåíèÿ) è,
ñîîòâåòñòâåííî, ÷åòûðåõìåðíàÿ êðèâèçíà äîëæíà áûòü îòðèöàòåëü-
íîé K< 0.

Âî-âòîðûõ, ñóäÿ ïî òîìó, ÷òî ìû âîñïðèíèìàåì ïëàíåòû è çâåç-
äû êàê øàðû, ñîçäàâàåìàÿ èõ ìàññàìè íàáëþäàåìàÿ òðåõìåðíàÿ
êðèâèçíà ïîëîæèòåëüíà C > 0, ò.å. K< 0 è λ< 0 (â ñëó÷àå îòðèöà-
òåëüíîé íàáëþäàåìîé êðèâèçíû ìû âîñïðèíèìàëè áû ãîðèçîíò, â
òîì ÷èñëå è ãîðèçîíò ñîáûòèé, âîãíóòûì). Êðîìå òîãî, êàê ïèøåò
Èâàíåíêî âî âñòóïèòåëüíîé ñòàòüå ê êíèãå Âåáåðà [29],
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�Õîòÿ äàííûå êîñìîëîãè÷åñêèõ íàáëþäåíèé, åñòåñòâåííî, íå
òî÷íû, íî, íàïðèìåð, Ìàê-Âèòòè∗ óòâåðæäàåò, ÷òî íàèëó÷-
øèå ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé õàááëîâñêîãî êðàñíîãî ñìåùåíèÿ
H ≈ 75 êì/ñåêìåãàïàðñåê è ñðåäíåé ïëîòíîñòè ìàòåðèè
ρ≈ 10−31 ãðàìì/ñì3 ãîâîðÿò â ïîëüçó íåèñ÷åçàþùåãî êîñìî-
ëîãè÷åñêîãî ÷ëåíà ñ λ< 0�.

Â èòîãå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîòíîñòü âàêóóìà â íàøåé Âñåëåí-
íîé ïîëîæèòåëüíà, è òðåõìåðíàÿ êðèâèçíà C > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
÷åòûðåõìåðíàÿ êðèâèçíà K< 0 è, ñîîòâåòñòâåííî, êîñìîëîãè÷åñêèé
÷ëåí λ< 0. Òîãäà èç (5.37) ïîëó÷àåì íàáëþäàåìóþ ïëîòíîñòü âàêó-
óìà â íàøåé Âñåëåííîé, âûðàæåííóþ ÷åðåç íàáëþäàåìóþ òðåõìåð-
íóþ êðèâèçíó

ρ̆ = − λ
κ

= −3K
κ

=
C

2κ
> 0 , (5.56)

ò.å. èíôëÿöèîííîå äàâëåíèå âàêóóìà p̆=−ρ̆c2 ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëü-
íûì (âàêóóì ðàñøèðÿåòñÿ). Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó îäíèì èç ôèçè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ âàêóóìà ÿâëÿåòñÿ åãî îäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå â
ïðîñòðàíñòâå, îòðèöàòåëüíîå èíôëÿöèîííîå äàâëåíèå îçíà÷àåò òàê-
æå ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé â öåëîì.

Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàåìîå òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàøåé
Âñåëåííîé (C > 0) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì â âèäå òðåõìåðíîé ðàçäó-
âàþùåéñÿ ñôåðû, ÿâëÿþùåéñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ÷åòûðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (K< 0 � ïðîñòðàíñòâà ñ ãåîìåòðèåé, ÿâëÿþ-
ùåéñÿ îáîáùåíèåì ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî-Áîéÿè.

Èíà÷å ãîâîðÿ, íàáëþäàåìàÿ ãåîìåòðèÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà â öåëîì ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ãåîìåòðèè Ðèìàíà, à ãåîìåòðèÿ
÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùå-
íèå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî-Áîéÿè.

Êîíå÷íî, ðàññìîòðåííîå íàìè ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà � ëèøü
êàêîå-òî ïðèáëèæåíèå ïðîñòðàíñòâà íàøåé Âñåëåííîé: õîòÿ �îñòðî-
âà� òÿãîòåþùèõ ìàññ ÷ðåçâû÷àéíî ðåäêè è íå âëèÿþò íà ãëîáàëüíóþ
êðèâèçíó, â ñâîèõ áëèæàéøèõ îêðåñòíîñòÿõ èõ âëèÿíèå íà êðèâèçíó
ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâåííî (îòêëîíåíèå ëó÷åé ñâåòà â ïîëå òÿãîòå-
íèÿ Ñîëíöà è äðóãèå ýôôåêòû). Îäíàêî ïðè èññëåäîâàíèè Âñåëåí-
íîé â öåëîì, ðåäêèìè �îñòðîâàìè� âåùåñòâà è ëîêàëüíûìè íåîä-
íîðîäíîñòÿìè êðèâèçíû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â òàêîì ñëó÷àå ïðî-
ñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà ñ îòðèöàòåëüíîé ÷åòûðåõìåðíîé êðèâèçíîé
(íàáëþäàåìàÿ òðåõìåðíàÿ êðèâèçíà ïîëîæèòåëüíà) ìîæíî ñ÷èòàòü
ôîíîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàøåé Âñåëåííîé.

∗Ñì. [38] â íàøåì ñïèñêå ëèòåðàòóðû.
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�5.4 Êîíöåïöèÿ èíâåðñèîííîãî âçðûâà Âñåëåííîé
Èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ìû çíàåì: â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà
λ=3K, ò.å. λ-÷ëåí ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó � òî æå ñàìîå,
÷òî è êðèâèçíà. Äëÿ òðåõìåðíîãî ñôåðè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
íàáëþäàåìàÿ êðèâèçíà C =−6K ðàâíà

C =
1
R2

, (5.57)

ãäå R íàáëþäàåìûé ðàäèóñ êðèâèçíû (ðàäèóñ ñôåðû). Òîãäà ÷åòû-
ðåõìåðíàÿ êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

K = − 1
6R2

, (5.58)

ò.å. ÷åì áîëüøå ðàäèóñ ñôåðû, òåì ìåíüøå êðèâèçíà K. Ïî îöåíêàì
àñòðîíîìîâ, íàøà Âñåëåííàÿ âîçíèêëà 10÷20 ìèëëèàðäîâ ëåò íàçàä.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå ïðîéäåííîå ôîòîíîì (êâàíòîì ñâåòà),
ðîäèâøèìñÿ â íà÷àëå æèçíè Âñåëåííîé, íà íûíåøíèé äåíü ðàâíî
RH ≈ 1027÷1028 ñì. Ýòî ðàññòîÿíèå íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ãîðèçîíòà
ñîáûòèé. Ïîëàãàÿ íàøó Âñåëåííóþ â öåëîì ìèðîì äå Ñèòòåðà ñ
K< 0 äëÿ ÷åòûðåõìåðíîé êðèâèçíû è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ λ-÷ëåíà
λ=3K, ïîëó÷àåì îöåíêó

K = − 1
6R2

H

≈ −10−56 cm−2. (5.59)

Âìåñòå ñ òåì, ñõîæèå çíà÷åíèÿ ãîðèçîíòà ñîáûòèé, êðèâèçíû è
λ-÷ëåíà ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðàáîò Ðîáåðòî äè Áàðòèíè [39, 40], èñ-
ñëåäîâàâøåãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôèçè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè ñ òî÷-
êè çðåíèÿ òîïîëîãèè. Â åãî ðàáîòàõ êîñìè÷åñêèé ðàäèóñ Âñåëåííîé
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íàèáîëüøàÿ ïðîòÿæåííîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ
èç òîïîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ñîãëàñíî èíâåðñèîííîìó ñîîòíî-
øåíèþ äè Áàðòèíè

Rρ

r2
= 1 , (5.60)

êîñìè÷åñêèé ðàäèóñ R (íàèáîëüøàÿ ïðîòÿæåííîñòü ïðîñòðàíñòâà)
ÿâëÿåòñÿ èíâåðñèîííûì îáðàçîì ãðàâèòàöèîííîãî ðàäèóñà ýëåêòðî-
íà ρ=1.347×10−55 ñì (íàèìåíüøàÿ ïðîòÿæåííîñòü) îòíîñèòåëüíî
ðàäèóñà ñôåðè÷åñêîé èíâåðñèè r=2.818×10−13 ñì, ðàâíîãî êëàññè-
÷åñêîìó ðàäèóñó ýëåêòðîíà (ïî äè Áàðòèíè � ðàäèóñ ñôåðè÷åñêîé
èíâåðñèè). ×èñëåííî êîñìè÷åñêèé ðàäèóñ (ïðåäåëüíî áîëüøîé ðà-
äèóñ ãîðèçîíòà ñîáûòèé) ñîñòàâëÿåò [39,40]

R = 5.895×1029 ñì . (5.61)
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Êîñìè÷åñêàÿ ìàññà (ìàññà ïîä êîñìè÷åñêèì ðàäèóñîì) è êîñìè-
÷åñêàÿ ïëîòíîñòü, òàêæå îïðåäåëÿåìûå èç òîïîëîãè÷åñêèõ ñîîáðà-
æåíèé [39,40], ñîñòàâëÿþò

M = 3.986×1057 ãðàìì , ρ = 9.87×10−34 ãðàìì/ñì3. (5.62)

Ôàêòè÷åñêè, èç ðàáîò äè Áàðòèíè ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Âñå-
ëåííîé (îò êëàññè÷åñêîãî ðàäèóñà ýëåêòðîíà äî ãîðèçîíòà ñîáûòèé)
ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì èíâåðñèîííûì îáðàçîì âíóòðåííåãî ïðîñòðàí-
ñòâà íåêîåé ÷àñòèöû ðàçìåðîì ñ ýëåêòðîí (åå ðàäèóñ ëåæèò â ïðå-
äåëàõ îò êëàññè÷åñêîãî ðàäèóñà ýëåêòðîíà äî åãî ãðàâèòàöèîííîãî
ðàäèóñà). Â îñòàëüíîì ýòà ÷àñòèöà îòëè÷àåòñÿ îò ýëåêòðîíà: åå ìàñ-
ñà ðàâíà êîñìè÷åñêîé ìàññå M =3.986×1057 ãðàìì, òîãäà êàê ìàññà
ýëåêòðîíà m=9.11×10−28 ãðàìì.

Ïðîñòðàíñòâî âíóòðè ýòîé ÷àñòèöû íåïðåäñòàâèìî ïðîñòðàíñò-
âîì äå Ñèòòåðà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü âàêó-
óìà â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà ñ K< 0 è íàáëþäàåìûì ðàäèóñîì
êðèâèçíû r=2.818×10−13 ñì, ìû ïîëó÷èì

ρ̆ = −3K
κ

= − 1
2κ

r2 = 3.39×1051 ãðàìì/ñì3, (5.63)

òîãäà êàê ïëîòíîñòü âíóòðè ÷àñòèöû äè Áàðòèíè ñîñòàâëÿåò

ρ =
M

2π2r3
= 9.03×1093 ãðàìì/ñì3. (5.64)

Âìåñòå ñ òåì âíåøíåå ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ èíâåðñèîííûì
îáðàçîì âíóòðåííåãî, ïî õàðàêòåðèñòèêàì ïîäõîäèò ïîä ïðîñòðàí-
ñòâî äå Ñèòòåðà. Ïðåäñòàâèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñ ðàäèóñîì êðèâèç-
íû, ðàâíûì êîñìè÷åñêîìó ðàäèóñó äè Áàðòèíè R=5.895×1029 ñì,
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì äå Ñèòòåðà ñ K< 0. Â ýòîì ñëó÷àå ÷åòû-
ðåõìåðíàÿ êðèâèçíà è λ-÷ëåí ðàâíû

K = − 1
6R2

= −4.8×10−61 ñì−2, (5.65)

λ = 3K = − 1
2R2

= −14.4×10−61 ñì−2, (5.66)

ò.å. íà ïÿòü ïîðÿäêîâ ìåíüøå íàáëþäàåìîé îöåíêè |λ|< 10−56. Ýòî
ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî, ò.ê. Âñåëåííàÿ ïðîäîëæàåò ðàñøèðÿòü-
ñÿ, â áóäóùåì àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ åå êðèâèçíû è êîñìîëîãè÷å-
ñêîãî ÷ëåíà óìåíüøàòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê çíà÷åíèÿì (5.65, 5.66), âû-
÷èñëåííûì äëÿ íàèáîëüøåé ïðîòÿæåííîñòè (êîñìè÷åñêîãî ðàäèó-
ñà). Ðàñ÷åòíàÿ ïëîòíîñòü âàêóóìà â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà ïîä
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êîñìè÷åñêèì ðàäèóñîì

ρ̆ = −3K
κ

= −3Kc2

8πG
≈ 7.7×10−34 ãðàìì/ñì3 (5.67)

òàêæå ìåíüøå íàáëþäàåìîé ñðåäíåé ïëîòíîñòè ìàòåðèè âî Âñåëåí-
íîé (5÷10×10−30 ãðàìì/ñì3) è ôàêòè÷åñêè ïî÷òè ñîâïàäàþò ñ ïëîò-
íîñòüþ ìàòåðèè ïîä êîñìè÷åñêèì ðàäèóñîì ïî äè Áàðòèíè
9.87×10−34 ãðàìì/ñì3 (5.62).

Âûÿñíèòü, ñêîëüêî åùå íàøà Âñåëåííàÿ áóäåò ðàñøèðÿòüñÿ,
ìîæíî, îïðåäåëèâ, íàñêîëüêî íàáëþäàåìûé ðàäèóñ ãîðèçîíòà ñî-
áûòèé RH åùå íå äîñòèã ðàäèóñà êðèâèçíû R. Ïîëàãàÿ ïðåäåëüíûé
ðàäèóñ ãîðèçîíòà ñîáûòèé Âñåëåííîé RH(max) ðàâíûì êîñìè÷åñêî-
ìó ðàäèóñó (âíåøíåé èíâåðñèîííîé ïðîòÿæåííîñòè) ïî äè Áàðòèíè
R=RH(max) = 5.895×1029 ñì (5.61), è, ñðàâíèâàÿ åãî ñ îöåíêîé íàáëþ-
äàåìîãî ðàäèóñà ãîðèçîíòà ñîáûòèé (RH ≈ 1027÷1028 ñì), ïîëó÷àåì
∆R=RH(max)−RH ≈ 5.8×1029 ñì, ò.å. íàøåé Âñåëåííîé îñòàëîñü ðàñ-
øèðÿòüñÿ

t =
∆R
c

≈ 600 ìèëëèàðäîâ ëåò. (5.68)

Ýòè ðàñ÷åòû ïëîòíîñòè âàêóóìà è äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ïðî-
ñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîäû î ïðîèñõîæäåíèè
è ýâîëþöèè íàøåé âñåëåííîé è äîïóñêàþò åäèíñòâåííóþ èíòåðïðå-
òàöèþ èíâåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ äè Áàðòèíè. Íàçîâåì åå êîñìîëî-
ãè÷åñêîé êîíöåïöèåé Èíâåðñèîííîãî Âçðûâà. Íàïîìíèì, íàøè ðàñ-
÷åòû õàðàêòåðèñòèê ïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà îñíîâàíû òîëüêî íà
ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäàõ Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè, à èíâåð-
ñèîííîå ñîîòíîøåíèå äè Áàðòèíè (5.60) ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåä-
ñòâèåì ñîâðåìåííûõ çíàíèé î ôèçè÷åñêèõ êîíñòàíòàõ. Èòàê. . .

. . . Âíà÷àëå ñóùåñòâîâàëà åäèíñòâåííàÿ ïðà÷àñòèöà ñ ðàäèó-
ñîì, ðàâíûì êëàññè÷åñêîìó ðàäèóñó ýëåêòðîíà, è ìàññîé, ðàâ-
íîé ìàññå âñåé Âñåëåííîé.

Çàòåì ïðîèçîøåë èíâåðñèîííûé âçðûâ: â ðåçóëüòàòå òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ïåðåõîäà ìàòåðèÿ âíóòðåííåãî ïðîñòðàíñòâà ïðà-
÷àñòèöû èíâåðñèðîâàëàñü îòíîñèòåëüíî åå ïîâåðõíîñòè âî
âíåøíèé ìèð, îáðàçóþ íàøó ðàñøèðÿþùóþñÿ Âñåëåííóþ. Íà
íûíåøíèé äåíü, ñïóñòÿ 10÷20 ìëðä. ëåò ïîñëå èíâåðñèîííîãî
âçðûâà, Âñåëåííàÿ íàõîäèòñÿ â ðàííåé ñòàäèè ýâîëþöèè. Åå
ðàñøèðåíèå ïðîäëèòñÿ åùå ïî÷òè 600 ìëðä. ëåò.

Ñïóñòÿ ýòîò ñðîê ðàñøèðÿþùååñÿ ïðîñòðàíñòâî äîñòèãíåò
ñâîåãî ðàäèóñà êðèâèçíû, íà êîòîðîì íåíüþòîíîâñêèå ñèëû
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Ñòàäèè Âîçðàñò, Ðàäèóñ, Ïëîòíîñòü, λ-÷ëåí,
ýâîëþöèè ìëðä. ëåò ñì ãðàìì/ñì3 ñì−2

Ïðà÷àñòèöà
(äî âçðûâà)

0 2.82×10−13 9.03×1093 ?

Â íàøè äíè 10÷20×109 1027÷1028 5÷10×10−30 < 10−56

Ïîñëå
ðàñøèðåíèÿ

623×109 5.89×1029 9.87×10−34 1.44×10−60

Òàáëèöà 5.1: Ïàðàìåòðû ìàòåðèè è ïðîñòðàíñòâà íà ðàçíûõ ñòàäèÿõ ýâî-
ëþöèè Âñåëåííîé, ñîãëàñíî êîñìîëîãè÷åñêîé êîíöåïöèè Èíâåðñèîííîãî
Âçðûâà.

ãðàâèòàöèè, ïðîïîðöèîíàëüíûå ðàññòîÿíèþ, óðàâíîâåñÿò èí-
ôëÿöèîííîå ðàñøèðÿþùåå äàâëåíèå âàêóóìà. Ðàñøèðåíèå
Âñåëåííîé ïðåêðàòèòñÿ, íàñòóïèò óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå, êîòî-
ðîå ïðîäëèòñÿ âïëîòü äî ñëåäóþùåãî èíâåðñèîííîãî òîïîëî-
ãè÷åñêîãî ïåðåõîäà. . .

Ïàðàìåòðû ìàòåðèè è ïðîñòðàíñòâà íà ðàçíûõ ñòàäèÿõ ýâîëþ-
öèè Âñåëåííîé ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 3.

Ïðè÷èíû òîïîëîãè÷åñêîãî ïåðåõîäà, ïðèâåäøåãî ê ñôåðè÷åñêîé
èíâåðñèè ìàòåðèè èç ïðà÷àñòèöû (èíâåðñèîííîìó âçðûâó ïðà÷àñòè-
öû), íåèçâåñòíû. . . âïðî÷åì, êàê è ïðè÷èíû �íà÷àëà� Âñåëåííîé â
äðóãèõ ñîâðåìåííûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ êîíöåïöèÿõ, íàïðèìåð â êîí-
öåïöèè Áîëüøîãî Âçðûâà èç ñèíãóëÿðíîé òî÷êè.

�5.5 Íåíüþòîíîâñêèå ãðàâèòàöèîííûå ñèëû
Ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà 1-ãî òèïà, â òîì ÷èñëå è ïðîñòðàíñòâà ïî-
ñòîÿííîé êðèâèçíû, ïîìèìî âêëþ÷åíèé â âèäå �îñòðîâîâ� âåùåñòâà,
ìîãóò áûòü êàê ïóñòûìè, òàê è çàïîëíåííûìè îäíîðîäíîé ìàòå-
ðèåé. Îäíàêî ñóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ïóñòûì
ïðîñòðàíñòâîì Ýéíøòåéíà 1-ãî òèïà (êðèâèçíà K =0) è íåïóñòûì
(K = const 6=0).

×òîáû íàøè ðàññóæäåíèÿ áûëè áîëåå êîíêðåòíûìè, îáðàòèìñÿ ê
íàèáîëåå õàðàêòåðíûì ïðèìåðàì ïóñòîãî è íåïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà
Ýéíøòåéíà 1-ãî òèïà.

Åñëè îñòðîâ ìàññû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàð (ñôåðè÷åñêè-
ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ìàññû â îñòðîâå), ïîìåùåííûé â ïó-
ñòîòó, òî êðèâèçíó òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ñîçäàåò íüþòîíîâñêîå ïî-
ëå òÿãîòåíèÿ îñòðîâà, è îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé
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êðèâèçíû. Ïðè óäàëåíèè îò îñòðîâà íà áåñêîíå÷íîñòü ïðîñòðàí-
ñòâî ñòàíîâèòñÿ ïëîñêèì, ò.å. ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèç-
íû ñ K =0. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì ïîëÿ òÿãîòåíèÿ, ñîçäàâàåìî-
ãî ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûì îñòðîâîì ìàññû â ïóñòîòå, ÿâëÿåòñÿ
ïîëå, îïèñûâàåìîå ìåòðèêîé Øâàðöøèëüäà

ds2 =
(
1− rg

r

)
c2dt2 − dr2

1− rg

r

− r2
(
dθ2 + sin2θ dϕ2

)
, (5.69)

ãäå r ðàññòîÿíèå îò îñòðîâà, rg åãî ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ.
Â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé Øâàðöøèëüäà íåò âðàùåíèÿ è äå-

ôîðìàöèè. Êîìïîíåíòû âåêòîðà ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû
(1.38) âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñóäÿ ïî ìåòðèêå (56.69),
âåëè÷èíà g00 èìååò âèä

g00 = 1− rg
r
, (5.70)

òîãäà ïðîèçâîäíàÿ îò ïîòåíöèàëà w = c2(1−√g00) xi, ðàâíà
∂w
∂xi

= − c2

2
√
g00

∂g00
∂xi

. (5.71)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ïðîèçâîäíóþ â âûðàæåíèå äëÿ ãðàâèòàöèîííî-
èíåðöèàëüíîé ñèëû (1.38), â îòñóòñòâèå âðàùåíèÿ èìååì

F1 = −c
2rg
2r2

1

1− rg

r

, F 1 = −c
2rg
2r2

, (5.72)

òàêèì îáðàçîì, âåêòîð F i â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé Øâàðöøèëüäà
õàðàêòåðèçóåò íüþòîíîâñêóþ ãðàâèòàöèîííóþ ñèëó, êîòîðàÿ îáðàò-
íî ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ r îò òÿãîòåþùåé ìàññû
(èñòî÷íèêà ïîëÿ).

Åñëè ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì âàêóóìà è íå âêëþ÷àåò îñòðîâîâ ìàññû, åãî êðèâèçíà
áóäåò âåçäå îäèíàêîâîé. Ïðèìåð òàêîãî ïîëÿ òÿãîòåíèÿ � ïîëå, îïè-
ñûâàåìîå ìåòðèêîé äå Ñèòòåðà∗

ds2 =
(

1− λr2

3

)
c2dt2 − dr2

1− λr2

3

− r2
(
dθ2 + sin2θ dϕ2

)
. (5.73)

∗Ñîãëàñíî ïîñëåäíèì èññëåäîâàíèÿì [41], ìåòðèêà äå Ñèòòåðà (5.73) îòâå-
÷àåò óñëîâèþ ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè òîëüêî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà λ =0,
òîãäà êàê â îáùåì ñëó÷àå (λ 6=0) ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íûì òîëüêî åñëè îíî èìååò íóëåâîé îáúåì (ò.å. âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó)
èëè ïðè äðóãèõ ÷àñòíûõ óñëîâèÿõ.
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Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà íåò îñòðîâîâ âå-
ùåñòâà, ñîçäàþùèõ îáû÷íûå íüþòîíîâñêèå ïîëÿ òÿãîòåíèÿ, ìû ìî-
æåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå ìàëûõ (ïðîáíûõ) ÷àñòèö, ñîáñòâåí-
íûå íüþòîíîâñêèå ïîëÿ êîòîðûõ íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî èìè ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü.

Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé äå Ñèòòåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-
ñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, ïðåâðàùàþùååñÿ â ïëîñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî òîëüêî â îòñóòñòâèå λ-ïîëåé. Âðàùåíèå è äåôîðìàöèÿ
â íåì òàêæå îòñóòñòâóþò, à êîìïîíåíòû âåêòîðà ãðàâèòàöèîííî-
èíåðöèàëüíîé ñèëû èìåþò âèä

F1 =
λc2

3
r

1− λr2

3

, F 1 =
λc2

3
r , (5.74)

ò.å. âåêòîð F i â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà õàðàêòåðèçóåò íåíüþòî-
íîâñêèå ãðàâèòàöèîííûå ñèëû, ïðîïîðöèîíàëüíûå, r: åñëè λ< 0, ýòî
áóäóò ñèëû ïðèòÿæåíèÿ, åñëè λ> 0, òî ñèëû îòòàëêèâàíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ñèëû íåíüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèè (λ-ñèëû) òåì ñèëüíåå,
÷åì áîëüøå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì îíè äåéñòâóþò.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ïó-
ñòûì è íåïóñòûì ïðîñòðàíñòâàìè Ýéíøòåéíà 1-ãî òèïà: â ïóñòîì ñ
îñòðîâîì ìàññû äåéñòâóþò òîëüêî íüþòîíîâñêèå ñèëû, â çàïîëíåí-
íîì âàêóóìîì áåç îñòðîâîâ ìàññû � òîëüêî ñèëû íåíüþòîíîâñêîé
ãðàâèòàöèè.

Ïðèìåðîì �ñìåøàííîãî� ïðîñòðàíñòâà 1-ãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé Êîòòëåðà [42]

ds2=
(
1+

ar2

3
+
b

r

)
c2dt2− dr2

1+ar2

3
+ b
r

−r2(dθ2+sin2θ dϕ2
)

F1 = − c2
ar
3
− b

2r2

1 + ar2

3
+ b

r

, F 1 = − c2
(
ar

3
− b

2r2

)





, (5.75)

â êîòîðîì äåéñòâóþò êàê íüþòîíîâñêèå ñèëû, òàê è λ-ñèëû: îíî
çàïîëíåíî âàêóóìîì è âêëþ÷àåò îñòðîâíûå ìàññû, ñîçäàþùèå íüþ-
òîíîâñêèå ñèëû òÿãîòåíèÿ. Âìåñòå ñ òåì, Êîòòëåð âûâåë ñâîþ ìåò-
ðèêó ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ êîíñòàíò a è b, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòî-
ðûõ òðåáóåòñÿ çàäàâàòü êàêèå-òî äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Ïîýòîìó,
íåñìîòðÿ íà ïðèâëåêàòåëüíîñòü ìåòðèêè Êîòòëåðà, ïðàêòè÷åñêèé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëèøü äâà åå �êðàéíèõ� ñëó÷àÿ � ìåòðèêà
Øâàðöøèëüäà (íüþòîíîâñêèå ñèëû òÿãîòåíèÿ) è ìåòðèêà äå Ñèòòå-
ðà (λ-ñèëû).
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�5.6 Ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ
Êîíå÷íî, ïðåäñòàâëÿÿ íàøó Âñåëåííóþ êàê ïðîñòðàíñòâî äå Ñèò-
òåðà (çàïîëíåííîå âàêóóìîì áåç �îñòðîâîâ� ìàññû), èëè êàê ïðî-
ñòðàíñòâî Øâàðöøèëüäà (�îñòðîâà� ìàññû â ïóñòîòå), ìû äåëàåì
íåêîòîðîå äîïóùåíèå. Ðåàëüíàÿ ìåòðèêà íàøåãî ìèðà ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé íå÷òî �ñðåäíåå�. Òåì íå ìåíåå, ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ñâÿ-
çàííûõ ñ äåéñòâèåì ñèë íåíüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèè (ïîðîæäàåìûõ
âàêóóìîì), êîãäà ìû àáñòðàãèðóåìñÿ îò âëèÿíèÿ òÿãîòåþùèõ ìàññ,
íàèáîëåå îïòèìàëüíî èñïîëüçîâàòü ìåòðèêó äå Ñèòòåðà. È, íàîáî-
ðîò, ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîëÿìè òÿãîòåþùèõ ìàññ, ðå-
çîííî èñïîëüçîâàòü ìåòðèêó Øâàðöøèëüäà. Õàðàêòåðíûì ïðèìå-
ðîì òàêîãî �ðàçäåëåíèÿ� çàäà÷ ìîæåò ñëóæèòü êîëëàïñ � ñîñòîÿíèå
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ïðè êîòîðîì g00 =0.

Ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë w äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêè èìååò
âèä (1.38). Òîãäà

g00 =
(
1− w

c2

)2

= 1− 2w
c2

+
w2

c4
, (5.76)

ò.å. êîëëàïñ g00 =0 íàñòóïàåò ïðè w = c2.
Â îñíîâíîì, â ôèçèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ

� ñæàòèå îñòðîâà ìàññû ïîä âîçäåéñòâèåì ñèë íüþòîíîâñêîé ãðà-
âèòàöèè âïëîòü äî åãî ãðàâèòàöèîííîãî ðàäèóñà. Ïîýòîìó ãðàâèòà-
öèîííûé êîëëàïñ â �÷èñòîì âèäå� ïðåäñòàåò ïåðåä íàìè â ïðîñòðàí-
ñòâå ñ ìåòðèêîé Øâàðöøèëüäà (5.69), â êîòîðîì ïðèñóòñòâóåò òîëü-
êî íüþòîíîâñêîå ïîëå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî �îñòðîâà� ìàññû
â ïóñòîòå.

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò òÿãîòåþùåé ìàññû ãðàâèòàöèîííîå
ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì, ïîýòîìó òàì âûïîëíÿåòñÿ çàêîí òÿãîòåíèÿ
Íüþòîíà. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëàáîì ïîëå íüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèè
ïîòåíöèàë èìååò âèä

w =
GM

r
, (5.77)

ãäå G ïîñòîÿííàÿ òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà, M ìàññà òåëà, ñîçäàþùåãî
äàííîå ïîëå òÿãîòåíèÿ. Â ñëàáîì ïîëå òðåòèé ÷ëåí â (5.76) ïðåíå-
áðåæèìî ìàë è âûðàæåíèå äëÿ g00 èìååò âèä

g00 = 1− 2GM
c2r

, (5.78)

ò.å. ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ (îáðàùåíèå â íóëü âðåìåííîé êîìïî-
íåíòû g00 ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðîñòðàíñòâà) â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåò-
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ðèêîé Øâàðöøèëüäà íàñòóïàåò ïðè óñëîâèè
2GM
c2r

= 1 , (5.79)

ãäå âåëè÷èíà
rg =

2GM
c2

, (5.80)

èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äëèíû, íàçûâàåòñÿ ãðàâèòàöèîííûì ðàäèó-
ñîì. Òîãäà g00 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

g00 = 1− rg
r
. (5.81)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè r= rg â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé Øâàðö-
øèëüäà èìååò ìåñòî êîëëàïñ. Â ýòîì ñëó÷àå âñÿ ìàññà ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîãî òåëà (èñòî÷íèêà íüþòîíîâñêîãî ïîëÿ) îêàçûâàåòñÿ
ñîñðåäîòî÷åííîé ïîä åãî ãðàâèòàöèîííûì ðàäèóñîì. Ïîýòîìó ïî-
âåðõíîñòü ñôåðè÷åñêîãî òåëà, ðàäèóñ êîòîðîãî ðàâåí åãî ãðàâèòà-
öèîííîìó ðàäèóñó, íàçûâàåòñÿ ñôåðîé Øâàðöøèëüäà. Èíà÷å òàêèå
îáúåêòû íàçûâàþò ÷åðíûìè äûðàìè, ò.ê. ïîä ãðàâèòàöèîííûì ðà-
äèóñîì âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ïðåâûøàåò ñêîðîñòü ñâåòà è
òàêèì îáðàçîì ñâåò íå ìîæåò �âûéòè� èç ýòèõ îáúåêòîâ íàðóæó.

Êàê âèäíî èç ìåòðèêè (5.69), â ïîëå òÿãîòåíèÿ Øâàðöøèëüäà
òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íå âðàùàåòñÿ (g0i =0), ñëåäîâàòåëüíî, èí-
òåðâàë íàáëþäàåìîãî âðåìåíè (1.25) èìååò âèä

dτ =
√
g00 dt =

√
1− rg

r
dt , (5.82)

ò.å. ïðè r= rg èíòåðâàë íàáëþäàåìîãî âðåìåíè dτ = 0. Èíà÷å ãîâîðÿ,
äëÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ âðåìÿ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû Øâàðö-
øèëüäà îñòàíàâëèâàåòñÿ∗. Âíóòðè ñôåðû Øâàðöøèëüäà èíòåðâàë
íàáëþäàåìîãî âðåìåíè ñòàíîâèòñÿ ìíèìûì. Ìû òàêæå ìîæåì ñêà-
çàòü ñ óâåðåííîñòüþ, ÷òî îáû÷íûé çåìíîé íàáëþäàòåëü, æèâóùèé

∗Ïðè g00 =0 (êîëëàïñ) èíòåðâàë íàáëþäàåìîãî âðåìåíè (1.25) ðàâåí
dτ =− 1

c2
vidxi, ãäå vi =−c g0i√

g00
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà (1.37). Òîëü-

êî ïîëàãàÿ g0i =0 è vi =0, óñëîâèå êîëëàïñà ìîæíî îïðåäåëèòü êîððåêòíî:
äëÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ âðåìÿ íà ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðà îñòàíàâëèâàåòñÿ
dτ =0, à ÷åòûðåõìåðíûé èíòåðâàë ðàâåí ds2 =−dσ2 = gik dxidxk. Îòñþäà ìîæ-
íî ñäåëàòü åäèíñòâåííûé âûâîä: íà ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðà ïðîñòðàíñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîëîíîìíûì (êîëëàïñàð íå âðàùàåòñÿ). Â íàøåé êíèãå [19] áûëî ïîêàçà-
íî, ÷òî íóëü-ïðîñòðàíñòâî êîëëàïñèðóåò, åñëè íå âðàùàåòñÿ. Çäåñü æå äîêàçàíà
áîëåå îáùàÿ òåîðåìà: åñëè g00 =0, òî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãîëîíîìíûì íåçà-
âèñèìî îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ îíî âûðîæäåííûì (g =0, íóëü-ïðîñòðàíñòâî) èëè äëÿ
íåãî g < 0 (ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè).
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íà ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû, ÿâíî íàõîäèòñÿ âíå ñôåðû Øâàðöøèëü-
äà ðàäèóñîì 0.443 ñì è ìîæåò ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ êîëëàïñà òåë
òîëüêî �èçâíå�.

Åñëè r= rg, òî âåëè÷èíà

g11 = − 1

1− rg

r

(5.83)

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî äåòåðìèíàíò ôóíäàìåíòàëüíîãî
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ ðàâåí

g = −r4 sin2 θ < 0 , (5.84)

ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ âíóòðè ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñàðà â
îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, õîòÿ êîëëàïñ òàêæå âîç-
ìîæåí è â íóëü-ïðîñòðàíñòâå. Çäåñü íàäî ñäåëàòü çàìå÷àíèå îòíî-
ñèòåëüíî ôîòîìåòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ è ìåòðè÷åñêîãî íàáëþäàå-
ìîãî ðàññòîÿíèÿ. Âåëè÷èíà r íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì
â íàïðàâëåíèè îñè x1 = r, ò.ê. â âûðàæåíèè äëÿ ìåòðèêè (5.69) dr2
âõîäèò ñ êîýôôèöèåíòîì

(
1− rg

r

)−1. Âåëè÷èíà r ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôîòîìåòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå, îïðåäåëÿåìîå êàê ôóíêöèÿ îñâåùåí-
íîñòè, ñîçäàâàåìîé ïîñòîÿííûì èñòî÷íèêîì ñâåòà, îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíîé êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, r åñòü ðàäèóñ
íååâêëèäîâîé ñôåðû ïëîùàäüþ 4πr2 (ñì. ëåêöèè Çåëüìàíîâà [12]).

Ìåòðè÷åñêîå ýëåìåíòàðíîå íàáëþäàåìîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâó-
ìÿ òî÷êàìè â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé Øâàðöøèëüäà, ñîãëàñíî òåî-
ðèè õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, èìååò âèä

dσ =

√
dr2

1− rg

r

+ r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
. (5.85)

Ïðè θ= const è ϕ= const îíî ñîñòàâëÿåò

σ =
∫ r2

r1

√
h11 dr =

∫ r2

r1

dr√
1− rg

r

(5.86)

è íå ñîâïàäàåò ñ ôîòîìåòðè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì r.
Òåïåðü îïðåäåëèì ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè âíóòðè ñôåðû

Øâàðöøèëüäà. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì âíåøíþþ ìåòðèêó (5.69) äëÿ
ðàäèóñà r < rg. Â ðåçóëüòàòå èìååì

ds2 = −
(rg
r
− 1

)
c2dt2 +

dr2

rg

r − 1
− r2

(
dθ2 + sin2θ dϕ2

)
. (5.87)
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Ââîäÿ ïåðåîáîçíà÷åíèÿ r= ct̃ è ct= r̃, ïîëó÷àåì

ds2 =
c2dt̃2

rg

ct̃
− 1

−
(
rg

ct̃
− 1

)
dr̃2 − c2dt̃2

(
dθ2 + sin2θ dϕ2

)
, (5.88)

ò.å. ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè âíóòðè ñôåðû Øâàðöøèëüäà
àíàëîãè÷íà âíåøíåé ìåòðèêå ïðè óñëîâèè, ÷òî âðåìåííàÿ êîîðäèíà-
òà è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà r ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè:
ôîòîìåòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå r âíå ÷åðíîé äûðû åñòü êîîðäèíàòíîå
âðåìÿ ct̃ âíóòðè ÷åðíîé äûðû, òîãäà êàê êîîðäèíàòíîå âðåìÿ âíå
÷åðíîé äûðû ct ÿâëÿåòñÿ ôîòîìåòðè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì r̃ âíóòðè
åå.

Èç ïåðâîãî ÷ëåíà âíóòðåííåé ìåòðèêè Øâàðöøèëüäà (5.88) âèä-
íî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíîé è ðåàëèçóåòñÿ íà îãðàíè÷åííîì
èíòåðâàëå âðåìåíè

t̃ =
rg
c
. (5.89)

Äëÿ Ñîëíöà, ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ êîòîðîãî ðàâåí ïðèìåðíî
3 êì, âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòàâèëî áû âñåãî
ëèøü < 10−5 ñåê. Äëÿ Çåìëè, ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ êîòîðîé ñî-
ñòàâëÿåò âñåãî 0.443 ñì, �âðåìÿ æèçíè� âíóòðåííåé ìåòðèêè Øâàðö-
øèëüäà åùå ìåíüøå: 1.5×10−11 ñåê.

Èç ñðàâíåíèÿ ìåòðèê âíóòðè (5.88) è ñíàðóæè (5.69) ãðàâèòàöè-
îííîãî êîëëàïñàðà ñëåäóåò:

1) ïðîñòðàíñòâî îòñ÷åòà îáåèõ ìåòðèê ÿâëÿåòñÿ ãîëîíîìíûì, ò.å.
íå âðàùàåòñÿ (Aik =0);

2) âíåøíÿÿ ìåòðèêà ñòàöèîíàðíà, âåêòîð ãðàâèòàöèîííî-
èíåðöèàëüíîé ñèëû ðàâåí F 1 =−GM

r2
;

3) âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà íåñòàöèîíàðíà, âåêòîð ãðàâèòàöèîííî-
èíåðöèàëüíîé ñèëû ðàâåí íóëþ.

Èññëåäóåì áîëåå äåòàëüíî âíåøíþþ è âíóòðåííþþ ìåòðèêó, ïî-
ëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû θ= const è ϕ= const, ò.å. îãðàíè÷èâàÿñü èç ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëåíèé òîëüêî ðàäèàëüíûì. Òîãäà âíåøíÿÿ
ìåòðèêà ïðèìåò âèä

ds2 = −
(rg
r
− 1

)
c2dt2 +

dr2

rg

r − 1
, (5.90)

âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà, ñîîòâåòñòâåííî

ds2 =
c2dt̃2

rg

ct̃
− 1

−
(
rg

ct̃
− 1

)
dr̃2. (5.91)
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Îïðåäåëèì ôèçè÷åñêîå íàáëþäàåìîå ðàññòîÿíèå (5.86) â ðàäè-
àëüíîì íàïðàâëåíèè ê öåíòðó òÿæåñòè êîëëàïñàðà. Ïîëó÷àåì

σ =
∫

dr√
1− rg

r

=
√
r (r − rg) + rg ln

(√
r +

√
r − rg

)
+ const (5.92)

âäîëü íàïðàâëåíèÿ r. Îòñþäà âèäíî: ïðè r= rg íàáëþäàåìîå ðàñ-
ñòîÿíèå

σg = rg ln
√
rg + const (5.93)

è ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñôåðó Øâàðöøèëüäà, îïðåäåëÿåìóþ ôîòîìåò-

ðè÷åñêèì ðàäèóñîì rg, âíåøíèé íàáëþäàòåëü âîñïðèíèìàåò â âè-
äå ñôåðû, íàáëþäàåìûé ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí σg = rg ln√rg + const
(5.93). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ ãðàâèòàöèîííûé
êîëëàïñàð (÷åðíàÿ äûðà) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðó ñ ïîñòîÿííûì
íàáëþäàåìûì ðàäèóñîì, íà ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî âðåìÿ îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ. Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñàð èçíóòðè.
Èíòåðâàë íàáëþäàåìîãî âðåìåíè (5.82) âíóòðè ñôåðû Øâàðöøèëü-
äà äëÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ìíèìûì

dτ = i

√
rg
r
− 1 dt , (5.94)

èëè, âî �âíóòðåííèõ� êîîðäèíàòàõ r= ct̃ è ct= r̃ (ñ òî÷êè çðåíèÿ
�âíóòðåííåãî� íàáëþäàòåëÿ),

dτ̃ =
1√
rg

ct̃
− 1

dt̃ . (5.95)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ âíóòðåííåå �ìíèìîå�
âðåìÿ êîëëàïñàðà îñòàíàâëèâàåòñÿ íà åãî ïîâåðõíîñòè, òîãäà êàê
äëÿ �âíóòðåííåãî� íàáëþäàòåëÿ òåìï íàáëþäàåìîãî âðåìåíè íà ïî-
âåðõíîñòè áåñêîíå÷íî âîçðàñòàåò. Ìåòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå âíóòðè
êîëëàïñàðà ñ òî÷êè çðåíèÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ, ñîãëàñíî ìåòðè-
êè (5.87), èìååò âèä

σ =
∫

dr√
rg

r −1
= −

√
r (r−rg) + rg arctan

√
rg
r
−1 + const, (5.96)

èëè, ñ òî÷êè çðåíèÿ �âíóòðåííåãî� íàáëþäàòåëÿ,

σ̃ =
∫ √

rg

ct̃
− 1 dr . (5.97)
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Îòñþäà âèäíî: ïðè r= ct̃= rg äëÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ íàáëþ-
äàåìîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó
çíà÷åíèþ, òîãäà êàê äëÿ �âíóòðåííåãî� íàáëþäàòåëÿ òðåõìåðíûé
íàáëþäàåìûé èíòåðâàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Â çàêëþ÷åíèå èññëåäóåì
âîïðîñ î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ÷àñòèöàìè, êîòîðûå �ñíàðóæè� ðàäè-
àëüíî ïàäàþò íà ñôåðó Øâàðöøèëüäà. Âíåøíþþ ìåòðèêó ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

ds2 = c2dτ2 − dσ2, dτ =
(
1− rg

r

)
dt , dσ =

dr

1− rg

r

. (5.98)

Äëÿ ÷àñòèö ñ âåùåñòâåííîé ìàññîé ds2> 0, äëÿ ñâåòîïîäîáíûõ
÷àñòèö ds2 =0, äëÿ ñâåðõñâåòîâûõ òàõèîíîâ ds2< 0 (èõ ìàññà ÿâëÿ-
åòñÿ ìíèìîé). Ïðè ðàäèàëüíîì äâèæåíèè ê ÷åðíîé äûðå ýòè óñëî-
âèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

1) âåùåñòâåííûå ÷àñòèöû:
(
dτ
dt

)2
<c2

(
1− rg

r

)2;
2) ñâåòîïîäîáíûå ÷àñòèöû:

(
dτ
dt

)2= c2
(
1− rg

r

)2;
3) ìíèìûå ÷àñòèöû (òàõèîíû):

(
dτ
dt

)2
>c2

(
1− rg

r

)2.
Íà ñôåðå Øâàðöøèëüäà r= rg, ïîýòîìó dτ

dt
=0, ò.å. ÷àñòèöà, â

òîì ÷èñëå è ñâåòîïîäîáíàÿ, òàì îñòàíàâëèâàåòñÿ. ×åòûðåõìåðíûé
èíòåðâàë íà ñôåðå Øâàðöøèëüäà

ds2 = −dσ2 < 0 , (5.99)

ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñôå-
ðó Øâàðöøèëüäà çàïîëíÿþò ÷àñòèöû ñ ìíèìîé ìàññîé ïîêîÿ.

�5.7 Èíôëÿöèîííûé êîëëàïñ
Â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà îñòðîâîâ ìàññ íåò, ñëåäîâàòåëüíî, îò-
ñóòñòâóåò è ïîëå íüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèè � ãðàâèòàöèîííûé êîë-
ëàïñ íåâîçìîæåí. Òåì íå ìåíåå, óñëîâèå g00 =0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êîëëàïñà, íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçàí-
íîå ñ íüþòîíîâñêèìè ïîëÿìè, è ìû âïîëíå ìîæåì ðàññìîòðåòü åãî
â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå. Èòàê, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé
äå Ñèòòåðà (5.73), õàðàêòåðèçóþùåé íåíüþòîíîâñêîå ïîëå ãðàâèòà-
öèè â ïðîñòðàíñòâå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû áåç �îñòðîâà� ìàññû. Â
ýòîì ñëó÷àå êîëëàïñ äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ çà ñ÷åò ñèë íåíüþòî-
íîâñêîé ãðàâèòàöèè. Èç ìåòðèêè äå Ñèòòåðà (5.73) âèäíî, ÷òî êîì-
ïîíåíòà

g00 = 1− λr2

3
, (5.100)
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ò.å. ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë w = c2(1−√g00) â ïðîñòðàíñòâå
äå Ñèòòåðà ðàâåí

w = c2

(
1−

√
1− λr2

3

)
. (5.101)

Òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì ïîëÿ íåíüþòîíîâñêîé ãðàâèòà-
öèè, ñîçäàííîãî âàêóóìîì, ìû áóäåì íàçûâàòü åãî λ-ïîòåíöèàëîì.
Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî λ-ïîòåíöèàë ðàâåí íóëþ â ïðåäåëü-
íîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà ñòàíîâèòñÿ ïëîñêèì (ò.å.
êîãäà λ=3K =0).

Òàê êàê â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà λ=3K, ñëåäîâàòåëüíî:
1) g00 =1−Kr2> 0 ïðè ðàññòîÿíèÿõ r < 1√

K
;

2) g00 =1−Kr2< 0 ïðè ðàññòîÿíèÿõ r > 1√
K
;

3) g00 =1−Kr2 =0 (êîëëàïñ) ïðè ðàññòîÿíèÿõ r= 1√
K
.

Ïðè êðèâèçíå K< 0 âåëè÷èíà g00 =1−Kr2 âñåãäà áîëüøå íóëÿ.
Òàêèì îáðàçîì êîëëàïñ âîçìîæåí òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà
ñ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé K> 0.

Ïðîñòðàíñòâî íàøåé Âñåëåííîé â öåëîì, êàê áûëî ïîêàçàíî â
�5.3, èìååò K< 0. Îäíàêî ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü íàëè÷èå â íåì
ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé ñ K> 0, íå âëèÿþùèõ íà íà êðèâèçíó
ïðîñòðàíñòâà â öåëîì, â òîì ÷èñëå è òàêèõ, ãäå èìååò ìåñòî êîëëàïñ.
Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà ñ K> 0 èìååò ñìûñë ðàññìàòðè-
âàòü êàê ëîêàëüíîå ïðîñòðàíñòâî êàêèõ-òî êîìïàêòíûõ îáúåêòîâ,
íàïðèìåð � ïðîñòðàíñòâî âíóòðè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

Òðåõìåðíàÿ íàáëþäàåìàÿ êðèâèçíà C ñâÿçàíà ñ ÷åòûðåõìåðíîé
êðèâèçíîé ñîîòíîøåíèåì C =−6K (5.55). Òîãäà, ïðåäñòàâëÿÿ òðåõ-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî â âèäå ñôåðû, ïîëó÷àåì C = 1

R2 (5.57) è, ñî-
îòâåòñòâåííî, K =− 1

6R2 (5.58), ãäå R òðåõìåðíûé íàáëþäàåìûé ðà-
äèóñ êðèâèçíû. Â ñëó÷àå K< 0 âåëè÷èíà R ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé.
Ïðè K> 0 âåëè÷èíà R ÿâëÿåòñÿ ìíèìîé.

Êîëëàïñ â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà âîçìîæåí òîëüêî ïðè K> 0.
Â ýòîì ñëó÷àå íàáëþäàåìûé ðàäèóñ êðèâèçíû ìíèìûé. Îáîçíà÷èì
R= iR∗, ãäå R∗ åãî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå
äå Ñèòòåðà ñ K> 0

K =
1

6R∗2
, (5.102)

è óñëîâèå êîëëàïñà g00 =1−Kr2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

r = R∗
√

6 . (5.103)
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ò.å. íà ðàññòîÿíèè r=R∗
√

6 â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà ñ K> 0 âåëè-
÷èíà g00 =0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèñõîäèò îñòàíîâêà íàáëþäàåìîãî
âðåìåíè � íàñòóïàåò êîëëàïñ.

Èíà÷å ãîâîðÿ, îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà ïîä ðàäèóñîì
r=R∗

√
6 ïðåáûâàåò â ñîñòîÿíèè êîëëàïñà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âàêóóì,

ÿâëÿþùèéñÿ �çàïîëíèòåëåì� ïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà, íàõîäèòñÿ â
ñîñòîÿíèè èíôëÿöèè, íàçîâåì ñîñòîÿíèå äàííîé ñêîëëàïñèðîâàâøåé
îáëàñòè èíôëÿöèîííûì êîëëàïñîì, à âåëè÷èíó r=R∗

√
6 (5.77) èí-

ôëÿöèîííûì ðàäèóñîì rinf . Òîãäà ñêîëëàïñèðîâàâøóþ îáëàñòü ïðî-
ñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà ïîä èíôëÿöèîííûì ðàäèóñîì ìû áóäåì íà-
çûâàòü èíôëÿöèîííûì êîëëàïñàðîì, èëè � èíôëÿíòîíîì.

Âíóòðè èíôëÿíòîíà, ñîîòâåòñòâåííî, K> 0, (íàáëþäàåìàÿ òðåõ-
ìåðíàÿ êðèâèçíà C < 0). Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü âàêóóìà îòðèöà-
òåëüíà (èíôëÿöèîííîå äàâëåíèå ïîëîæèòåëüíî, âàêóóì ñæèìàåòñÿ)
è λ> 0, ò.å. íåíüþòîíîâñêèå ñèëû ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè îòòàëêèâàíèÿ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíôëÿöèîííûé êîëëàïñàð (èíôëÿíòîí) çàïîëíåí
âàêóóìîì îòðèöàòåëüíîé ïëîòíîñòè è ñóùåñòâóåò, áàëàíñèðóÿ íà
�ëåçâèè áðèòâû� ìåæäó ñæèìàþùèì äàâëåíèåì âàêóóìà è ðàñòÿãè-
âàþùèìè ñèëàìè íåíüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèè. Ýëåìåíòàðíûé èí-
òåðâàë íàáëþäàåìîãî âðåìåíè â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà ñ K> 0
èìååò âèä

dτ =
√
g00 dt =

√
1−Kr2 dt =

√
1− r2

r2inf

dt , (5.104)

ò.å. íà ïîâåðõíîñòè èíôëÿöèîííîé ñôåðû íàáëþäàåìîå âðåìÿ îñòà-
íàâëèâàåòñÿ dτ = 0. Ïðèíÿòàÿ íàìè ñèãíàòóðà (+−−−), ò.å. óñëîâèå
g00> 0, èìååò ìåñòî ïðè r < rinf .

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå èíôëÿöèîííîãî ðàäèóñà, çàïèøåì ìåòðèêó
äå Ñèòòåðà ñ K> 0 â ñëåäóþùåì âèäå

ds2 =
(

1− r2

r2inf

)
c2dt2 − dr2

1− r2

r2inf

− r2
(
dθ2 + sin2θ dϕ2

)
, (5.105)

Êîìïîíåíòû ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé ñèëû (5.74) â ýòîì ñëó-
÷àå èìåþò âèä

F1 =
c2

1− r2

r2inf

r

r2inf

, F 1 = c2
r

r2inf

. (5.106)

Òåïåðü íàéäåì íàáëþäàåìîå ðàññòîÿíèå è íàáëþäàåìûé èíôëÿ-
öèîííûé ðàäèóñ. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî θ= const è
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ϕ= const, ò.å. èç ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëåíèé îãðàíè÷èìñÿ òîëü-
êî ðàäèàëüíûì. Òîãäà íàáëþäàåìûé òðåõìåðíûé èíòåðâàë èìååò
ñëåäóþùèé âèä

σ =
∫ √

h11 dr =
∫

dr√
1−Kr2

= rinf arcsin
r

rinf
+ const, (5.107)

è, ñîîòâåòñòâåííî, íàáëþäàåìûé èíôëÿöèîííûé ðàäèóñ èìååò ïî-
ñòîÿííîå çíà÷åíèå

σinf =
∫ rinf

0

dr√
1−Kr2

=
π

2
rinf . (5.108)

Â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé Øâàðöøèëüäà, êîòîðîå ìû ðàññìîò-
ðåëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, êîëëàïñàð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîë-
ëàïñèðîâàâøóþ êîìïàêòíóþ ìàññó, ñîçäàþùóþ êðèâèçíó ïðîñòðàí-
ñòâà â öåëîì: îáû÷íûé íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ âíå ãðàâèòàöèîíîãî
êîëëàïñàðà. Â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà êîëëàïñàð ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé âàêóóì, çàïîëíÿþùèé âñå ïðîñòðàíñòâî. Îáëàñòü êîëëàïñà â
ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà ñðàâíèìà ñ ïîâåðõíîñòüþ, ðàäèóñ êîòî-
ðîé ðàâåí ðàäèóñó êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó îáû÷íûé íà-
áëþäàòåëü íàõîäèòñÿ ïîä ïîâåðõíîñòüþ èíôëÿöèîííîãî êîëëàïñà-
ðà, ðàññìàòðèâàÿ êîëëàïñ �èçíóòðè�. ×òîáû çàãëÿíóòü çà ïðåäåëû
èíôëÿöèîííîãî êîëëàïñàðà, çàïèøåì ìåòðèêó äå Ñèòòåðà ñ K> 0
(5.105) äëÿ r > rinf . Îãðàíè÷èâàÿñü èç ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëå-
íèé òîëüêî ðàäèàëüíûì, ïîëó÷àåì â êîîðäèíàòàõ îáû÷íîãî íàáëþ-
äàòåëÿ (�âíóòðåííèå� êîîðäèíàòû èíôëÿöèîííîãî êîëëàïñàðà)

ds2 = −
(
r2

r2inf

− 1
)
c2dt2 +

dr2

r2

r2inf
− 1

, (5.109)

èëè, ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ âíå êîëëàïñàðà (âî
�âíåøíèõ� êîîðäèíàòàõ êîëëàïñàðà r= ct̃ è ct= r̃)

ds2 =
c2dt̃2

c2 t̃2

r2inf
− 1

−
(
c2t̃2

r2inf

− 1
)
dr̃2. (5.110)

�5.8 Çàêëþ÷åíèå
Ïðè íèçêîé ïëîòíîñòè ìàòåðèè (ïðèìåðíî 5÷10×10−30 ãðàìì/ñì3

â Ìåòàãàëàêòèêå) ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèçèòåëüíî ïó-
ñòûì è ìû ìîæåì ñ óâåðåííîñòüþ ïîëàãàòü òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà
ðàâíûì Tαβ ∼ gαβ . Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà èìåþò âèä
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Rαβ = kgαβ , ãäå k= const (òàêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì Ýéíøòåéíà). Ñóùåñòâóåò îñîáûé òèï òàêèõ ïðîñòðàíñòâ:
Tαβ =µgαβ , ãäå µ= const åñòü ïëîòíîñòü ìàòåðèè. Ýòîò òèï òåíçîðà
ýíåðãèè-èìïóëüñà õàðàêòåðèçóåò âàêóóìîïîäîáíîå ñîñòîÿíèå ìàòå-
ðèè, èçâåñòíîå êàê µ-âàêóóì.

Â òîé ãëàâå ìû ïîêàçàëè ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîìïîíåíò òåíçîðà
ýíåðãèè-èìïóëüñà âàêóóìà T̆αβ =λgαβ è òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
µ-âàêóóìà Tαβ =µgαβ . Ìû òàêæå ïîëó÷èëè ìàòåìàòè÷åñêèå âûðà-
æåíèÿ äëÿ ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ ñâîéñòâ âàêóóìà è µ-âàêóóìà,
òàêèõ, êàê ïëîòíîñòü, ïëîòíîñòü èìïóëüñà è òåíçîð íàïðÿæåíèé:
â èòîãå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî âàêóóì ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé, íåâÿçêîé,
íåèçëó÷àþùåé è èíôëÿöèîííîé (ðàñøèðÿþùåéñÿ ïðè ïîëîæèòåëü-
íîé ïëîòíîñòè) ñðåäîé. Èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ Ïåòðîâà è Ãëèíåðà
è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
âàêóóìà è µ-âàêóóìà (è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå èõ ôèçè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ), ìû ïðåäëîæèëè �ãåîìåòðè÷åñêóþ� êëàññèôèêàöèþ
ìàòåðèè â ñîîòâåòñòâèè ñ åå òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ìû íàçâà-
ëè åå T-êëàññèôèêàöèåé ìàòåðèè: ïóñòîòà (ïóñòîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ) � ñîñòîÿíèå ðåàëèçóþùååñÿ êîãäà òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà
ðàâåí íóëþ (Tαβ =0) è íåò ñèë íåíüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèè (λ=0);
âàêóóì � ñîñòîÿíèå, ïðè êîòîðîì íåò âåùåñòâà (Tαβ = 0), íî åñòü
íåíüþòîíîâñêàÿ ãðàâèòàöèÿ (λ 6=0); µ-âàêóóì Tαβ =µgαβ , µ= const
(âàêóóìîïîäîáíîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèè); âåùåñòâî Tαβ 6= 0, Tαβ � gαβ
(âêëþ÷àåò îáû÷íîå âåùåñòâî è ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå).

Îáû÷íûé îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïëîòíîñòü ìàòåðèè âî Âñåëåííîé
ïîëîæèòåëüíà. Ïðè ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòè âàêóóìà, êîñìîëîãè-
÷åñêèé ÷ëåí èìååò çíàê λ < 0 (íåíüþòîíîâñêèå ãðàâèòàöèîííûå
ñèëû ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè ïðèòÿæåíèÿ) è èíôëÿöèîííîå äàâëåíèå âà-
êóóìà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (âàêóóì ðàñøèðÿåòñÿ).

Èññëåäóÿ ïðîñòðàíñòâà, çàïîëíåííûå èñêëþ÷èòåëüíî âàêóóìîì
(áåç âåùåñòâà), òàêèå êàê ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà, ìû îáíàðóæèëè,
÷òî óñëîâèå êîëëàïñà (g00 = 0) ðåàëèçóåòñÿ â òàêîì ïðîñòðàíñòâå â
âèäå ñïåöèôè÷åñêîé îáëàñòè (îáúåêòà), êîòîðûé ìû íàçâàëè èíôëÿ-
öèîííûé êîëëàïñàð, èëè èíôëÿíòîí. Âíóòðè èíôëÿíòîíà λ> 0, ò.å.
ïëîòíîñòü âàêóóìà îòðèöàòåëüíà, äàâëåíèå ïîëîæèòåëüíî, à íåíüþ-
òîíîâñêèå ñèëû ãðàâèòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè îòòàëêèâàíèÿ, äåëàÿ
èíôëÿíòîí áàëàíñèðóþùèì ìåæäó ñæèìàþùèì äàâëåíèåì âàêóó-
ìà è ðàñøèðÿþùèìè ñèëàìè íåíüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèè.
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�6.1 Êîíöåïöèÿ çåðêàëüíîé Âñåëåííîé
Êàê ìû óïîìèíàëè â �5.1, ïîïûòêè ïðåäñòàâèòü íàø ìèð è çåðêàëü-
íóþ Âñåëåííóþ â âèäå ïðîñòðàíñòâ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû çàêîí÷èëèñü íåóäà÷åé: äàæå â ðàìêàõ ìåòðèêè äå Ñèòòå-
ðà, îäíîé èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ìåòðèê,
òðàåêòîðèè â ïðîñòðàíñòâå ñ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé ïðèíöèïè-
àëüíî îòëè÷àþòñÿ îò òðàåêòîðèé â ïðîñòðàíñòâå ñ îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíîé (ñì. Ãëàâó VII â êíèãå Ñèíãà [36]).

Âìåñòå ñ òåì ìíîãèå èññëåäîâàòåëè, íà÷èíàÿ ñ Äèðàêà, èíòóè-
òèâíî ÷óâñòâîâàëè, ÷òî çåðêàëüíóþ Âñåëåííóþ (êàê àíòèïîä íàøåé
Âñåëåííîé) ñëåäóåò èñêàòü íå â ïðîñòðàíñòâå ñ äðóãèì çíàêîì êðè-
âèçíû, à â ïðîñòðàíñòâå ñ äðóãèì çíàêîì ìàññ è ýíåðãèé ÷àñòèö.
Òî åñòü, ò.ê. ìàññû ÷àñòèö íàøåãî ìèðà ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíû-
ìè, òî ìàññû ÷àñòèö çåðêàëüíîé Âñåëåííîé, ïî-âèäèìîìó, äîëæíû
áûòü îòðèöàòåëüíûìè.

Äæîçåô Âåáåð ïèøåò â ñâîåé êíèãå [29]: �Íè çàêîí âñåìèðíîãî
òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà, íè ðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè íå èñ-
êëþ÷àþò âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ìàññ, íî ýì-
ïèðè÷åñêèé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî òàêèå ìàññ íèêîãäà íå íàáëþäà-
ëèñü. Êàê èç òåîðèè òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà, òàê è èç Îáùåé Òåîðèè Îò-
íîñèòåëüíîñòè âûòåêàëî áû ïîâåäåíèå îòðèöàòåëüíûõ ìàññ, â êîðíå
îòëè÷íîå îò ñîîòâåòñòâóþùåé ñèòóàöèè â ýëåêòðîäèíàìèêå. <. . .>
Äëÿ äâóõ òåë, îäíî èç êîòîðûõ îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíîé ìàññîé, à
äðóãîå � îòðèöàòåëüíîé, íî ðàâíîé ïåðâîé ïî àáñîëþòíîìó çíà÷å-
íèþ, ñëåäîâàëî áû îæèäàòü, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ ìàññà áóäåò ïðè-
òÿãèâàòü îòðèöàòåëüíóþ, à îòðèöàòåëüíàÿ � îòòàëêèâàòü ïîëîæè-
òåëüíóþ, òàê ÷òî îäíà áóäåò ãíàòüñÿ çà äðóãîé! Åñëè äâèæåíèå áóäåò
ñîâåðøàòüñÿ ïî ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû òåë, òî òàêàÿ ñèñòåìà
áóäåò äâèãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì. Ýòó çàäà÷ó ðàññìîòðåë
Õ.Áîíäè [43]� Ëåîíàðä Øèôô, ïðåäïîëîæèâ ïàññèâíóþ ãðàâèòà-
öèîííóþ ìàññó ïîçèòðîíà îòðèöàòåëüíîé (åãî èíåðòíàÿ ìàññà, êàê
èçâåñòíî èç íàáëþäåíèé, ïîëîæèòåëüíà), îñíîâûâàÿñü íà ìåòîäàõ
êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, âû÷èñëèë ðàçíèöó ìåæäó èíåðòíîé è
ãðàâèòàöèîííîé ìàññàìè ïîçèòðîíà. Ýòà ðàçíèöà ïîëó÷èëàñü ñóùå-
ñòâåííî áîëüøå òî÷íîñòè èçìåðåíèé â ýêñïåðèìåíòå Ýòâåøà, èëëþñ-
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òðèðóþùåãî ðàâåíñòâî èíåðòíîé è ãðàâèòàöèîííîé ìàññ [44]. Â ðå-
çóëüòàòå Øèôô ïðèøåë ê âûâîäó, î òîì, ÷òî âîçìîæíîñòü îòðèöà-
òåëüíîé ãðàâèòàöèîííîé ìàññû ó ïîçèòðîíà èñêëþ÷àåòñÿ (ïîäðîá-
íåå ñì. Ãëàâó 1 â êíèãå Âåáåðà [29]). Êðîìå òîãî, ïðè ñîâìåñòíîì
�ïðîæèâàíèè� â îäíîé è òîé æå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáëà-
ñòè, ÷àñòèöû ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè ìàññàìè äîëæ-
íû íåïðåðûâíî àííèãèëèðîâàòü. Âîçìîæíûå êîñìîëîãè÷åñêèå ïî-
ñëåäñòâèÿ �ñìåøàííîãî� ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòèö ñ îòðèöàòåëüíûìè è
ñ ïîëîæèòåëüíûìè ìàññàìè èññëåäîâàë ß.Ï.Òåðëåöêèé [45,46].

Òî åñòü, ðàçâèòèþ èäåè î çåðêàëüíîé Âñåëåííîé êàê ìèðå ñ îò-
ðèöàòåëüíûìè ìàññàìè è ýíåðãèÿìè ïðåïÿòñòâîâàëè äâà ìîìåíòà:

1) îòñóòñòâèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ôàêòîâ ñóùåñòâîâàíèÿ îòðè-
öàòåëüíûõ ìàññ;

2) îòñóòñòâèå òåîðèè, êîòîðàÿ áû ÷åòêî îáîñíîâàëà ðàçäåëåíèå
ìèðîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ìàññàìè â ïðîñòðàí-
ñòâå-âðåìåíè Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè.

Ñîîòâåòñòâåííî, ðåøàþùèìè äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû çåð-
êàëüíîé Âñåëåííîé ìîãëè áû ñòàòü:

1) experimentum crucis, ïðÿìî óêàçûâàþùèé íà ïðîÿâëåíèÿ îá-
ìåííûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó íàøèì ìèðîì è çåðêàëüíîé
Âñåëåííîé;

2) òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè Îá-
ùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè, â ðàìêàõ êîòîðîãî óäàñòñÿ ïî-
êàçàòü, ÷òî ìèðû ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ìàññà-
ìè ðàçäåëåíû ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ìåìáðàíîé, à òàêæå
âû÷èñëèòü óñëîâèÿ âîçìîæíîãî ïðîíèêíîâåíèÿ ÷àñòèö îáîèõ
ìèðîâ ÷åðåç ðàçäåëÿþùóþ ìåìáðàíó experimentum crucis.

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðåäïðèìåì ïîïûòêó ðåøèòü âòîðóþ (òåîðåòè-
÷åñêóþ) ÷àñòü ýòîé ïðîáëåìû.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïîíÿòèå �çåðêàëüíîñòü� â ïðèìåíåíèè ê ìåò-
ðèêå ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çà-
äà÷è çàïèøåì êâàäðàò ÷åòûðåõìåðíîãî èíòåðâàëà â õðîíîìåòðè÷å-
ñêè èíâàðèàíòíîì âèäå

ds2 = c2dτ2 − dσ2, (6.1)
ãäå

dσ2 = hik dx
idxk, (6.2)

dτ =
(
1− w

c2

)
dt− 1

c2
vidx

i =
(

1− w + viu
i

c2

)
dt . (6.3)
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Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî ýëåìåíòàðíûé ïðîñòðàíñòâåí-
íûé èíòåðâàë (6.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ îò-
íîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðèðàùåíèé dxi. Ïðî-
ñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû xi ðàâíîïðàâíû: íå ñóùåñòâóåò ïðèíöè-
ïèàëüíûõ ðàçëè÷èé ìåæäó ïîñòóïàòåëüíûìè äâèæåíèÿìè âïðàâî-
âëåâî è ââåðõ-âíèç. Ïîýòîìó ìû âîîáùå íå áóäåì êàñàòüñÿ çåðêàëü-
íûõ îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò.

Äðóãîå äåëî � âðåìÿ. Ôèçè÷åñêîå íàáëþäàåìîå (ñîáñòâåííîå)
âðåìÿ τ îáû÷íîãî íàáëþäàòåëÿ âñåãäà òå÷åò ïî íàïðàâëåíèþ èç
ïðîøëîãî â áóäóùåå, ñëåäîâàòåëüíî, dτ > 0. Íî åñòü äâà ñëó÷àÿ, êî-
ãäà íàáëþäàåìîå âðåìÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ. Âî-ïåðâûõ, ýòî âîçìîæíî
â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè â ñîñòîÿíèè êîëëàïñà. Âî-âòîðûõ,
ýòî ïðîèñõîäèò â íóëü-ïðîñòðàíñòâå � âûðîæäåííîì ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå íàáëþäàòåëÿ, ñîáñòâåííîå âðåìÿ
êîòîðîãî îñòàíàâëèâàåòñÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü ïîãðàíè÷íûì, ò.å. íåäî-
ñòèæèìûì â îáû÷íîì åãî ñîñòîÿíèè.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîáëåìó çåðêàëüíîñòè êàê äëÿ dτ > 0,
òàê è äëÿ dτ = 0. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èññëåäîâàíèå áóäåò ïðîâåäåíî
îòäåëüíî äëÿ ñêîëëàïñèðîâàâøèõ îáëàñòåé îáû÷íîãî ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè è äëÿ íóëü-ïðîñòðàíñòâà.

Íà÷íåì ñ îáû÷íîãî ñëó÷àÿ, ãäå dτ > 0. Èç âûðàæåíèÿ äëÿ íà-
áëþäàåìîãî âðåìåíè (6.3) î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óñëîâèå èìååò ìåñòî
ïðè

w + viu
i < c2. (6.4)

Â îòñóòñòâèå âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà (vi = 0) îíî ïðèíèìàåò âèä
w<c2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòóðå, íà-
õîäÿùåéñÿ âíå ñîñòîÿíèÿ êîëëàïñà.

Êâàäðàò ÷åòûðåõìåðíîãî èíòåðâàëà ds2 (6.1) ìîæíî çàïèñàòü â
ðàçâåðíóòîì âèäå

ds2=
(
1− w

c2

)2

c2dt2 − 2
(
1− w

c2

)
vidx

idt−

− hik dx
idxk +

1
c2
vivk dx

idxk,

(6.5)

ñ äðóãîé ñòîðîíû

ds2 = c2dτ2 − dσ2 = c2dτ2

(
1− v2

c2

)
, v2 = hikvivk. (6.6)

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè âûðàæåíèÿ ds2 (6.5) íà
1) c2dτ2

(
1− v2

c2

)
, åñëè ds2> 0;
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2) c2dτ2, åñëè ds2 =0;
3) −c2dτ2

(
v2

c2
− 1

)
, åñëè ds2< 0,

âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì îäíî è òî æå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè õîäà êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè îáúåêòà t îò
õîäà ñîáñòâåííîãî âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ τ

(
dt

dτ

)2

− 2vivi

c2
(
1− w

c2

)
dt

dτ
+

1
(
1− w

c2

)2
(

1
c4
vivkvivk − 1

)
= 0 , (6.7)

êîòîðîå èìååò äâà êîðíÿ
(
dt

dτ

)

1

=
1

1− w

c2

(
1
c2
vivi + 1

)
, (6.8)

(
dt

dτ

)

2

=
1

1− w

c2

(
1
c2
vivi − 1

)
. (6.9)

Èíòåãðèðóÿ êîîðäèíàòíîå âðåìÿ îáúåêòà t ïî àðãóìåíòó τ , ïî-
ëó÷àåì âûðàæåíèå

t =
1
c2

∫
vidx

i

1− w

c2

±
∫

dτ

1− w

c2

+ const. (6.10)

Ýòî âûðàæåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ, åñëè ïðîñòðàíñòâî íå âðà-
ùàåòñÿ è ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë w = 0. Òîãäà èíòåãðàë èìååò
âèä t=±τ + const. Âûáîðîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìîæíî ñäåëàòü êîí-
ñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíîé íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå äëÿ
êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t ïðèíèìàåò âèä

t = ±τ , τ > 0 , (6.11)

ãðàôèê êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò äâà ëó÷à, ÿâëÿþùèìèñÿ ïðîäîëæå-
íèåì äðóã äðóãà îòíîñèòåëüíî τ > 0. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çåðêàëîì
(ìåìáðàíîé) çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîå âðåìÿ íàáëþäàòåëÿ, à ñàìî
çåðêàëî ðàçäåëÿåò äâà ìèðà: â îäíîì ìèðå êîîðäèíàòíîå âðåìÿ (íà-
áëþäàåìîå èçìåíåíèå âðåìåííîé êîîðäèíàòû) òå÷åò èç ïðîøëîãî â
áóäóùåå, òîãäà êàê â äðóãîì, çåðêàëüíîì ìèðå, êîîðäèíàòíîå âðåìÿ
òå÷åò èç áóäóùåãî â ïðîøëîå.

Îòìåòèì, ÷òî ìèð ñ îáðàòíûì õîäîì âðåìåíè íå ÿâëÿåòñÿ êè-
íîëåíòîé, ïóùåíîé â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Îáà ìèðà âïîëíå ðàâíî-
ïðàâíû, íî, ñ òî÷êè çðåíèÿ îáû÷íîãî íàáëþäàòåëÿ, â çàçåðêàëüå
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çíà÷åíèå âðåìåííîé êîîðäèíàòû îòðèöàòåëüíî. Çåðêàëî (ìåìáðàíà)
â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, ò.å. îíî îòðàæàåò õîä âðåìåíè,
íî íå âëèÿåò íà íåãî.

Òåïåðü, ïóñòü ïðîñòðàíñòâî íå âðàùàåòñÿ (vi =0), íî ãðàâèòàöè-
îííûé ïîòåíöèàë íå ðàâåí íóëþ w 6=0. Òîãäà

t = ±
∫

dτ

1− w

c2

+ const. (6.12)

Åñëè ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì (w¿ c2), òî èíòå-
ãðàë èìååò âèä

t = ±
(
τ +

1
c2

∫
w dτ

)
= ± (τ + ∆t) , (6.13)

ãäå ∆t ïîïðàâêà, îáóñëîâëåííàÿ íàëè÷èåì ïîëÿ ïîòåíöèàëà w, ñî-
çäàþùåãî óñêîðåíèå. Âåëè÷èíà w ìîæåò îïèñûâàòü ëþáîå ñêàëÿð-
íîå ïîëå, ñâÿçàííîå ñ íóëåâîé êîìïîíåíòîé g00 ôóíäàìåíòàëüíîãî
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà: êàê ïîëå íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà, òàê è
ïîëå íåíüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèè.

Åñëè ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå ïîòåíöèàëîì w, ÿâëÿåò-
ñÿ ñèëüíûì, òî èíòåãðàë èìååò âèä (6.12) è çàâèñèò îò ïîòåíöèàëà w:
÷åì ñèëüíåå ïîëå w, òåì áûñòðåå òå÷åò êîîðäèíàòíîå âðåìÿ (6.12).
Â ïðåäåëå, êîãäà w = c2, ìû èìååì t→∞. Âìåñòå ñ òåì, ïðè w = c2

íàñòóïàåò êîëëàïñ (dτ =0). Ýòîò ñëó÷àé áóäåò ðàññìîòðåí ïîçäíåå,
ïîýòîìó ñåé÷àñ ìû ïî-ïðåæíåìó áóäåì ïîëàãàòü w<c2.

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíîå âðåìÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ êîíêðåòíûìè
ìåòðèêàìè: â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé Øâàðöøèëüäà è â ïðîñòðàí-
ñòâå ñ ìåòðèêîé äå Ñèòòåðà.

Åñëè ïîòåíöèàë w õàðàêòåðèçóåò íüþòîíîâñêîå ãðàâèòàöèîííîå
ïîëå (ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé Øâàðöøèëüäà), òîãäà

t = ±
∫

dτ

1− GM
c2r

= ±
∫

dτ

1− rg

r

, (6.14)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷åì áëèæå ê ãðàâèòàöèîííîìó ðàäèóñó òÿãîòå-
þùåé ìàññû, òåì ñèëüíåå õîä êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè îòëè÷àåòñÿ îò
õîäà ñîáñòâåííîãî âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ. Åñëè w ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïîòåíöèàë íåíüþòîíîâñêîãî ïîëÿ ãðàâèòàöèè (ïðîñòðàíñòâî äå
Ñèòòåðà), òîãäà

t = ±
∫

dτ√
1− λr2

3

= ±
∫

dτ√
1− r2

r2inf

, (6.15)
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èç ÷åãî âèäíî, ÷òî ÷åì áëèæå ôîòîìåòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå r ê èí-
ôëÿöèîííîìó ðàäèóñó êîëëàïñàðà, òåì áûñòðåå (ïî àáñîëþòíîé âå-
ëè÷èíå) òå÷åò êîîðäèíàòíîå âðåìÿ. Â ïðåäåëå ïðè r→ rinf âåëè÷èíà
t→∞.

Òàêèì îáðàçîì, â îòñóòñòâèå âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, íî ïðè íà-
ëè÷èè ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà, êîîðäèíàòíîå âðåìÿ â îáû÷íîì
è çåðêàëüíîì ïðîñòðàíñòâàõ òå÷åò òåì áûñòðåå, ÷åì áîëüøå ïîòåí-
öèàë ïðèñóòñòâóþùåãî ïîëÿ.

Òåïåðü èññëåäóåì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà èìåþò ìåñòî è âðàùåíèå
ïðîñòðàíñòâà è ãðàâèòàöèîííîå ïîëå. Òîãäà èíòåãðàë äëÿ t èìååò
âèä (6.10), ò.å. êîîðäèíàòíîå âðåìÿ â íåãîëîíîìíîì (âðàùàþùåìñÿ)
ïðîñòðàíñòâå ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé:

1) �âðàùàòåëüíîãî� âðåìåíè, îáóñëîâëåííîãî íàëè÷èåì ÷ëåíà
vidx

i, èìåþùåãî ðàçìåðíîñòü ìîìåíòà âðàùåíèÿ, îòíåñåííî-
ãî ê åäèíèöå ìàññû;

2) îáû÷íîãî êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè, ñâÿçàííîãî ñ õîäîì ñîáñò-
âåííîãî âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ.

Èç èíòåãðàëà äëÿ t (6.10) âèäíî, ÷òî âðàùàòåëüíîå êîîðäèíàòíîå
âðåìÿ, îáðàçîâàííîå âðàùåíèåì ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà, ñóùåñòâóåò è
áåç íàáëþäàòåëÿ (ò.ê. îíî íå çàâèñèò îò τ). Äëÿ íàáëþäàòåëÿ, ïîêî-
ÿùåãîñÿ íà ïîâåðõîñòè Çåìëè (çà èñêëþ÷åíèåì ïîëþñîâ) îíî ìîæåò
áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê òå÷åíèå âðåìåíè, îáóñëîâëåííîå âðàùå-
íèåì íàøåé ïëàíåòû. Îíî åñòü âñåãäà íåçàâèñèìî îò òîãî, ôèêñè-
ðóåò åãî íàáëþäàòåëü â äàííîì ìåñòå ïëàíåòû èëè íåò. Îáû÷íîå
êîîðäèíàòíîå âðåìÿ ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì íàáëþäàòåëÿ (çàâèñèò îò
åãî ñîáñòâåííîãî âðåìåíè τ) è ñ ïîëåì, ñóùåñòâóþùèì â òî÷êå íà-
áëþäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîëåì íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè vi 6=0 çíà÷åíèå âðåìåííîé êîîðäèíàòû t â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò íàáëþäåíèÿ (êîãäà ñîáñòâåííîå âðåìÿ íàáëþäàòå-
ëÿ τ0 =0) îòëè÷íî îò íóëÿ.

Çàïèñûâàÿ èíòåãðàë äëÿ t (6.10) â âèäå

t =
∫ 1

c2
vidx

i ± dτ

1− w

c2

, (6.16)

ïîëó÷àåì, ÷òî ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå:
1) ïîëîæèòåëüíî, åñëè 1

c2
vidx

i>∓dτ ;
2) ðàâíî íóëþ, åñëè 1

c2
vidx

i =±dτ ;
3) îòðèöàòåëüíî, åñëè 1

c2
vidx

i<∓dτ .
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Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòíîå âðåìÿ t äëÿ âåùåñòâåííîãî íàáëþ-
äàòåëÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ, åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñêîðîñòè âðà-
ùåíèÿ íà íàáëþäàåìóþ ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îáúåê-
òà ðàâíà êâàäðàòó ñêîðîñòè ñâåòà vivi =±c2. Ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà
îáå ñêîðîñòè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàâíû ñêîðîñòè ñâåòà, à ïî
íàïðàâëåíèþ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû.

Îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
vivi =±c2, ïðè êîòîðîì êîîðäèíàòíîå âðåìÿ äëÿ âåùåñòâåííîãî íà-
áëþäàòåëÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ ìåìáðàíîé-çåðêàëîì), ðàçäå-
ëÿþùèì îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíû-
ìè çíà÷åíèÿìè âðåìåííîé êîîðäèíàòû � îáëàñòè ñ ïðÿìûì è îá-
ðàòíûì õîäîì âðåìåíè.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî îáû÷íûé âåùåñòâåííûé (äîñâåòîâîé) íà-
áëþäàòåëü íå ìîæåò ñîïóòñòâîâàòü òàêîìó ïðîñòðàíñòâó îòñ÷åòà
(òåëó îòñ÷åòà).

Íàçîâåì çåðêàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì òàêóþ îáëàñòü ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè, â êîòîðîé êîîðäèíàòíîå âðåìÿ èìååò îòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ÷àñòèö â çåðêàëüíîì ïðîñòðàíñòâå
ïî îòíîøåíèþ ê ñâîéñòâàì ÷àñòèö îáû÷íîãî ìèðà, ãäå âðåìåííàÿ
êîîðäèíàòà ïîëîæèòåëüíà.

Ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà
èìïóëüñà ìàññîâîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé ïîêîÿ m0, ò.å. âåêòîðà

Pα = m0
dxα

ds
, (6.17)

èìåþò âèä
P0√
g00

= m
dt

dτ
= ±m, P i =

m

c
vi, (6.18)

ãäå çíàê �ïëþñ� èìååò ìåñòî ïðè ïðÿìîì õîäå êîîðäèíàòíîãî âðåìå-
íè, à çíàê �ìèíóñ� ïðè îáðàòíîì õîäå êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè îòíî-
ñèòåëüíî ñîáñòâåííîãî âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ. Êâàäðàò ÷åòûðåõìåð-
íîãî âåêòîðà èìïóëüñà èìååò âèä

PαP
α = gαβ P

αP β = m2
0 , (6.19)

à åãî äëèíà ðàâíà ∣∣√PαPα
∣∣ = m0 . (6.20)

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ÷àñòèöà ñ íåíóëåâîé ìàññîé ïîêîÿ, ïðåä-
ñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ÷åòûðåõìåðíóþ (ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ)
ñòðóêòóðó, ïðîåöèðóåòñÿ íà âðåìÿ êàê äèïîëü, ñîñòîÿùèé èç ïîëî-
æèòåëüíîé ìàññû +m è îòðèöàòåëüíîé ìàññû −m. Íî ïðè ïðîåöè-
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ðîâàíèè Pα íà òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàáëþäàòåëÿ (ïðîñòðàí-
ñòâåííîå ñå÷åíèå), îáå ïðîåêöèè ñëèâàþòñÿ â îäíó � òðåõìåðíûé
íàáëþäàåìûé èìïóëüñ pi =mvi. Èíûìè ñëîâàìè, êàæäàÿ íàáëþ-
äàåìàÿ ÷àñòèöà ñ ïîëîæèòåëüíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññîé îáëàäà-
åò çåðêàëüíûì äâîéíèêîì, ìàññà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé:
÷àñòèöà è åå çåðêàëüíûé äâîéíèê ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü çíàêîì ìàññû,
ïðè ýòîì òðåõìåðíûé íàáëþäàåìûé èìïóëüñ îáåèõ ÷àñòèö ïîëîæè-
òåëåí.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà

Kα =
ω

c

dxα

dσ
= k

dxα

dσ
, (6.21)

õàðàêòåðèçóþùåãî áåçìàññîâóþ (ñâåòîïîäîáíóþ) ÷àñòèöó, ôèçè÷å-
ñêèå íàáëþäàåìûå ïðîåêöèè èìåþò âèä

K0√
g00

= ±k , Ki =
k

c
ci. (6.22)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ áåçìàññîâàÿ (ñâåòîïîäîáíàÿ) ÷àñòè-
öà êàê ÷åòûðåõìåðíûé îáúåêò òàêæå ñóùåñòâóåò â äâóõ ñîñòîÿíè-
ÿõ: â íàøåì ìèðå ñ ïðÿìûì õîäîì âðåìåíè îíà ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå
áåçìàññîâîé ÷àñòèöû ñ ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòîòîé, à â ìèðå ñ îáðàò-
íûì õîäîì âðåìåíè � êàê áåçìàññîâàÿ ÷àñòèöà ñ îòðèöàòåëüíîé
÷àñòîòîé.

Îïðåäåëèììàòåðèàëüíóþ Âñåëåííóþ êàê ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñò-
ðàíñòâî-âðåìÿ, çàïîëíåííîå âåùåñòâîì è ïîëÿìè, íà ôîíå êîòîðîãî
äâèæóòñÿ ÷àñòèöû. Òîãäà, ò.ê. êàæäàÿ ÷àñòèöà ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõ-
ìåðíûì äèïîëüíûì îáúåêòîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ
Âñåëåííàÿ êàê ñîâîêóïíîñòü áàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ÷à-
ñòèö � òàêæå ÷åòûðåõìåðíûé äèïîëüíûé îáúåêò, ñóùåñòâóþùèé â
äâóõ ñîñòîÿíèÿõ: íàøà Âñåëåííàÿ, ãäå ìàññû ÷àñòèö è âðåìåííàÿ
êîîðäèíàòà ïîëîæèòåëüíû, è åå çåðêàëüíûé äâîéíèê � çåðêàëüíàÿ
Âñåëåííàÿ, â êîòîðîé ìàññû ÷àñòèö è âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà îòðèöà-
òåëüíû, íî òðåõìåðíûé íàáëþäàåìûé èìïóëüñ ïîëîæèòåëåí. Âìåñòå
ñ òåì, ôîíîâîå ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íàøåãî ìèðà è
çåðêàëüíîé Âñåëåííîé � îäíî è òî æå.

Íàïðèìåð, èññëåäóÿ ñâîéñòâà Âñåëåííîé â öåëîì, ìû îòâëåêà-
åìñÿ îò äåéñòâèÿ íüþòîíîâñêèõ ïîëåé òÿãîòåíèÿ ðåäêèõ �îñòðîâîâ�
âåùåñòâà è, òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî íàøåé Âñå-
ëåííîé êàê ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà îòðèöàòåëüíîé ÷åòûðåõìåð-
íîé êðèâèçíû (òðåõìåðíàÿ íàáëþäàåìàÿ êðèâèçíà â ýòîì ñëó÷àå
ïîëîæèòåëüíà, ñì. �5.3). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàøà
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Âñåëåííàÿ â öåëîì � ýòî îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà îòðèöà-
òåëüíîé ÷åòûðåõìåðíîé êðèâèçíû, â êîòîðîé âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà
è ìàññû ÷àñòèö ïîëîæèòåëüíû, òîãäà êàê çåðêàëüíàÿ Âñåëåííàÿ �
îáëàñòü òîãî æå ïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà, â êîòîðîé, íàîáîðîò, âðå-
ìåííàÿ êîîðäèíàòà è ìàññû ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè.

Âîïðîñ î ìåìáðàíå, ðàçäåëÿþùåé íàøó Âñåëåííóþ è çåðêàëü-
íóþ Âñåëåííóþ â áàçîâîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, íå ïîçâîëÿþùåé
èì �ñìåøèâàòüñÿ� è ïðåïÿòñòâóþùåé òîòàëüíîé àííèãèëÿöèè ÷à-
ñòèö, ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Òåïåðü èññëåäóåì äèïîëüíóþ ñòðóêòóðó Âñåëåííîé äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà dτ =0, ò.å. â ñêîëëàïñèðîâàâøèõ îáëàñòÿõ îáû÷íîãî ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè (êîëëàïñàðû) è â âûðîæäåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
(íóëü-ïðîñòðàíñòâå).

Êàê ìû ïîêàçàëè ðàíåå, óñëîâèå dτ =0 èìååò ìåñòî â îáû÷íîì
(íåâûðîæäåííîì) ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè â ñëó÷àå êîëëàïñà. Ïðè
ýòîì ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãîëîíîìíûì (íå âðàùàåòñÿ). Òîãäà

dτ =
(
1− w

c2

)
dt = 0 . (6.23)

Ýòî óñëîâèå ñïðàâåäëèâî äëÿ êîëëàïñà ëþáîãî òèïà, ò.å. äëÿ êîë-
ëàïñà ëþáîãî òèïà ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà w, â òîì ÷èñëå è
äëÿ íåíüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà. Ïðè dτ = 0 (6.23) ÷åòûðåõìåðíàÿ
ìåòðèêà ïðèíèìàåò âèä

ds2 = −dσ2 = −hik dxidxk = gik dx
idxk = giku

iukdt2, (6.24)

ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

|ds| = idσ = i
√
hikuiuk dt = iudt , u2 = hiku

iuk, (6.25)

òàê ÷òî ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà íà ïîâåðõíîñòè êîëëàïñà-
ðà ïðèíèìàåò âèä

Pα = m0
dxα

dσ
, dσ = udt . (6.26)

Åãî êâàäðàò ðàâåí

PαP
α = gαβP

αP β = −m2
0 , (6.27)

ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà âåêòîðà Pα (6.26) ÿâëÿåòñÿ ìíèìîé
∣∣√PαPα

∣∣ = im0 . (6.28)
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Ïîñëåäíåå, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî íà ïîâåðõíîñè êîëëàïñàðà
îáèòàþò ÷àñòèöû ñ ìíèìûìè ìàññàìè. Íî â òî æå âðåìÿ ýòî íå îçíà-
÷àåò, ÷òî òàì äîëæíû íàáëþäàòüñÿ ñâåðõñâåòîâûå ÷àñòèöû â îáû÷-
íîì ïîíèìàíèè (òàõèîíû, ìàññû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìíèìûìè). Íà
ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðà âîîáùå íå ìîæåò áûòü ðå÷è î íàáëþäàåìîé
ñêîðîñòè, ò.ê. òàì íàáëþäàåìîå âðåìÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ dτ =0.

Êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà èìïóëüñà ÷àñòèö, îáèòàþ-
ùèõ íà ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðà (6.26), ôîðìàëüíî èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä

P 0 =
m0c

u
, P i =

m0

u
ui. (6.29)

Îäíàêî ôàêòè÷åñêè ìû íå ìîæåì èõ íàáëþäàòü, ò.ê. íà ïîâåðõ-
íîñòè êîëëàïñàðà ñîáñòâåííîå âðåìÿ îáû÷íîãî (âåùåñòâåííîãî) íà-
áëþäàòåëÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ. Âìåñòå ñ òåì, âõîäÿùàÿ â ýòî âûðà-
æåíèå ñêîðîñòü ui = dxi

dt
ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé âåëè÷èíîé è íå çà-

âèñèò îò ñîáñòâåííîãî âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ. Ïîýòîìó ìû ìîæåì
èíòåðïðåòèðîâàòü ïðîñòðàíñòâåííûé âåêòîð P i = m0

u ui êàê êîîðäè-
íàòíûé èìïóëüñ ÷àñòèöû, à âåëè÷èíó m0c

3

u êàê ýíåðãèþ ÷àñòèöû
íà ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðà. Çäåñü ýíåðãèÿ ÷àñòèöû îáëàäàåò ëèøü
îäíèì çíàêîì, ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü êîëëàïñàðà êàê ÷åòûðåõìåðíàÿ
îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (îáëàñòü ìàòåðèàëüíîé Âñåëåííîé)
íå ÿâëÿåòñÿ äèïîëüíûì îáúåêòîì èç äâóõ çåðêàëüíûõ äâîéíèêîâ:
ïîâåðõíîñòü êîëëàïñàðà (íåçàâèñèìî îò åãî ïðèðîäû) ñóùåñòâóåò â
åäèíñòâåííîì ñîñòîÿíèè.

Âìåñòå ñ òåì, ïîâåðõíîñòü êîëëàïñàðà (g00 = 0) ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ìåìáðàíó, ðàçäåëÿþùóþ ÷åòûðåõìåðíûå îáëàñòè ïðîñò-
ðàíñòâà-âðåìåíè äî êîëëàïñà è ïîñëå êîëëàïñà. Äî êîëëàïñà g00> 0
è ñîáñòâåííîå âðåìÿ íàáëþäàòåëÿ τ ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì. Ïîñëå
êîëëàïñà g00< 0, ñëåäîâàòåëüíî, τ ñòàíîâèòñÿ ìíèìûì. Ïðè ïåðåñå-
÷åíèè íàáëþäàòåëåì ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðà, åãî ñîáñòâåííîå âðå-
ìÿ �ïîâîðà÷èâàåòñÿ� íà 90◦, ìåíÿÿñü ðîëÿìè ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè
êîîðäèíàòàìè.

Ïîíÿòèå �ñâåòîïîäîáíàÿ ÷àñòèöà� íà ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðà òå-
ðÿåò ñìûñë, ò.ê., ïîñêîëüêó äëÿ ñâåòîïîäîáíûõ ÷àñòèö dσ= cdτ , íà
ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðà (dτ =0) äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

u =
√
hikuiuk =

√
hik dxidxk

dt2
=
dσ

dt
=
cdτ

dt
= 0 . (6.30)

Îñòàíîâêà ñîáñòâåííîãî âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ (dτ =0) òàêæå
èìååò ìåñòî â ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
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(íóëü-ïðîñòðàíñòâå): â íóëü-ïðîñòðàíñòâå, ïî îïðåäåëåíèþ, dτ =0
è dσ=0. Ýòè óñëîâèÿ (óñëîâèÿ ïîëíîãî âûðîæäåíèÿ) ìîæíî çàïè-
ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

w + viu
i = c2, gik u

iuk = c2
(
1− w

c2

)2

. (6.31)

×àñòèöû, îáèòàþùèå â âûðîæäåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
(íóëü-÷àñòèöû), îáëàäàþò íóëåâîé îáû÷íîé ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññîé
m=0, íî íåíóëåâîé ìàññîé M (1.71) è íåíóëåâûì èìïóëüñîì, îáëà-
äàþùèì ñâîéñòâîì çíàêîïîñòîÿíñòâà

M =
m

1− 1
c2

(w + viui)
, pi = Mui. (6.32)

Òàêèì îáðàçîì, çåðêàëüíîãî äâîéíèêà èìååò òîëüêî îáû÷íàÿ ìà-
òåðèÿ � ìàññîâûå è áåçìàññîâûå ÷àñòèöû âíå ñîñòîÿíèÿ êîëëàï-
ñà. Ïðè ýòîì ñêîëëàïñèðîâàâøèå îáúåêòû îáû÷íîãî ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè (êîëëàïñàðû, â òîì ÷èñëå � ÷åðíûå äûðû), íå îáëàäàþ-
ùèå ñâîéñòâîì çåðêàëüíîé äèïîëüíîñòè, ÿâëÿþòñÿ �îáùèìè� îáú-
åêòàìè íàøåé Âñåëåííîé è çåðêàëüíîé Âñåëåííîé. Îáúåêòû íóëü-
ïðîñòðàíñòâà, òàêæå íå îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì çåðêàëüíîé äèïîëü-
íîñòè, â ñèëó ïîëíîãî âûðîæäåíèÿ ìåòðèêè íàõîäÿòñÿ çà ïðåäåëàìè
áàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Âûõîä â �íåéòðàëüíûå çîíû�, ò.å. íà
ïîâåðõíîñòü ñêîëëàïñèðîâàâøèõ îáúåêòîâ îáû÷íîãî ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè è â íóëü-ïðîñòðàíñòâî, âîçìîæåí êàê èç íàøåé Âñåëåííîé
(ìèðà ñ ïîëîæèòåëüíûì õîäîì êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè), òàê è èç
çåðêàëüíîé Âñåëåííîé (ìèðà ñ îòðèöàòåëüíûì õîäîì êîîðäèíàòíî-
ãî âðåìåíè).

�6.2 Óñëîâèÿ ïåðåõîäà ÷åðåç ìåìáðàíó ìåæäó íàøèì ìè-
ðîì è çåðêàëüíîé Âñåëåííîé

Òåïåðü âûÿñíèì âîïðîñ î òîì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ìåìáðàíîé, êîòîðàÿ ðàç-
äåëÿåò íàø ìèð è çåðêàëüíóþ Âñåëåííóþ â áàçîâîì ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè è, òàêèì îáðàçîì, ïðåïÿòñòâóåò òîòàëüíîé àííèãèëÿöèè
âñåõ ÷àñòèö ñ îòðèöàòåëüíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè ìàññàìè.

Â íàøåì ìèðå dt> 0, â çåðêàëüíîé Âñåëåííîé dt< 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ðàçäåëÿþùàÿ èõ ìåìáðàíà � ýòî îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè, â êîòîðîé dt=0 (êîîðäèíàòíîå âðåìÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ).
Òî åñòü, ýòî îáëàñòü, õàðàêòåðèçóåìàÿ óñëîâèåì

dt

dτ
=

1

1− w

c2

(
1
c2
vivi ± 1

)
= 0 , (6.33)
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êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dt =
1

1− w

c2

(
1
c2
vidx

i ± dτ

)
= 0 . (6.34)

Âòîðàÿ ôîðìà çàïèñè áîëåå óíèâåðñàëüíà, ò.ê. ïðèìåíèìà íå
òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè, íî
è â îáîáùåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, äîïóñêàþùåì âûðîæäåíèå
ìåòðèêè.

Ôèçè÷åñêèå óñëîâèÿ âíóòðè ìåìáðàíû (t= const, ò.å. dt=0), ðàç-
äåëÿþùåé íàø ìèð è çåðêàëüíóþ Âñåëåííóþ, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ
(6.34), õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì

vidx
i ± c2dτ = 0 , (6.35)

êîòîðîå èíà÷å ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
vivi = ± c2. (6.36)

Ýòî óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà
ëèíåéíîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà è âåêòîðà íàáëþäàåìîé
ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ òåëà. Åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

vivi =
∣∣vi

∣∣∣∣vi
∣∣ cos

(
vi; vi

)
= ± c2. (6.37)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýòî óñëîâèå èìååò ìåñòî, êîãäà ñêîðîñòè vi è
vi ðàâíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñêîðîñòè ñâåòà è íàïðàâëåíû ëè-
áî â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû (çíàê �ìèíóñ�), ëèáî ñîíàïðàâëåíû
(çíàê �ïëþñ�).

Òàêèì îáðàçîì, ìåìáðàíà, ðàçäåëÿþùàÿ íàø ìèð è çåðêàëüíóþ
Âñåëåííóþ (ìèð ñ îáðàòíûì õîäîì âðåìåíè), ôèçè÷åñêè ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñî ñêî-
ðîñòüþ ñâåòà è îäíîâðåìåííî âðàùàåòñÿ òàêæå ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà,
ò.å. îïèñûâàåò ïðàâóþ èëè ëåâóþ ñâåòîïîäîáíóþ ñïèðàëü. Â ìèðå
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö òàêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñ ÷à-
ñòèöàìè, îáëàäàþùèìè ñïèðàëüíîñòüþ (íàïðèìåð, ñ ôîòîíàìè).

Ïîäñòàâëÿÿ dt=0 â âûðàæåíèå äëÿ ds2, ïîëó÷àåì ìåòðèêó âíóò-
ðè ìåìáðàíû

ds2 = gik dx
idxk, (6.38)

ò.å. òàêîå æå âûðàæåíèå êàê è íà ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðà. Ïîñêîëü-
êó îíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ìåò-
ðèêè ñ ñèãíàòóðîé (+−−−), òî ds2 â äàííîì ñëó÷àå ñòðîãî îòðèöàòå-
ëåí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ÿâëÿþùåéñÿ
ìåìáðàíîé ìåæäó íàøèì ìèðîì è çåðêàëüíîé Âñåëåííîé, ÷åòûðåõ-
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ìåðíûé èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûì. Îòëè÷èå îò
ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíîé ìåòðèêè íà ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðà
(6.24) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè êîëëàïñå âðàùåíèå ïðîñòðàíñòâà îò-
ñóòñòâóåò (gik =−hik), òîãäà êàê â äàííîì ñëó÷àå gik =−hik + 1

c2
vivk

(1.18). Èíà÷å ãîâîðÿ,

ds2 = gik dx
idxk = −hik dxidxk +

1
c2
vivk dx

idxk, (6.39)

ò.å. ÷åòûðåõìåðíàÿ ìåòðèêà â ìåìáðàíå ñòàíîâèòñÿ ïðîñòðàíñò-
âåííî-ïîäîáíîé èç-çà òàêîãî âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, ïðè êîòîðîì
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå vidxi =±c2dτ .

Â ðåçóëüòàòå îáû÷íàÿ ìàññîâàÿ ÷àñòèöà (íåçàâèñèìî îò çíàêà åå
ìàññû) íå ìîæåò ïðîíèêíóòü â ñâîåì åñòåñòâåííîì âèäå ÷åðåç ìåì-
áðàíó ìåæäó íàøèì ìèðîì è çåðêàëüíîé Âñåëåííîé: èõ ðàçäåëÿåò
áàðüåð � îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, â êîòîðîé îáèòàþò ñâåòî-
ïîäîáíûå ÷àñòèöû, îïèñûâàþùèå ïðàâûå èëè ëåâûå ñâåòîïîäîáíûå
ñïèðàëè.

Âìåñòå ñ òåì, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, îáìåííûå âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó íàøèì ìèðîì è çåðêàëüíîé Âñåëåííîé âîçìîæíû, íî íå â
ðåçóëüòàòå ïîÿâëåíèÿ ÷àñòèö äðóãîãî ìèðà ñ ìàññàìè ïðîòèâîïî-
ëîæíîãî çíàêà, à ÷åðåç ïîñðåäíè÷åñòâî ìàòåðèè â ñîñòîÿíèè, ÿâëÿ-
þùèìñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì êàê ÷àñòèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è
ñ îòðèöàòåëüíûìè ìàññàìè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ÷àñòèö ñ m> 0 è m< 0 ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòèöû, ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìàññà êîòîðûõm=0. Ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, îáëàñòü îáèòàíèÿ ÷àñòèö ñ íó-
ëåâîé ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññîé ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé â òî÷êå ê îáëà-
ñòÿì îáèòàíèÿ ÷àñòèö ñ ìàññàìè m> 0 è m< 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
÷àñòèöû ñ ìàññîé m=0 ìîãóò èìåòü îáìåííûå âçàèìîäåéñòâèÿ êàê
ñ ÷àñòèöàìè íàøåãî ìèðà (m> 0), òàê è ñ ÷àñòèöàìè çåðêàëüíîé
Âñåëåííîé (m< 0).

×àñòèöû ñ íóëåâîé ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññîé m=0, ïî îïðåäåëå-
íèþ, ñóùåñòâóþò â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, â êîòîðîé ds2 =0
è c2dτ2 = dσ2 =0. Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ds2 âíóòðè ìåìáðàíû (6.38),
ïîëó÷àåì

ds2 = gik dx
idxk = 0 . (6.40)

Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííîå óñëîâèå ìîæåò èìåòü ìåñòî â
äâóõ ñëó÷àÿõ:

1) êîãäà âñå âåëè÷èíû dxi ðàâíû íóëþ, ò.å. dxi = 0;
2) êîãäà òðåõìåðíàÿ ìåòðèêà âûðîæäàåòñÿ g̃= det ‖gik‖=0.
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Ïåðâûé ñëó÷àé ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè ïðè ïðåäåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðà: êî-
ãäà âñÿ ïîâåðõíîñòü êîëëàïñàðà ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, âñå dxi =0
è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðèêà íà åãî ïîâåðõíîñòè ïðèíèìàåò âèä
ds2 =−hik dxidxk = gik dx

idxk (6.24).
Âòîðîé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðîâ, ñóùå-

ñòâóþùèõ â íóëü-ïðîñòðàíñòâå: ò.ê. â íóëü-ïðîñòðàíñòâå, ïî îïðåäå-
ëåíèþ, gik dxidxk =

(
1− w

c2

)2
c2dt2, òî ïðè w = c2 âñåãäà gik dxidxk =0.

Ïåðâûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì, ïîýòîìó â ðåàëüíî-
ñòè íå èìååò ìåñòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïîñðåäíè-
÷åñòâî â îáìåííûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ ìåæäó íàøèì ìèðîì è çåðêàëü-
íîé Âñåëåííîé (àíòèìèðîì ñ îáðàòíûì õîäîì âðåìåíè) îñóùåñòâ-
ëÿþò ÷àñòèöû ñ íóëåâîé ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññîé (íóëü-÷àñòèöû) íà
ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðîâ â ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîì ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè (íóëü-ïðîñòðàíñòâå).

�6.3 Çàêëþ÷åíèå
Èòàê, â ýòîé ãëàâå ìû ïîêàçàëè, ÷òî íàøà Âñåëåííàÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íàáëþäàåìóþ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ãäå âðåìåííàÿ
êîîðäèíàòà ïîëîæèòåëüíà è ÷àñòèöû èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ìàñ-
ñû è ýíåðãèè. Çåðêàëüíàÿ Âñåëåííàÿ � ýòî îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè, â êîòîðîé, ñ òî÷êè çðåíèÿ îáû÷íîãî íàáëþäàòåëÿ, ðàñïî-
ëîæåííîãî â íàøåì ìèðå, âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà îòðèöàòåëüíà è
÷àñòèöû îáëàäàþò îòðèöàòåëüíûìè ìàññàìè è ýíåðãèÿìè. Ñ òî÷êè
çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ â íàøåì ìèðå, çåðêàëüíàÿ Âñåëåííàÿ � ýòî ìèð
ñ îáðàòíûì õîäîì âðåìåíè, ãäå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê
íàì èç áóäóùåãî â ïðîøëîå.

Ýòè äâà ìèðà ðàçäåëåíû ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ìåìáðàíîé
� îáëàñòüþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, íàñåëåííîé ñâåòîïîäîáíûìè ÷à-
ñòèöàìè äâèæóùèìèñÿ âäîëü ñâåòîïîäîáíûõ ñïèðàëåé. Â ìàñøòà-
áàõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö òàêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü îòíåñå-
íî ê ëîêàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ÷àñòèö, îáëàäàþùèõ ñïèðàëüíîñòüþ
(íàïðèìåð, ôîòîíîâ). Ýòà ìåìáðàíà ïðåïÿòñòâóåò ñìåøèâàíèþ ÷à-
ñòèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè ìàññàìè è, òàêèì îáðà-
çîì, ïðåäîòâðàùàåò èõ òîòàëüíóþ àííèãèëÿöèþ. Îáìåííûå âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ìèðàìè ìîãóò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïîñðåäñòâîì
÷àñòèö ñ íóëåâîé ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññîé (íóëü-÷àñòèö) ïðè ôèçè÷å-
ñêèõ óñëîâèÿõ, ñóùåñòâóþùèõ íà ïîâåðõíîñòè êîëëàïñàðîâ â ïîë-
íîñòüþ âûðîæäåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (íóëü-ïðîñòðàíñòâå).
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Òåîðèÿ õðîíîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ
bα ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð ìîíàäû
hik òðåõìåðíûé õ.è.-òåíçîð
τ ôèçè÷åñêîå íàáëþäàåìîå âðåìÿ
dσ ôèçè÷åñêèé íàáëþäàåìûé òðåõìåðíûé èíòåðâàë
vi òðåõìåðíàÿ õ.è.-ñêîðîñòü
Aik òðåõìåðíûé àíòèñèììåòðè÷íûé õ.è.-òåíçîð íåãîëîíî-

ìíîñòè (âðàùåíèÿ) ïðîñòðàíñòâà
F i òðåõìåðíûé õ.è.-âåêòîð ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèàëüíîé

ñèëû
w ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë
vi òðåõìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
ci òðåõìåðíàÿ õ.è.-ñêîðîñòü ñâåòà
Dik òðåõìåðíûé õ.è.-òåíçîð ñêîðîñòè äåôîðìàöèè ïðîñò-

ðàíñòâà
∆i
jk õ.è.-ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ 2-ãî ðîäà

∆jk,m õ.è.-ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ 1-ãî ðîäà

Äâèæåíèå ÷àñòèö
uα ÷åòûðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü
ui òðåõìåðíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ñêîðîñòü
Pα ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà
pi òðåõìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà
Kα ÷åòûðåõìåðíûé âîëíîâîé âåêòîð
ki òðåõìåðíûé âîëíîâîé âåêòîð
ψ ôàçà âîëíû (ýéêîíàë)
S äåéñòâèå
L ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (ëàãðàíæèàí)
~αβ ÷åòûðåõìåðíûé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ïëàíêà
~∗αβ ÷åòûðåõìåðíûé äóàëüíûé ïñåâäîòåíçîð Ïëàíêà
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Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå
Aα ÷åòûðåõìåðíûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ϕ ôèçè÷åñêèé íàáëþäàåìûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ (âðåìåííàÿ õ.è.-êîìïîíåíòà âåêòîðà Aα)
Ai ôèçè÷åñêèé íàáëþäàåìûé âåêòîð-ïîòåíöèàë ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ïðîñòðàíñòâåííûå õ.è.-êîìïîíåíòû
âåêòîðà Aα)

Fαβ ÷åòûðåõìåðíûé òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
(òåíçîð Ìàêñâåëëà)

Ei òðåõìåðíûé õ.è.-âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ

E∗ik òðåõìåðíûé õ.è.-ïñåâäîòåíçîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ

Hik òðåõìåðíûé õ.è.-òåíçîð íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ

H∗i òðåõìåðíûé õ.è.-âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ

Ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî
xα ÷åòûðåõìåðíûå êîîðäèíàòû
xi, t òðåõìåðíûå êîîðäèíàòû è âðåìÿ
s ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èíòåðâàë
gαβ ÷åòûðåõìåðíûé ôóíäàìåíòàëüíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð
δαβ ÷åòûðåõìåðíûé åäèíè÷íûé òåíçîð
J äåòåðìèíàíò ìàòðèöû ßêîáè (ÿêîáèàí)
eαβµν ÷åòûðåõìåðíûé ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íûé åäè-

íè÷íûé òåíçîð
eikm òðåõìåðíûé ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷-

íûé òåíçîð
Eαβµν ÷åòûðåõìåðíûé ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íûé äèñ-

êðèìèíàíòíûé òåíçîð
εikm ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íûé õ.è.-òåíçîð
Γαµν ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ 2-ãî ðîäà
Γµν,ρ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ 1-ãî ðîäà
Rαβµν òåíçîð êðèâèçíû Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ
Tαβ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà
ρ õ.è.-ïëîòíîñòü ìàòåðèè
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J i õ.è.-âåêòîð ïëîòíîñòè èìïóëüñà
U ik õ.è.-òåíçîð íàïðÿæåíèé
Rαβ òåíçîð Ðè÷÷è
K ÷åòûðåõìåðíàÿ êðèâèçíà
C òðåõìåðíàÿ õ.è.-êðèâèçíà
λ êîñìîëîãè÷åñêèé λ-÷ëåí



Ïðèëîæåíèå B Íåêîòîðûå ôîðìóëû
òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Îáû÷íûé äèôôåðåíöèàë âåêòîðà:

dAα =
∂Aα

∂xσ
dxσ.

Àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà:

DAα = ∇β Aαdxβ = dAα + ΓαβµA
µdxβ .

Àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà:

DAα = ∇β Aαdxβ = dAα − ΓµαβAµdx
β .

Àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà:

∇βAα =
DAα

dxβ
=
∂Aα

∂xβ
+ ΓαβµA

µ.

Àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà:

∇βAα =
DAα
dxβ

=
∂Aα
∂xβ

− ΓµαβAµ .

Àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî òåíçîð 2-ãî ðàíãà:

∇β F σα =
∂F σα

∂xβ
+ ΓαβµF

σµ + ΓσβµF
αµ.

Àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîâàðèàíòíîãî òåíçîðà 2-ãî ðàíãà:

∇β Fσα =
∂Fσα
∂xβ

− ΓµαβFσµ − ΓµσβFαµ .

Àáñîëþòíàÿ äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà:

∇αAα =
∂Aα

∂xα
+ ΓαασA

σ.
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Õ.è.-äèâåðãåíöèÿ õ.è.-âåêòîðà:

∗∇i qi =
∗∂qi

∂xi
+ qi

∗∂ ln
√
h

∂xi
=

∗∂qi

∂xi
+ qi∆j

ji .

Õ.è.-ôèçè÷åñêàÿ äèâåðãåíöèÿ:

∗∇̃i qi = ∗∇i qi − 1
c2
Fi q

i.

Îáùåêîâàðèàíòíûé îïåðàòîð Äàëàìáåðà:

¤ = gαβ ∇α∇β .
Îáû÷íûé îïåðàòîð Ëàïëàñà:

∆ = − gik∇i∇k .
Õ.è.-îïåðàòîð Ëàïëàñà:

∗∆ = hik ∗∇i ∗∇k .
Õ.è.-ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì:

∗∂
∂t

=
1√
g00

∂

∂t
,

∗∂
∂xi

=
∂

∂xi
+

1
c2
vi
∗∂
∂t
.

Êâàäðàò ôèçè÷åñêîé íàáëþäàåìîé ñêîðîñòè:

v2 = vivi = hik vivk.

Ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà:

vi = − c g0i√
g00

, vi = − cg0i√g00 , vi = hik v
k.

Âû÷èñëåíèå êâàäðàòà âåëè÷èíû vi. Äîêàçàòåëüñòâî: òàê êàê
gασg

σβ = gβα, ïðè α=β=0 ìû ïîëó÷àåì g0σg
σ0 = δ00 =1. Ñëåäîâà-

òåëüíî v2 = vkv
k = c2(1−g00 g00), òî åñòü:

v2 = hikv
ivk.

Ñâÿçü äåòåðìèíàíòîâ ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ gαβ è hαβ :
√
− g =

√
h

√
g00 .

Ïðîèçâîäíàÿ ïî ôèçè÷åñêîìó íàáëþäàåìîìó âðåìåíè:
d

dτ
=

∗∂
∂t

+ vk
∗∂
∂xk

.
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Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó èíòåðâàëó:
d

ds
=

1

c
√

1− v2

c2

d

dτ
.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó èíòåðâàëó:

d2

ds2
=

1
c2−v2

d2

dτ2
+

1

(c2−v2)2

(
Dikvivk +vi

dvi

dτ
+

1
2

∗∂hik
∂xm

vivkvm
)
d

dτ
.

Õ.è.-ìåòðè÷åñêèé òåíçîð:

hik = − gik +
1
c2
vivk , hik = − gik, hki = δki .

Çåëüìàíîâñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ è õ.è.-
õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîñòðàíñòâà îòñ÷åòà:

Di
k +A·ik· =

c√
g00

(
Γi0k −

g0kΓi00
g00

)
,

giαgkβΓmαβ = hiqhks∆m
qs , F k = − c2 Γk00

g00
.

Çåëüìàíîâñêèå 1-å è 2-å òîæäåñòâà:
∗∂Aik
∂t

+
1
2

(∗∂Fk
∂xi

−
∗∂Fi
∂xk

)
= 0 ,

∗∂Akm
∂xi

+
∗∂Ami
∂xk

+
∗∂Aik
∂xm

+
1
2

(
FiAkm + FkAmi + FmAik

)
= 0 .

Ïðîèçâîäíàÿ îò v2 ïî ôèçè÷åñêîìó íàáëþäàåìîìó âðåìåíè:
d

dτ

(
v2

)
=

d

dτ

(
hikvivk

)
= 2Dikvivk +

∗∂hik
∂xm

vivkvm + 2vk
dvk

dτ
.

Àáñîëþòíî àíòèñèììåòðè÷íûé õ.è.-òåíçîð:

εikm =
√
g00E

0ikm =
e0ikm√

h
, εikm =

E0ikm√
g00

= e0ikm
√
h .
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I denna bok f�oresl�ar vi en teori som beskriver de icke-geodesiska r�orelserna
av partiklar i den allm�anna relativitetens rumtid. En laddat partikels r�orelse i
ett elektromagnetiskt f�alt konstrueras i en kr�okt rumtid (till skillnad fr�an de
vedertagna �overv�agandena i Minkowskis rymd i Speciella Relativitetsteorin).
Spinpartiklar �ar f�orklarade inom ramen f�or variationsprincipen: detta syns�att visar
att element�arpartiklarna m�aste ha en massa, vars storlek kan h�arledas fr�an en
speciell kvantekvation. Fysisk vakuum och icke-Newtonianska gravitationskrafter
som verkar inom denna ekvation fastst�alls genom lambda-termen i Einsteins
ekvation. Ett kosmologiskt koncept av en inversionsexplosion av universum fr�an
ett kompakt objekt med ett radie av en elektron f�oresl�as. I boken unders�oker
vi de fysiska f�orh�allandena inuti membranet som separera olika rumtidsregioner
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